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Prefacio 


El arte de ensefiar es ef arte de ayudar a descubrir. 

Mark Van Doren 


es lu que Ids estudiantes realmente neceskan saber antes de estodiar cdlculo? 
iCori qud herramientas deben contar los maestro* para ayudar a siis alum nos a pre- 
pararse para el elleulo? Estas dos preguntas son el motivo por el eual hemos escrilo 
este libro. 

Para estar preparado para d cdlculo, d estudiante requiere no sdlo habilidad tu- 
nica, si no tambidn en tender eon claridad los conceptos. De heeho, la comprensidn 
conceptual y fa habilidad teen ica van de la mano, y se refuemn entre sb Un estu- 
diante tambien necesita poder aprednr la fuerza y La utilidad de las matemalicas para 
modelar el mundo real, Todas Las caracterfsticas de este libro de testo estan enfoca- 
das para lograr estas metas, 

Esiamos eonveneidos de que la buena ensenanza I Sega de maneras muy diferentes, 
y que cada maestro a porta brio e imagination unices en el salon de clases. Alguisos 
inaestros se apoyan en la tecrtologfa para ayudar a que los estudiante* aprendan en for- 
ma aetiva; otros aplican la regia del cuutrtr. 'los terras se tienen que presenter en forma 
geom£trica» num£rica. algebraic a y verbal" para im pulsar el razonamiento concep- 
tual; unos mis hacen gran enfasis en las aplieuciones para hacerque se aprecie lapre- 
sencia de las malemiticas en la vida diaria. Hay otros que recunen ai uprendizaje ert 
grupo, proyectos ampliadox a ejerticiox de esentura conio una forma de animar a los 
aiuniuos a ex.pl orar $u props a comprensidn de un concepto dado, y tod as, las matema- 
ricas presentes como un esfuerzo para resolver un problems En este libro hemos 
iocluido todos estos m&odcs para enseftar los concepts pmliimtiares del cdlculo 
con el fin de mejorar el eje de las habilidades fundamenlates, Eslos mitodos son 
herTamienlas que pueden Utilizer los profe sores y sus alumnos para tra/.ar su propio 
ctirso de action en la preparation para el cdkulo. 

Al escribiresta quinta edition nuestro objetivo era mejorar aun mis la milidaddel 
libn> como herrantienta de in&trucritin, El catnbio principal de esta edicido es un ma- 
yor entasis en el modelado y las aplicaciones: en cada scccidn se han ampliado los 
ejercidos de aplieatirin y se agrupan todos bajo el eneabezado de Aplicaciones y y to- 
dos los capituloSi excepto cl I . final izan con una sectidn llamada Enfoque en ei mode- 
tado. Tambien hcmOs efcctuado algunos Cambios en la organization del material „ 
como fa division del capftulo sobre trigonometria unalitka en dos capitu(os P cada uno 
dc un tamaflo mas accesiblc. Hay numerosos camhios pcquefios! a medida que iraba- 
jabarnos en d libro nos dahamos cuenta que hacia (alia un ejemplo^ o que se debia 
amp Imr una explicaeitim o que quedaria mejor una seeeidn con tipos diferentes de 
ejercidos. Sin embargo, en todos estos cambios hCmos conservado la estructura y las 
caracterfsticas principles que han contribuido at exito deb libro. 
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Muchos de los cam bios de esta edicidn luvieron origen en nuestra pmpia experieri- 
cia en la enseflauza, pero lo mris importante cs que hem os cscuchado eon mueha aten- 
cidn a quieues han usado este 3ibro t entre ellos, a ranchos de nucstros colegas mis 
cercanos. Agradeeemos la gran can ti dad de cartas y de mensajes electrdnicos que he- 
mes recibido de maestros y de estudi antes, en los que nos recomendaban eambios o 
sugerian adiciones. Muchos de el los nos ayudaron enormernente a hacerque esta edi- 
cion sea mas accesibie para el estudiante. 

Caracteristicas especiales 

GRUPOS DE EJf RClCIOS La manera mds importante de reforzar el entendimiento 
de los eonccptos y perfeccionar 3a hahilidad lecrica sc da mediants los prohlcmas que 
asigna el maestro. Con este fin proporcionunos unu aroplia variedad de ejercicios, 

■ Ejercicios Cada g rupo de ejercici os estd cu idadosa me n te cl as ifi cado segu n e I 
grado de diHcultad, desde los ejercicios conceptuales basicos y los problemas para 
el desairollo de ia$ hahilidabes, hastu los problemas mas capClOSOS que requkren 
simetizar el material que se aprendi6 anteriormente junto con nuevos conceptos. 

■ Ejercici os de a plica cion Estan tnduidos problemas aplicados reales que, se- 
gtin nuestra opinion, captaran la atencidn de los estudiantes. Estan incorporados 
en todo el libro tanto en los ejemplos como en los ejercicios. En los giupos de 
ejercicios, los probkmas aplicados est£n reunidos bajo el encabezado de Apli- 
cacumes. 

» Lest ubrknien Ins, eserltura y aprendizaje en grupo Cada nnu de los grupos 
de ejercicios finaliza con un con] unto de ejercicios Ikimado Desctibrimiertto * 
Debate , £stos se diseHupn para estimu lar a I estudiante a experimentar, de pre- 
fcrencia en grupos, eon los conceptos aitilizados en 3 a seeddn, y iuego a escribir 
lo que apiendicron, en lugar de simpiememe a busear "la respuesta". 

UN CAPITULO DE RE PASO COMPLETO Se incluye an capftulo de repaso a fin de 
que el esEudiante repase los conceptos basicos de Algebra y geometrfa analftica y a su 
vez los tenga sienipre a la mano. 

■ Capflulo l Es un capftulo be rcpa&o; cootie ne los conceptos fundammtales 
que el estudiante requiere para iniciaruit curso sobre los icmas preliminares del 
cilculo. Lo nmehn o lo poco que esie capita lo sea cubierto en class depende de 
los ek memos eon que cuenten los alumnus. 

■ Examen del capftulo 1 Se pretende que la prueba que sc encuentra al final tzar 
el capftulo 1 sea un diagndstico paradclcrminar que partes de csle capftulo de 
repaso cs necesario retortiar. Tambidn ayuda al estudiante a evaluar con exact itud 
que lemus nceesita repasar. 

ENFOOUE FLEXIBLE DE TWGONOMETB4A Los capfmlos sohne trigonometna estSn 
escritos de modt> que vc puedu abordar primeroe] enl'sK|ue del tnditgulo reciingulo u 
el del ctrculo unhario. A3 colocarestos dos cnfbques en distintos capita los, eada coal 
con su 5 aplicaciones pertinentcs + ayudamos adilucidar el ubjetivo de cada metodo, Los 
capitulos itltfoducturios a la trigonomciria son los siguientes: 

■ Capitulo 5: Funciones triftnnom^tricas de numeros reales Presenta la 
trlgonometria pur rticdio del meEtaJo del CitCulO unitariu. Eistc en tuque desEaCa 
que las funci tines trigtinomdtricas son j'uncioncs de mdnieros reales, justo como 
las funciones polinumiales y exponendales con las cuales los estudiantes ya 
estln familiarizados. 
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■ Capflulo 6: Funcmnes trigonom Ulricas dt \m ingulf. Aqui se presenta 

la irigonnmctria por medio del cntbquc del iri&nguEo rcciangulo. Esle metodo se 
bastion principles de un curso ordinarim de trigonnmelria para bachillcrttlo. 

Olra ma r era de ensefiar trigonometric cs entrdaiar I os dos m&odos, Algunos 
maestros ensenan este material cr el sJguiente order’ secciones 5,1 , 5,2. 6.1, 6/2. 
6-3. 5-X 5-4, 6-4, 6-5, L.a organizaeidn Facility haccrlo sir oculrar cl hceho de que 
Ins dos m^todns requieren disuntas representaciones dc las mismas fuRCiORCS. 

CAlCuLADORAS GRAFICADORAS Y COMPUTADORAS El avanec tecnoldgico 
que se ha dado en ealcul adorns y computadoras am pita de manera impreskmante 
nuestra ca pad dad para caleular y represen Ear las matematicus. La disponibilidad de 
calculadoras graheadoras no ies resta imponarcia, lo mas important es en tender Ins 
concept os en los que se basan las eyleijladorys. Asf, todas las subscceiunes en las que 
se requtere el uso de las ualculadoras esian preeedidas por seed ones en las cuales Ins 
esiudi antes tienen que gralkar o caleular a mann. de modo que puedan emetider exac- 
tamer i e lo que la caleuladora have cuando mas tarde la uiilicen para simp li hear la ru- 
lina, Las seed ones, subsecdones. ejcmplos y ejereicios para eylculadoni que estun 
sefudadas con el sfmbolo Q son optativas y se pod nun omitir sin que hay a perdida 
de comimudad. Se uiili/.an las siguientes eapacidades de hi calculadora: 

* Lulcukidorus ^rulieudnros El use de este lipo de calculadota CSti irteorporudo 
en indn el libro para grafiear y an si mar bind ones y sucesinnes. para c-alcuilar y 
gTuliearcurvas de regresidn, operar con algebra marrieial, grafiear desigualdudes 
lineales y utros uses importames. 

* Program as sendllos A provechamos las capacidades de program aci fin de la 
calculation* para simular situucioncs de la vida coudiana, sum&r series n caleular 
los term! nos de una sucesion reeursiva, 

ENFOQUE EN El MODEL ADO El tema del moddudo se usa en todo el libro para 
unifonnar y aclarar las di versa* a pi lead ones de los conceptos preliminyresdel calCU- 
lo. En estus sectioned y subsecdones de m odd ado reali/amns un csfuerzo especial 
para aclarar el proceso esencia! de pasar los enunciados de los problenias al lenguaje 
materralico. 

■ Models die construct' id n Hay numernsos problcmas aplicados eu los aides 
se pmporcinna al alumno un modcEo para que lo anal ice. Pem el material sobre 
modelado, donde a lus est udiant.es se les pide que conxtruyan modelos inatenni- 
ticos eski organizado en secciones y subsecdones rmiy bien delinidas, 

■ Enfoque eii el mndelado Todns 3us capitulns terminan eon una seccidn de Bn- 
foqtte en el modekub. La prtmera de dichas secciones t de spues del capftuLo 2 t 
present a la idea bdsica de mndelai una situaeidn de 3 a vida eulidiana modi ante el 
ajuste de rectas a dates | negation lineal ). Otras seceiones presentan formas en 
las que funciones polinoiniales, exponeneiales. logarftrmcas y trigonometricas y 
sistemas de desigualdad.es se pueden utilizar para modelar fendinenos conocidos 
a pariir de las ciendasy de la vida diaria. EE eapltulo I concluye con una seccidn 
que se llama Enfoque en fa resolitcidn de probiemas, 

PHOYECTO PARA UN OESCUBRIMIENTO Ura manera de haccr participar a los 
cstudiaries y volverlos alum nos aetivos es hacerlos que tnibajen, quiz! er grupos. en 
proyectos ext e ns os que los hagan send r que logran algo importantc cuaudo los termi- 
nal!, Cada capilulo conliene uuo o mas Proyectos para un descubrimientv (vdase el 
contcnido). Estas seceiones pmporcionan un conjunto de activldades desaiiames pero 
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accesibles que permiten que los esludiantes explorcn con may ores detalles un aspeclo 
interesante del tenia que acaban de aprender. 

NISTORIAS MATEMATICAS Aprovechamos los marge nes para presenter notas 
historical reflex ioties clave oaplicacionesde Las matem silicas en el mundo modemo. 
Todo es-to sirve para mostnir que las rnatematicas son una aclividad impoftante y vi- 
ta], y que hasia en esle nivel basicoes fundamental para la vida cotidiana. 

■ Hislorms male mat teas Estas descripciones cornprcndcn biograffas de mate- 
maticos im portables y a veces sobre un pnnto clave que el maEcmatieo descubrin 
y que es imporiiinie para csic curso. 

■ Malematicas en el mundo modemo Es una serie de vinetas que destacan el 
papel importante. de las rnatematicas en tos logros tecntcos y cienrffkos actuates. 

REVISE SU RESPUESTA Es una seccidn que destaca el papel importante de esta 
ciencia en los Iogros Edcniros v cienliiicos actuates. 

SECCIONES DE REPASO V PRUEBAS DE LOS CAPITULOS Cada capitulo finali- 
ia eon una ainplta seccidn de repaso. incluso una Evaluation del cupitulo diseiiada 
para que el estudiante tnida su avance. En la parte final del libra se praporcionan res- 
puestas breves de los ejercicios con niiiniero impar de lodas las seed ones, incluso la 
de los ejerdcios de repaso, y las respuestas a totias las preguntas de las evaluacjones de 
los capftulos. 

El material de repaso de cada capita lo inicia con una Revisidn de canceptos, dise- 
[liuJa para motivar al estudlinle a que piense y explique con sus propias palabras las 
ideas que se presentan en el capitulo. Se pueden usar como ejercieios de escritura, en 
una discusidn en el saldn de elascs a para estudiar en forma individual 

Principles cambios de (a quinta edition 

■ Mas del 20% de los ejercidos es nuevo y se se becloud para proporcionar mis 
prjctiea con conceptos hasicos T asf como para cxplorar ideas que no pudimos Ira- 
tar en el texto ni cn los ejemplos por falta de espacio, Se aftadieron muchos nuevos 
ejercieios aplkados. 

» Cada capitulo inicia con un Esquema del capitulo que presenta los temas 
principales del capitulo y exptica la razdn de la importancia del material. 

■ Se ahadieron seis nuevas seeciones de Enfoque en el mttdelado, y los temas van 
des.de mapas del mundo (capitulo 8 ) hasta ondas viajeras y on das estacionarias 
(capitulo 7). 

■ $c anadicron cinco nuevos Prayectos para un descubrimienfo, y los lemas 
van desde el uso de veclores en la navegaeidn, hasla el uso dc editions cm la 
arquiteeluta. 

■ Se agregamn mas hi&torias matcitidiicas, 

■ Quitamos Ea seccidn sobre variation del capitulo 2 y la pasamos al capitulo 1 , 
con lo que se logra que el capitulo 2 se enfoque mas claraniente en los conceptos 
esenciales de una funcidn. 

* En el capitulo 5, Fund ones trigonometrical de km numeros rentes^ incorpora- 
mos el material del movimienLo armdnico eumo una seccidn nueva. La seccidn 
de Enfoque eti el mwielado trata uhora subre ajuste dc curvas sinusoidales a 
los datos. 


Prefacio 


XJuii 


■ En d capftulo 7, Trigonometric analitka , incluimos $61o d material sobre 
identidades y ecuaciones ttigonoin^lricas, Hieimos este cambio a pctieidii de 
los lectoies, 

■ El capftulo 8, Coordenadas polares y vectores cs micvo. En 61 se encuentra 
material que estaba antes en aims capftulos, Los temas de este capftulo, que abar- 
caa tambidi la represenlaeidn polar de mirneros complejos, se unifican mediante 
el teai a del a so de las funciones trigonom£tricas para ubicar las coordenadas 
de an punto o deseribir las componentes de ua vector. 

■ Ea el capita Jo 9, Shiemtu de ecuac tones y desigualdades, la seccida sobre las 
grdficas de desigualdades ahora es la Ultima seecion. de modo que ahora precede 
inmediatamente el material sobre programacidn lineal en la secdrin Enfoque en 
el modelado. 

■ El capftulo 10, Geometria anal idea, comprende ahora sdlo la section que irata 
de las cbnicas y ecuaciones parametric as. El material sobre Las coordenadas pola- 
res estd ahora en el mievo capftulo 8,. 

■ El capitulo II, Sucesiones y series contiene ahora mas material sobre sucesiones 
recursivas, puesto que se aiiadid una seccidn sobre Enfoque en ei modelado que 
trata acerea del uso de dichas sucesiones al model ar fendmenos cotidianos. 


Complementer 

Este libro cuenta con una serie de recursos para el profesor, los cuales est&n dispo- 
nibles en ingles y solo se proportional! a los docentes que lo adopten como texto en 
sus cursos. Para mayor information, pongase en contacto con el tiea de servicio a 
cl rentes en las sign rentes direcciones de coneo electron ico: 

CengHge Learning Mexico y Cenlraamerica clientes, mexicoca@cengage.com 
Cengage Learning Caribe cl jentes.caribe@cengage.com 

Cengage 1, earning Cono Sur clientes,conosur@ cengage.com 

Cengage learning Paraninfo cliente5,paramnfo@cengage,com 

Cengage Learning Pacto Audi no cl ientes.poctoandino ©cengage.com 

Existe una versirin en esparto I de todas las respue&Las a los ejercicios y proble- 
mas. Se encuentra en el sitio de Cengage Learning http://laliuoamerica.cengage.com/ 
stewart. El acceso a este material es media rue una clave especial mente asignada al 
profesor que adopte este libro como texto. 

CD Ittdnido 

Con este Hbro se incluye un CD con el recurso para ei estudiante Interactive Video 
Skillbuildcr, el cual continue haras de clases en video Lo probfaotts trabajados durante 
cada video se muestmn a un I ado de la pan tall a, a (in de que el esUidiante los vaya 
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El sfmbolo E3 seMa que temas tienen ejemplos adicionales y expheationes en el CD. 
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Al estudiante 


Este libro fue eserito a fin de que Jo use como gute pura conocer a fondo Ins mate- 
i Habeas prcvias a! calculi:). En seguida se presenlun ulgunas recotnendaciones para 
ayudarle a a prove char at maxi mo este eurso. 

Pri inert) debe leer la section adecuada del iCXtO ente* de inter tar resolver Jos prti’ 
blemas de la tarea. Leer un texto de matematicas es muy dtferenie a leer una novela, 
el periodico o cualquier otro libro, Podria encontrar que debe leer una vez tras otru un 
pirrafo para poderenlenderk). Ponga atencibn especial a los ejemplos y resuelvalos 
usted mi mi to con lapiz y papet miemras los va leyendo, De esta manera sera eupaz de 
resolver la larea con intis rapidez y cumprension. 

No com eta el error de tratar dc mtitiorizar cada regia o hecho que se encuentre. 
Las matenialicas no son inemofizacldn. Las matcmiticas son el arte de resolver pro- 
blems , no solo una coleccibn de datos. Para conocer a fondo el tema, debe resolver 
problem us, muchos problemsis. Re sue I va tantos como pueda. Asegurese de escribir 
la solucibn en una forma Ibgiua, paso por past). No desec he nn problems si no puede 
resolverlo en esc memento, I rate de entenderJo mejor, vuelva a leerlo con todo cut- 
dado y rclaeibnclo con lo que ya uprendib de sti maestro y de los ejemplos del libro. 
Luehe con dl hasta que lo resuqlva. Hecho csto unas cuantas vcces. empczarii a enLen- 

ds?r de lo que realmeme traian las matemalicas. 

Al final del libro apareccn las respucstas a Los ejerckios inipares y a las evaluacio- 
nes de lots cupitulos. SI su respuesta dilkre de la del libro, no supongu de mmediato 
que usted estii mal. Puede huber un ealeulo que relacione Ins dos respuestas y umbas 
pueden ser eorrectas. Horejcmplo, si usied llcga a l/(\ / 3 - 1), pero la respuesta es 
i + V5, su respuesta cj conecta porque puede multiplicar tanto el nunicradorcomo 
el denominador de su respuesia por \/2 -+■ 1 para tener la solucibn dada. 

El siinbolo jjjjj se uLilizu para advenir que no oumeta detenu inado error, Lo hemos 
cotocado al margen para seftalar siluaciones en las que observarnos que muchos es- 
tudi antes las repiten. 
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Calculadoras y calculos 


Las calculadoras son e sene tales en la mayor parte de las matem&ticas y las csencias. 
Nos liberan de ejecutar t areas rutin arias, de modo que podemos concentrarnos con 
mas tranquil idad en los conceptos que es tamos estudiando. Las calculadoras son he- 
rramitntas poderosax, pern sc requierc inlerpnetiir con cuidado los resultados. A eon- 
tinuaddn se dcsertben las caraclmsticas que debe tener una cakuladora adeenada 
para uti eorso de precalculo. y se ofrecen criEerios para interprets: los resul ratios. 

Calculadoras cientificas y graficadoras 

Para csic curso usted oecesita una calculadora cientijica, es decir, su calculadora debe 
toner cocno mfnimo las operadoaes aritm^ticas comunes ( +, X, -s-), asf como las 
funcioncs exponcnciales. logaiiimkas y irigonomtiricas (f* + 1 ( Y , In, log, sen, cos T tan), 
Adem&i, serd util cuntar cod una memoria y por lo men OS algim grado de capucidad 
de ser programada. 

Su maestro podria recomeodarlc que eompre una calculadora con la que pueda 
etabamr graficas. Este libro tiene subscecioncs y ejerticios optatives que requieren 
el uso de una eakuladora de este tipo o de una computadora que lenga programa-s pa- 
ra graficar. Estas subsecctones y ejercicios especialcs estln senalados modi ante cl 
sfrnbolo IQ- Ademas de graficar fund ones. las calculadoras para graficar sc pueden 
usar lambien para encontrar fundones que modeler) dales de la vida cot id inn si, resue] - 
van ecu ad ones, ejecuten calculos con matrices (lo cual se esrudia end eapftulo 9) y 
para que te ayuden a efectuar otras. ope rad ones maiematicas, Todos estos usos se 
estudian en este libro. 

Es importante darse cuenta que debido a su limitada resolucidn, una calculado- 
ra para graficar da sdlo una aproximacirin de la grafiqa de una funcidn. La ealeu Ea- 
dora gralica sdlo Una cantidad finita de puntos y luego los une para formar una 
representation de la grain- a En la seccibn 1.9, damps criterios para usar este lipo 
de calculadoras e interpretar las gr^rtcas que genera, 

Calculos y cifras significativas 

La mayor parte de cjemplos y ejcrcicios aplicados de este libro reqtiicre va lores 
aproximados. Por ejemplo, un ejercicio establece que la Luna mide 1074 millas de 
radio. Esto no significa que el radio de la Luna sea exactamente de 1074 millas, slno 
que este es el radio redondeado a la mi I la mis cere ana, 

Un mdodo simple para cspecilicar la exactitud de un ndmero es establecer cuin- 
tas cifras significativas tiene. Las cifras significativas de unacantidad son los mime- 
ros desde el primer digito no cero hasta el Ultimo dfgito no cero, leyendo de izquierda 
a derecha. Per consiguiente, 1074 tiene cualro cifras significativas, 1070 iiene tres, 
1 100 tiene dos y 1000 tiene una eifra significativa. Esta regia puede originar algu- 
nas vecesambigiiedades. Porejemplo, si unadlstancaaes de 200 tmal kildmetro mas 
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Calculadoras y caJculos 


cereano, enioiices el nuntero 200 realmente litrne tries cifras significativas, y no s6io 
una. Esta amhiguedad se evita si se utiiiza la notation cientifica, es decir* si se expre- 
ss el numero como un imiltiplo de una potenciade 10: 

2,0(1 x ID 2 

Cuando trabajnn con valores aproximados, los estudi antes cometen a meniido el 
etTorde dar una respuesta final con mflicifras significative que los datos originales. 
Esto es incorrect o porque usted no puede “generar” precision usando una calculado- 
ra. El resullado no puede ser mas exacto que las meditiones dadas en el problems. 
Por ejemplo, suponga que nos han dicho que Jos dos catetos de un trifrhgulo reesdngu.™ 
lo miden E .25 y 2,33 pulg, De acuerdo con el Teorema de Pitigoras determinamos 
media cite unacakuladora que la hiporenusa mide 

Vl,25 2 + 23? « 2.644125564 pulg 

Pero como las longitudes est&n expresadas con tres tifras significativas, la respuesta 
no puede ser mas exacta, Por lo tanto* podemos deeir solo que la hipotenusa es de 
2.64 pulg, redondcando a la centdsima mis eercana. 

En genera L la respuesta final se debe ex pres ar eon la misma exactitud que la 
medicidn menos exacia dad a en el enunciado del problema, Las reglas siguicntes es- 
lablccen mas precisamentc estc prineipio. 


Reglas para trabajar con datos aproitimados 


1 , Al muttiplicar o dividin redondee el resuluido de mndo que tengu tantas 
cifrus 'iigniffcativas que cl valor dado con la e anti dad mi*, baja de cifeas 
Significative. 

2. Al sumar o restiir. redondee el resullado de modo que su ultima cifra signifi- 
Cadv.i eSle en cl ItngariU foi decimal? s en el CUiil -el valor dado tncnos exacto 
dene su ultima eifra sign i heat ivu. 

3- CuandO CaJcuU polenenL^ o raiVes. redondee el resuilado de mode que tenga 
d misnio mi mem de afms significative!, s que el valor dado. 


Por ejemplo, suponga que cl mantel de una mesa rectangular mide 1 22.64 pulg por 
.37.3 pulg. El irea y el perfmetro los expresamos como stgue: 


Area — largo X ancho = 122,64 X 37,3 » 4570 pulg z 
Pen metro - 2(largn 4- anebo) — 2(122-64 + 37.3) ** 319-^ pulg 


Tnca cifraa- 
ei^nificativs& 

Pl^ito de ditimoz 


r Q Observe que en la formula del perfmetro. el valor 2 es exacto* no una medida apro- 
ximada. Por lo tanto, no afecta la exactitud del resullado final. En general, si un proble- 
ina ticne s6lo valores exactos, podrlamos expresar la respuesta con tarn as cifras 
significative como queramos. 

Asimismo, note que para hacer el resultado final tan exacto como sea posable, 
us ted debe esperar ha&la ei ultimo pa so pare n edtmdear ia respttenia. Si es necesa- 
rio use 3a memoria de la calculadora para con&ervar los resultados de los pasos in- 
termedins. 
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Abreviaturas 


cm 

centimetre 


miligramo 

dB 

decibel 

MHz 

megahertz 

F 

farad 

mi 

milla 

a 

pie 

noln 

minuM) 

H 

gramo 

dtL 

mililitm 

E*! 

galda 

nun 

milimetro 

b 

hora 

N 

Newton 

H 

henry 

qt 

euarto dc galdn 

Hz 

Hertz 

oz 

onza 

in. 

pulgadz 

s 

segundo 

i 

Joule 

a 

ohm 

kcal 

kilocalcria 

V 

volt 

kfc 

kilogramo 

w 

watt 

km 

kilometre 

jd 

yarda 

kPa 

kilopascal 

yr 

alto 

L 

litre 

°C 

grado Celsius 

lb 

libra 

°F 

grado Fahrenheit 

Im 

lumen 

K 

Kelvin 

M 

mol de solutn 

=* 

entonces 


par liiro de solution 


equivale a 

m 

metro 
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r Fundamentos 






Saluno ^ do] ares) 


i;i 

Numeros reales 

1.7 

1.2 

Exponents y radicales 

1.8 

M 

Expresiones algebraicas 

1,9 

f:4 

Expresiones racioneles 


r5 

Ecuaciones 


■1-6 

Modelado mediante ecuaciones 

1,10 

1,11 


Desigualdades 
Geometrfa analttica 

Calculadoras para graficar y resol uci6n de 
ecuaciones y desigualdades por metodos 
graficos 

Rectas 

Modelos de variacion 



Esquema del capitufo 

Este primer capf tul o es un repast) de los numeros reales,. ecuaciones y el piano coor- 
denado, Es probable que listed ya este familtarizado con los conceptos, pero es tilil 
hacer un repaso para ver cdmo estas ideas trabajan juntas para resolver problemas y 
modelar, o describir, situaciones del tnunde coddiano. 

Veamos cdmo todas estas ideas se usan en la siguienle situacibn real; suponga 
que le pagan 8 dolares por hora en su irabajo, Nos interesa saber cusinto dinero 
gana. 

Para describir su salario usamos los niimems reales . En efecto, u samos los nii- 
meros reales todos los dias t por ejemplo, para describir cual es nuestra e statu ra. 
cu&nto dinero tenemos, qu£ tanto Mo o color taace, etcetera. En ilgebra, expresamos 
las propiedades de 60s numeros reales mediante letras que representan nilineros. Una 
propiedad importante es La proptedad distributiva; 

A (5 + C} = AB + AC 

Para cnconlrur el sentido de csta propiedad, eoiisidercmos su salario si trabaja ft 
boras un dia y 5 horns el siguienle, El salario do los dos dias se puede determ inar 
de dos maneras distintas; $8(6 + 5 ) T 0 bien, 8 dblares por 6 ■+ 8 ddlares por 5 , y am- 
bos procedi mientos dan la misma respuesla. Esta y otras propiedades de los niime- 
ros reales constitnyen las reglas para trabajar con los niimeros, es decir, son reglas 
del algebra, 

Tambibn podemos model ar el salario para cualquier miniero de boras mediante 
una formula. Si usted trabaja .r haras, entonces su salario es y ddlares, donde y se en- 
cuentra mediante la formula algehraiea 

y = Sjc 

Entonces, si trabaja 10 horn, d salario ser£ y - 8 ■ 10 ddlares. 

Una ecuacidn es un cnunciado eseiito en el lenguaje del Algebra que express un 
hecbo con respecto a una cantidad descon ocida x. Por ejemplo, ^.cuintas horns ne- 
cesitaria trabajar para obtener 60 ddlares? Para responder esta pregunla es oecesario 
resolver la ecuacidn 

60 - 

Aplicamos las reglas del Algebra para encontrar x. En este caso dividimos ambus 
miembros de la ecuacidn entre 8. de modo que x = y = 7,5 horas, 

El plane coordenado permits trazar una grdfica de una ecuacidn de dos variables. 
For ejemplo, al graficar la ecuacidn y = 8x podemos "ver" cdmo se increments el 
salario at aumenrar las boras (rabajadas, Asimismo, podemos resolver griUicamenie 
la ecuacidn 60 = 8 j encontrando el valor de x en el eual se cortan las gralkas de 
y = 8 j y y = 60 (observe la figura). 

En este capftulo hay muehos ejemplos de cdmo trabajan juntos los numeros males, 
ecuaciones y piano coordenado para que podamos resolver problem™ de la vida real. 
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2 CAPiTULQI Fundamentos 




1.1 


oiumeros re 


Repascmos Ins lip os de numeros que constituyen el si sterna de los ndmeros rcalcs. 
Empecemos con los numeros natii rules: 


It 2, 3,4, 


Li is dislintos iipos de nCtineros realcs 
sc invcFilaron para cumplir con neeesi- 
diidcs esped'licas. For cjcmplo, los 
roiirteim aaturales se necesitan para 
eonltir. lus> numcros negatives para 
descrihii deudas o lemperaturas por 
abajode cero grades, tos numeros 
racicuiales, para conceptos como “medio 
line de kche w T y los mimeros irraeio- 
naleS para medir dertas distune itts 
como la diagonal de un cuadrado. 


Los enteros estan form ad os por los niimeros natural es junto con los negatives y cl 0: 

*..,-3, -2. -L + 0, 1.2, 3, 4, ... 

Conslmiinos los mutteros rationales at fomtar cocientes con los enleros. Por lo 
lanto, cualquier ntimom racionat r sc puccic exprcsarconrio 

m 

n 

donde my rt son enteros y n # 0. Ejemplos son: 

\ -f 4fi=f 0-17 = ^ 

(Recucrdc que la division entre ccm cs imposible, por lo que expresiones como l y 
5 no estan definidas.) Tambien hay numeros reales, como V2, que no pueden ser 
expresados como m cociente dc enteros y. por lo tanto, se II a man numeros lira- 
cion ales Se puede demostrar que, cor diferentes grados de dificuJlad, estos ndmeros 
son tambidn in-acionales: 


V3 V5 



7T 



E] conjunto dq todos tos numeros reales se denota mediante cl sfmbolo U. Cuan- 
do u samos k puktbra numenp sin calificalivo, queremos decir “numero real". En la 
ligura L sc i Lustra un diagrams de los tipOs de numeros reales con los que trabaja- 
mos en esic librp. 


Un numero decimal periodic^ como 
j = 3.5474747, . . 


Nunietu*. racionaks 

yr - y- 46, 0.17, 0.6, 0.317 


Enteros 

. . . . “3. 



-1 


Niimeros naturaks 
0 12 3 


Niimeros irracknak* 

7 ."7 3 jrr 3. 

v'3, v'5, v2 t it, — 


Figure t 

El cstmpti de tus numeros realcs 


es un niimcro rational, P&ra convcrtirlo 

en un cocienie die dt*. euterw, eseriNmn-s 

lOOOr = 3547.47474747. . . 

U)x = 35.47474747. .. 

090* = 3512.0 

Por eonsiguicntc. * = ^jf. ( La idea cs 
nuJltiptiear.i. per potervaas adecuiidasde 
10, y lucgo restar para diiTtinar la parte 
que se repited 


Todos los numeros re tiles tienen una repress ntacion decimal Si el numero es 
rational enforces su decimal cofrespondiente es peri6dieo, For ejcmplo, 

‘ = 0.5000, , , = 0.50 l = 0,66666, . . = 0.6 

{g - 0.3171717, , , = 0.317 j - 1,285714285714, .. » 1.285714 

(La barra significa que la sueesion dc c liras sc repitc por sicrnprc.) Si el ndmero es 
irracional, la representation decimal no es periddica: 

V2 = 1.414213562373095. , , tt = 3.141592653589793. . . 
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Si tntermmpimn* la expansion decimal de cualquier numcro cn jn cierlo lugar, tc- 
nemos una apraximacidn del numero For cjemplo, podcmos cscribir 

tt =-3,14159265 

donde el slmbolo =“ quiere decir lt es aproximadamente igual a’', A rnedida que lcni> 
nios mbs deei males es mejor la aproximaiddn. 


Propiedades de los numeros reales 

Todos sabenios que 2+3=3+2y que 5 + 7 = 7 + 5y que 513 + 87 = 87 + 
5 1 X y as! sucesivamente. En algebra, expresamos estos heebos. que son infinites, me- 
diante la ex pres ion 

a + b = b + a 

donde a y b son dos mimeros eualquiera. En otras palabras, "a + b — b + a" es una 
manera concisa dfi decir que “euando se suman dos mimeros, no imports et orden en 
que se sumcr ^. Este hcchu se cunocc como Pmpiedad conmuialiva de la suina. De 
acuerdo con nuestra experience con los mi meres, sabemos que las propiedades de la 
tabla siguieme son tambi£n v^litlas. 


Propiedades de los numeros reales 


Propiedad 

Propiedades con mutative 

a + h = b + a 
ab ~ bo 

Propi ed ades asocial! vas 

{a + b) + c = a + (b + c) 

{ab)c — et(bc) 

Prupicdad distributive 

u(b + c) — ab + a c 
(b + c)a = ah + av 


Ejemplo 

7 4-3 = 3 + 7 
3-5 = 5*3 

(2 + 4) + 7 = 2 + (4 + 7) 
(3 -7) -5 = 3 - (7 - 5 3 

2* (3 + 5) = 2*3 + 2*5 
(3 + 5 ) ■ 2 = 2*3 + 2*5 


Description 


Cuundn se suman dos numeros. mi importa el orden. 

Cuando sc multi pi lean dos numeros no importa 
et ordeiL 


Cuaudo sc vu man tfes nibneros, no importa 
cuiitcs dos s L - suman primers >. 

Cuando mukiplicamos ires numeros no importa 
cudlcs dos <c ftiultipliran pnmcro H 

Cuando sc multi plica un nlimero por una suma 
de dos numeros se obtienc el mismo result ado a! 
mukiplicur el numcro por eada urns de Eos 
term i nos y In ego suuuir los res all ados 


La propiedad diuribuliva es muy 
importune perque de.scribe la mantra 
en que inicractuan In ad i cion y lu 
multiplicadftn. 


La propi edad distributive se aplica siempre que mukiplicamos un numero por 
una sutna. En la figura 2 sc exp lieu por qud csia propi edad sc aptiea cn cl caso cn 
el cual todos los mime ms son cnicras positives. peru la propi edad cs vaiida para 
cualquier numcro real a, bye. 

2(3 + S) 



4 * * 


4 4*44 

Figura 2 

4 4 4 


* 4 4 4 4 

La prupietfod dislributiva 

2*3 

2 j 5 
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CAPiTUL0 1 Fundament's 


Ejemplo 1 Uso de la propie dad distributive 


a) 



2(* + 3) 


2-jt + ; -3 


J^tribuELv^ 


= 2x + 6 


£jimpiifl,S(Jci<5n 


arm? 


b) 


'ET+fr)(j + y) = (o + *)x + (a + b)y 

= (at + bx) + (ay + by) 


Proplsddrf distrbirt vs 
FYopiedad dietmbuliva 


= tit + hr + ay + fry PtopictJatf asaclettva dc ,i sums 

Bn el ultimo paso qui tamos los pai^niesis ponque h de acuerdo eon la 
propiedad associativa, no imports el orden de la suma. ■ 


JSJ M° suponga que a es un 
ndmciti negative. Si —a cs- negative o 
positiva depend? del valor de u. Pot 
ejemplo,, si jj = 5h entonccs -o = -5. 
un numero negative, pero si a = - 5 * 
entcuces —a = -(—5) = 5 (proptedad 
1), que es un ruituem po^itivo. 


El numero 0 es especial para la adicitin: se le llama elemenlo identico porque 
a + 0 = a para cualquier numero real a. Todo numero real a liene un negativo. 
que cumple a + (“d) = 0, La sustraccicm es la operaeidn inversa a la adicidn; para 
restar un numero de otro simplemente surnames el negative de ese numero. Per 
definition 

a — b = a + {— fr) 

Para combi nar los mimeros reales que contienen negativos, utilizamos las pro- 
piedades siguientes. 


Propjedades de los negativos 


Pro pied ad 

t* ( — l )(J “ " ei 

2. -f-fl) - a 

3. (-fl)fr = a(~b) = -(ah) 

4. (— «)(— b) - ah 

5 . — (0 + fr) — -a — b 

6. —{a — fr) = b — a 


Ejem plo 

{-1)5 = -5 
-(-5) -5 

(-5)7 = 5(-7) = -(5-7) 
(-4)(-3) = 4-3 
-{3 + 5) = -3 - 5 
-(5 - 8) = 8 - 5 


La prcjpiedad 6 establece el heebo intuitive de que a — b es el negative de fr - a. 
La propiedud 5 sc u$a a menudo con mis de dos t^rminos: 

— (<j + fr + o) ~ —a — b “ c 

Ejemplo 2 Uso do las propiedades de los negativos 

Sean x, y y z numeros reales, 

a) — (jc + 2) = —x — 2 Prop\6dad 5t -(.s + b) = .-j b 

b) — (jt + y - z) = -x - y - (-*} froptedadb: -(# + ft) = b 

— _ j “ y + i frcpictJad Z J . —(—a) = £ ■ 


Material protegldo por cferechos de autor 





SECClOiN 1.1 N u meres real&s 


5 


El numerm ] cs especial para la multiplication; sc Ic llama cUmtnlu idenlico 
porque a * 1 _ a para cuaiquier numero real a, Todo numero real diferente de eero a 
tiene yn inverse I /a. que cumple a ■ (1/a) — 1. La division es la operacidn inversa 
die la multiplicacidn; para dividir un numero multi pi icamos por el inverse de ese 
numero. Si b #0, entonces, por definicidn, 

t I 

a t p = a<- 

b 

Eseribimos a ■ ( I jh) simplemente como ujb. Nos referimos a ajb como el cociente de 
a y b y o bien, como la fraction a entne fe; a es el numcrador y b es el denomtnador 
(o divisor). Para combiner los mimeros reales usando la operation de division usa- 
itlos las propiedades siguientes. 


Propiedades de las fraeciortes 


Propiedacf 


Ejemplo 


Description 



c 

d 


ac 

bd 


2 5 _ 2*5 10 Cuando se nraftiplkan fracdones, se rnultipli- 

3 7 3-7 21 can los numeradores y los denominadores, 


^ a f ad 

2 . 4 - — 

b d b c 

a b i q + b 

3. - + - = 

C c c 


2 ^ 5 _ 2 7 II 

3 ' 7 3*51 5 

2 7 _ 2 + 7 _ 9 

3 + 5 “ 5 “ 5 


Cuando sc tlii in len frai-cioncs, sc invierte cl 
divisor y sc mulEipHca. 

Cuando se suman f race tones con e! mis mo 
denomiiuulnr se suman los iuu tier adores. 



ad + be 
fa! 


2 3 _ 2-7 + 3 * 5 29 

5 ’ 7 " 35 ~~ 35 


Cuando sc sumnn Iratrinnrs con deno- 
minadorcs diferentcs, se buses un denomi- 
nador comiin, Luego se suman todos los 
numeradores. 


5 . 


at _ a 
be b 


2-5 2 

3*5 " 3 


Sc an ii Ian los numeros que soil fad ores co- 
in unes en el nuinerador v en cl denomioudur. 


6 . 



, ententes ad - be 
d 


■“ = - , por lo que 2-9 -3-6 


Multi pi icaei on c ruzadn . 


Por lo regular, cuando se suman fracciones con denoinin adores diferentes, no se 
usa la pmpiedad 4. En lugar de eso se vuelven a escribir las fracctones de mudo que 
lengan et denominador comun mils pequeno posible (con frecuencia mis pequeno 
que el prod ue to dc los denomin adores), y luego se aptica la propiedad 3. Este de- 
nomirador es el Minima Comun Denominador (MCD) que se explica en et ejemplo 
siguiente. 


Ejemplo 3 Usa del MCD en la sum a da fracciones 


E value: 



7 

120 


Solution Al faetorizar cada denominador en sus factores primos se tiene 

36-2 1 *3 i y J 20 = 2 J - 3 ■ 5 

Encontramos el Minimo Comiin Denominador (MCD) efectuando el producto de to- 
dos los factores que hay en eslas factor! zaeiones y se usa la poteneia mis aJta de cada 
factor. 


Material \: 
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= 360. Entonces, 


Por consiguiente, el MCD es 2 3 ■ 3 2 - 5 

5 . 7 5 >10 7»3 

36 + 120 36 HO + 120-3 

50_ 21 71 

“ 360 4 360 “ 360 


lj£o del dff norni nador coni U n 


Fbopi edad 3: sumar f raccicnes con d 
inferno dewifllfiarfer ■ 


La recta num erica 

Los numeros reales se pueden represents mediante puntos &obre una recta, como 
se muestra en La figura 3. La direccidn positive, hacia la deredia, se serial a por me- 
dio de una ftecha. Eseogemos. un punto de referenda O arbiurario, al que llamamos 
Driven, d cud corresponde d ntimero real 0. Dada una uni dad convemente de 
mediddn, cada numero positive .v sc represents por un punto en la recta a una dis- 
tancia de x unidades a la derecha del euigen, y cada numero negative — j se represents 
mediante un punto a x unidades a la izqnierda del origen, El numero asodado con 
el punto P se llama coordenada de P y la recta recibe el nombre de eje coordenado 
o de recta de Ins numeros resits o sinplcmente recta real Con frecucneia iden- 
tificamos el punto con su coordenada y pensamos que un numero es el inicio de la 
recta numerics.. 


—4,9 -4,7 -3,1725 “ie k 4 i v ; 3 4.2 4.4 4.9999 

w 4-2.63 — v '2 i sj2 4 V5 nr W i 

ill i I ill I ii h i ii i I i i I i I i M ill H » 

—5 \ -4 -3 —2 -1 0 *1 2 3 4 / \ 5 

-4.83 0.3 4.3 4,5 

Figura 3 Recta de Ins ntfuieros reales 

Los ndmeros reaies estan ordenados, Decimos que a es menor que 6 y escribi- 
mos a < h si b - es un numero positive. Desde el punto de vista geomctricc, csto 
quiere decir que a queda a la izquierda de b en la recta numerica. Es to misnio que 
decir que b es mayur que a y escribir^ > a, El sfmbolo a ^ b {o b ^ a), quiere de- 
eir que a < h o a — b y se lee como “ a es tnenor que o igual a b + \ Por ejemplo, las 
siguientes son desagualdades verdaderas (vdase figura 4): 

7 <7.4 <7.5 -? r<-3 < 2 2^2 



0 



i 

3 4 5 6 


7.4 7.5 



Figura 4 


Con juntos e intervalos 

Un coi^junto es una coleccion de objetos, y estos objetos se denominan e lemon ios. 
del conjunto. Si S es un conjunto, la notacidn a E S stgnifica que & es un elemenlo 
que pertenece a S,yb&S quiere decir que b no es un etemento de S. Por ejemplo, si 
Z represents el conjunto de los enieros, entcmces ,— 3 E Z pero tt ^ Z. 

Algunos de los conjuntos se pueden describir acomodando sus dementos dentro 
de corchetes. Por ejemplo, un conjunto A que consists en todos los enteros positives 
menores que 7 se express como 

A - {1,2,3, 4,5,6} 


sr echo 




SE CCl 0 N i . 1 NO meros rea les 


? 



Tambidn podriamus escribir A en la nolaeion de conjunios:: 

A = { x x es un entero y 0 < x < l } 

que se lee “A es ei conjunlo de lodas las x tales que je vs un cntero y 0 < x < 7. 1 * 

Si S y T son conjunios, entonces la unten 5 U T es d conjurtto que conm de to- 
dos los elemental quo es tdn e n S o en 7" o en am bos. La interseedijn de S y de T es 
d conjunlo S n J que con sis te en todos los elementos que esian tanto en S coma en 
T. En otras puiabras, S fl Tes hi parte que es cornu n a S y a T. El conjunlo vacio, de- 
noiado por0es el conjunEo que no contiene elementos. 

Ejemplo 4 Union e interseccidn de conjuntos 

Si S — 1 1* 2 f 3„ 4 + 5}, 7“ — {4 T 5 t 6 r 7}, y V = (6* 7, H} t determine los conjuntos 

s u r.snrysn v. 

Solution 

S U 7 = { 1 , 2, 3, 4 P 5, 6, 7} Todw los stsmswtos que p&tin en 5 o en T 
5 fl T - {4 t 5} Elemento* odmunes (onto & 5 como a T 

5 ny =0 S y y rd ttgngri c\em<tHtoz en comdn ■ 


► 

d fr 

Figura 5 

litfervaio abierto(a, fr) 


Ciertos conjunios de mntieros reales h Uamados inlurvulns. sc prescnlun eon mu- 
eha frecuencia en c! utfteuEo y corncspundcn gcomclricamcnie a segmentos linea- 
Ic.s. Si fl < h , entooces el Lntervalo abierto deade a hasia b con sty dc todos los 
mimenos entre a y by se dcnoLa con (a, fr). EE itUecvaJu currudo destie a hasty b 
comprende los extremes y sc deoota con [a* fr]. Usando la. notation de conjuntos, 
podemos escribir 


b) — {jr | a < x < b) [a t fr] = {■* | d — — fr} 


a b 

Flgura 6 

Iniervtilo cctrado [a, b ) 


El simhoSo nc (‘"inlinito”) n*^ es un 
numcro. La ncMacidn (u.oo), por ejcni' 
plo. indiea simptemtnte queei jntervalo 
no licne punto final a la dcrectia. si.no 
que se prukangy hacia el rnfinilo en la 
djrocciOn positive. 


Observe que el parentesis ( j en la notacidn de los intervalos y los drculos abiertos 
en la grahea de la ligura 5 indicanque los extremos estdn excluidos del intervalo. Por 
otro lado. los eorchetes [ y los drculos llenos de la figura 6 indican que los extre- 
mos estdn tncluidos. Los mlervalos pueden induir sdlo un punto extreme, o se po- 
drian prolongar hasta el intinito en una direction o en ambas direcciones. En la 
siguiente tabla se ilustran los tipos posibles de intervalos. 


Nofacion 

Descripcide del conjunto 

GrSfica 


(jr | fl < x < fr) 




a h 

[a,b\ 

{jr (I S J < <f] 




a h 

[a, b ) 

{jf a ^ x < b\ 




a h 

ffl.fr] 

{ j | a < x s b) 




a b 

(fl, oo ) 

{* l fl < 

a 

[fl, ») 

{x 1 a ^ j} 




a 

(-0C, b) 

jx ! x < b] 

h 

(-GO,fr] 

{x\x^ b] 

b 

(-00, oo) 

Ot {conjunlo dc lodos Los 



rtdmeros mles) 



Material protegido por derechos de 


8 


CAPiTULO 1 Fundamentcs 


Mo hay numem mas 
pequeria o mas grande 
enun intervale abierto 

Cualquier intervalo contiene ana 
cantidad infinite de numcrai — i cn- 
c£a panto en Sa graftca tie tin in- 
tcrvalo comcspondc a an niimero 
real — . En e] intervalo cerrado [0, 
1 1, cl numcm mas peqneno cs 0 y 
eJ mas grande es L pero cl inter- 
v;ili i ubierto (0. 3 ) no conlitne un 
rnJmero que sea el nij.s pequenn o 
cl mis grande. Piiru enlcnderia, 
ohscrvc que 0.0 1 esla eerca dc ce- 
ro. pero 0.001 esid niis cerca. y 
0.(1001 e.sld lodavia ma> cerca, 
y iisi succsiVaiQcnEc. Dc cstf ma- 
tin. siempre pfhJcmos encontrar 
un niimero en el intenaUi {t>, b 
mds ceruano a ccro que cualquicr 
Rumens dado. Pucslo que 0 cn si 
no esiii en cl intervalo, el interva- 
le no conticne un niimero que sea 
el mas pequefto- Con el mi saw ra- 
iDtiamienta, 0.99 cstd cercam v a 1, 
pero 0.999 cstii mas eenza, 0.9999 
cs aim aids cercatio, y asa sucesi- 
vamente. Como el I no esta en el 
intervalo. cslc no conticne un nii- 
mefCt que sea el mas grande. 



0 D.HIII 


(i cm 


Ejemplo 5 Graficacion de intervalos 

Exprese cada intervalo en t&minos de tksigualdades, y laego graffquelos. 


a) [-1*2) ■ {* j — 1 ^ x < 2} - 1 ' o ► 

1 “10 2 

b) [1J ( 4 ] = {jc j 1.5 £ X a 4} — ■ 

0 1.5 4 

c) (-3, an) = {.r j “3 < x) g ■ » ■ 

“3 0 


Ejemplo 6 Oelermtnar la unido y la intereeccidn tie intervales 

Grafique cada conjunto 

a) (1.3) n [2,7] b) (1,3) U [2.7] 


Sol tic ion 

a) La interseecidn de dos intervalos cons iste en los numeros que e$t£n en am bos 
intervales. Per lo tanto, 

(1,3) n [2,7] = {je| 1 < jt< 3 y 2 x ^ 7} 

= {x\2 £ j<3} - [2.3) 

Este conjunto se i lustra en Ea tiguru 7. 

b) La union de dos intervalos son los numeros que estan en un intervalo o en el 
otro o en ambos. For lo lanto, 

(1,3) U [2.7] = {x\ 1 < * < 3 o 2 ^jc < 7} 

= [x\l <x^l} = (1,7] 

Este conjunto se ilustra en la figura 8. 


(1. 3| 


(L, 3) 


0 \ 3 


0 1 3 


[2.7| 


[2.7] 


0 2 7 


0 2 7 


[2.3) 


(1,7] 


0 2 3 


0 1 7 


Figura 7 


Figura 8 


(1.3) fl [2,7] = [2.3) 


(1,3) U [2.7] = (1,7] 

■ 


,1-31-3 I3I-S 
r— -*+•— -H 

+ H — 4- — I— — I I t 1 1“ 

“3 0 5 

Flgura 9 


Valor absolute y distancia 

El valor absolute de un mimero a, denotado por ! a | . es la distancia desde a hasta 0 
sobre 3 a recta de los numeros reales (vdase la ftgura 9). La disiancla es siempre po- 
sitiva o cero, de inodo que lenemos | cj j > 0 para cada nuniero a. Tenga en cuenta 
que -« es posit iva euando u es negativa. y entonces tenemos 3a dehnici^r siguiente. 
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Definition de valor absolute 


Si a es un numero real, ententes e] valor absolute de a es 


a 



Si 

si a < 0 


Ejemplo 7 Determination de los valor es absolutes de numeros 

a) |31 =3 

b) 1 -3 1 - ”(” 3 ) = 3 

c) j 0 | = 0 

d) 1 3 — -?r | = -{3 - tt) - w - 3 (puesto que3<ir^3-ir<0) ■ 

Cuando se trabaja con numeros absolutes, usamos las prnpie-dades siguientes. 


Propiedades del valor absolute 


Prop fed ad 

1. ] a | se D 

2 I o I = |-fl| 

3. | ab | - |d 1 1 b j 


Ejemplo 

| -3 | = 3 > 0 

I 5 I = \~5\ 

|~2-5 = | -2 1 [5| 


4. 



12 _| 12 | 

-3 [ -3 1 


Descripcidn 

HI valor absolute de un 
niimero e\ siempre 
positive o eero. 

Lip numero y $u 
negative lienee cl misiufi 
valor absolute, 

El valor absolute de un 
produete usd produete 
de Ids vj lores absolutes, 

El valor absolute de un 
coder te es el eociente 
de 3os vaJores absolutes. 


H 13 H 

— i—»—i — I 1 I 1 I 1 1 I 1 1 I N 

—2 o n 

Fig ura ID 


iCu^l es la distand a en la recta numdica entre los mSinerds -2 y 1 1? En la figura 
10 T vemo& que la distant ia es 13, Uegamos a este resultado luego de determinar 
| 1 1 — (—2) [ = 13, o bien, | (-2) - IE | - 13, De acuerdo con esta observaeidn 
damus la dcllnici6n siguiente (vdasc la figura 1 1), 


Distancia entre puntos de la recta de las numeros reales 


— • 

a b Si o y h son mintems reales, entonces la distuned entre !os puntos u y b en la 

„ _ recta num^rica es 

Figure 11 

Longitud de un segmenio d{a. £) = | b — it \ 

de recta = | b - a \ 
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CAPfTULQ 1 Fundarrtentos 


De acuerdo con la propiedad 6 sc inhere que \b - a \ = : a - b |, Esto confir- 
ms que, como es de espemrse, la distancia de a a b es !a misma que la distand a de 
b a a. 


b- ia 

— f l-t + ■— I — I — I — i — | — I — * — 1—4 

-S 0 2 

Figura 12 


Ejernplo 8 Distancia antra punt os da la recta numerica 

La distaneiu entre los nu meres —8 y 2 es 

d(a,b) = | -8 - 2\ = | - 30 | = 10 

Podemos comprobar gecunelricamente este ciiculo, como se ilustra en la 

figura 1 2 , ■ 


t.i 


Ejeraicios 






I- 2 ■ Lisle los ckmentos del eonjurtfodado que koo 
ll) numcras n id unties 

b) rn terns 

c) n urn eras raeionules 

d) numeros jrracicmajes 

1, {U. - 10, 50, f. <1.538, V7, 1.23, - i $2} 

2. { 1 .001 , 0.333. . . , -ir, - M . II . fi VTfi, 3.14, f } 

3-10 * Esiabkzca la propiedad de Ins ntimeros neaLes que se 
esti usaudo, 

3, 7 + 10 — 10 + 7 

4. 2(3 + 5) = (3 + 5)2 

5* (x + 2y) + 3? = x + (2v + 3:) 

6, 1{A + li) = 2A + 2 B 

7. (5jt + 1)3 = l$x + 3 

8. (jf + £l)(.r -I- b) = (x + il)j + (j + u)fr 

9, 2j( 3 + y) = (3 + y]2x 

10. 7(4 + b + c) = l{a + b) + 7 c 

I I- 14 ■ Eseriba de nuevo La expresnSn ap bean do la propiedad 
dada de Los numeros reales 

11. Propiedad eonmutativa de la adicidn, x + 3 = 

12. Propiedad asocial iva de la mutliplicaeidn, 7(3x) - 

13. Propiedad distributiva, 4(4 + H) = ■ 

14. Propiedad distributiva, 5x + 5y = 

15-20 ■ Aplique las propiedudes de Los numeros reales paraes- 
cribirltts expresiones m parentesis. 

15* 3(jf + y) 16* («rr - *)8 

17. 4{2m) 18. j( — 6y ) 

19. ~|(2x - 4y) 20. (3*a ){& + c - 2d) 


21-26 ■ Efecttie las operae rones indieadas. 


2L a) + ps 
22. a) ]- ] 

23- a) j(« - |) 

24. a) (3 + 9(1 - j) 


bJ i + I 
l>) 1 + * - i 
b) 0.25(jj + 5) 

h > 6 - 98 + 9 


25. a) T - ^ 

3 1 

2 - a 

20- a) | _ | 


b) 


b) 


Id 


T 

JS 


27-20 * Escriba el sfmbolo ccxrecto (<, > o =) en el espacio. 
27. a) 3 } b) -\ c) 3.5 \ 

2S. a) X 0.67 b> \ -0.67 c) f 0.67 1 j j -0.67 j 


29-32 ■ Diga de cada dcsigualdadi si cs verdadeni o falsa. 

29. □) —6 < -10 h> V5 > 1.41 


_ , 10 12 

^ ** |] < 13 

31. a) -it > -3 
32* a) LI > 1.1 


b) ~< -1 

2 

b) 8 ^ 9 
b) 8 s 8 


33-34 ■ Esc riba cada emineiado en terminos de desigualdades. 

33* a) x cs positive 
hj t es menor que 4 

c) a es mayor guc o iguat a w 

d) x es inenor gue \ y es mayor que -5 

e) La distancia desde p hasta 3 es euaitdo mueho 5 
34. a) y cs uegativa 

h) z es mayor que I 

c) b es cuanto m^s s 
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SECCtdN 1.1 N u me ros reales 


n 


d i w es pusitiva y es menur o igual a 17 
e) v es-td. por \o menos a 2 unidades desde it 


35-38 ■ Qntuemrc el eonjunto indicado si 

^ = {i,2,3 t 4,S P 6,7J if = {2.4,6,81 


C = {7, 8,9, 10] 


35. it) A U B 

36. a) B U C 

37. »)4UC 

38. A) A UBU C 


b ) AC\ B 

b) a n c 

1 i) ADC 
b) Adflnf 


39^40 ■ Encuentre el conjunto tndicado si 

A ={*(*£ -2} B = { jr | je < 4} 

C = {*M <Jt ^ 5} 

39. h) B U C fa) B n C 

4i>, r) a n c bM n a 


41-46 ■ Exprtsc el intervale tn forma dc dcsigualdad. y lucgo 
gratique el intervals. 


41. (-3,0) 
43. [2.8) 
4$, [2, do) 


42. (2,8] 

44. [-6,-i] 

46. (— dg, 1) 


47-52 ■ Exprcse la dcsigualdad eon notacion dc intcrvalo, y 

despu£$ gralique el intervalo correspondien te. 

47. a £ l 4SL I £ * £ 2 

49. -2<Jf£l 50, ,t 2r -5 

51. x> — 1 52, — 5 < j < 2 

53-54 ■ Expresc eada con] unto mediante la notaeidn de los 

intervaios. 


53. a) 

b) 

54. a) 
h) 


-3 


0 


-3 


0 


-0 ► 


0 


-2 


0 


55—60 ■ Critique: el conj unto. 

55, (-2,0) U (-1,1) 56. (-2,0) H (-1. 1) 

57. [-4,6] fl [0,8) 58. [-4,6) U [0.8) 

50, (-oo, -4) U (4. oo) 60. (—00,6] H (2, 10) 

61-66 ■ Evaluc cada una de las exprcsiones. 


61. a ) | 100 1 

62, b) | V5 - 5 | 


b) 

b) 


-731 

10 - w 


63* a) 

64. a) 

65, a| 


Il-6|-i-4|| w— 

1 2 - | -12 i| b) -1 - | I - | -1 1| 

I(-2)*6| *» |(-J)(-IS)| 


66. a) 



b) 


7-12 

12-7 


67-70 * Determine ladistancia entre Sos mimeros dados, 

67* — h — -* 1 — — n 1 1 * — ► 

-3 -2 “3 0 1 2 3 

68. — i — * — ■ ! 1 1-*— 1 — ► 

-3 -2-1 0 12 3 

69. a) 2 y 17 
b) -3y 23 

0 " >' “ h 

70. a) ii y “ T\ 

b) -38 y -57 

c) -2.6 y “1.8 


71-72 ■ Exprcsc eada uno dc los dec tmalcs periodic-os en 
forma de fraeddn. (V6ase la nota al margen de la p£gina 2.) 

71. a) 0,7 b) 0.28 c) 0 57 

72. a) 5.23 b) 1.37 c) 2,135 

Aplicaciones 

73. Superficie da un jardin El terrene trasero donde Mary 
siembre verdures mide 20 por 30 pics, por lo que esa inea es 
20 X 30 ■ 600 pies, euadrados. Decide agrandarlo, como se 
muestra en la figure, de modo q uc cl area se incrcmenta a 

A = 20(30 -+ .t). ^Cudl propiedad de los, ntimeros reales, 
dice que la nueva area se puede expresar tambien como 
A = 600 + 20*7 


30 pies x 



74. Variation de la temperature La gr&lka de barms mues- 
tra bs temperaturas di arias altas de Omak, Washington, y 
Genesco. Nueva York, durante una tierta semana de junio. 
Sea T 0 la temperatura de Gmak y T Q la temperature de 
Geneseo. Caleuk To - T c y \ T a - T Cl 1 para tatla uno de 
los dfas inostredns, ^Cu^l de losdos valorem da mis mfor- 
madon? 


Material proteende por derochos do 
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75. Emrio por correo de un paquete La olittna de correcw 
solo aceptara paqueles para I os cualcs cl largo mas lo quc 
mida alrcdedor no sea mayor que 1 08 pulg. Por eocsiguiente. 
para e! paqueie de la figura, dcbemos tenet 

L + 2(jt + y) £ 108 

a ) :,La oficina de correos aceptara un paqueie que mide 6 
pulg de ancho, 8 pulg de alto y 5 pies de largo? un 
paquctc quc mide 2 pur 2 pur 4 pies? 

I>) ^tual es el mayor largo aceplable para un paquete que 
dene ba.se cuadnida y mide 9 por 9 pulg? 


rationales, ;E1 producio de dos ntfmeros iiracLonales es 
necesariamenie Irrational? ^Que sucede eon la suma? 

78. Combination de numeros rationales con numeros. 
ir ration a Its r ',Es ' + V*2 rational o irrational? Es ^ ■ V2 
rational o irrational? En general, iquf puede decir con 
nespecto a la suma de un numero rational y un nunieto 
irrational? del produelo? 

?V. Comportamiento limit ante de loa reciproeos Coni' 
plete las tablas. suceete eon el tamaflo de la fraction 
1 fx cuando .v sc incrcmenla? i Y cuando disminuye? 


X 

1 lx 

! 

2 

10 

100 

1000 



X 

]/x 

1.0 

0,5 

01 

0.01 
0.00 1 




5 pies ■ 6C pulg. 


6 pulg. 
s puig; 



X 


NO, Numeros irracionties y geometna Re Ilf rase a la figura 
siguientt y explique cdmo ubicar el punlo V2 sobre una 
recta riumfrica. ^Pucck Eocalitar V5 mcdiante un metodo 
similar? iY VVV? Mencione otros niimeros [(rationales que 
se pueden ubicar mediante esle modo. 


Oescubrinriiento - Anatisis 

76, Sitjnos cie nuttiBros Sean n, b y c numeros males (ales 
que a > fl, b < 0 y c < 0. Determine el signo de cada 
expcesidn. 

a) —a b) —b c) be 

d) a — b e) e - a f) a *■ be 

gl ab + ac h) -frfre I) ab~ 

77. Sumas y productos de numeros rationales e 

i rationales Expliquc por quc la suma. la difcnencia y cl 
producto de dos juimeros rationales son numeros 



81. Ope ratio nes commutative y mo conmutativa 

Memos visto quo tanlo la suma cornu la multiplication son 
opentciones conmutativas, 

(a | j'.Es conmutativa la substruction? 

(b) ^Es conmutativa la division de mimeros reales no cero? 


Exponentes y radicates 


En esta section damos el significado de express ones eomo a mln en las cuales el 
expotieiue mjn cs un uiimero radonal. Para hacerlo* necesi tamos recordar algunos 
hechos gon nespecto a los exponentes, radioales y raioes H-esimas de enleros. 


Exponents enleros 

Por lo regular, un producto do numeros idendcos se expresa mediante la notacidn 
exponencial. Pot ejemplo* 5 • 5 ^5 se escribe come 5 \ En general, tenemos la defi- 
uicidti siguientt. 


il pre 


dpr 


7S r 


- Eii! 


tar 
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Notacion exponential 


Si a es up numero real cualqukra y n cs un entero positive), emonccs la poten- 
da ii-i'sima de a es 

a " = a * a * ■* .? • * a 

FT faclm* 

Cl numero u se denomina base y n cs cl exponent c. 


p- ^ 

Observe la distinction enirc 
(-3)* y -3 4 . En (-3)’ 1 cl csponcnlc sc 
aplica a -3, peso en - 3 J el exponent* 
sc apltca sdloa 3. 


Ejemplo 1 Notacion exponential 

a ) ( l ) 5 - ( IXiKDG ) G ) = h 

b) (-3)* = (-3).(-3).(-3).(-3) = 81 

c) —3* = —(3*3 -3- 3) = —81 • 

Podemos establecer van as reglas Otiles para trabajar con la notation exponen- 
tial Para descubrir la regia de la multiplicaddn, multi pi iq nemos 5* por 5 2 : 

5 4 '5 2 ^(5*5*5-5X5*5) = 5'5-5*5’5*5 “5 6 = 5 J+1 

4 fLJL'Curo 2 fiiclunrh. 6 fflCtHES 


A1 paiecer, al muttipiicar dos potencies de fa misma base, sumamos fas exponentes. 
En general. para cualquier mJmero real a y los enteros positives m y n, lenemos 

ePeC = {a - a - - ■ ■ - o)(o * a * * * ■ * a) — a'G'a*- ■ ■ - a — cr ,tt+N 

1,1 — 1 "■- i — — 1 1 -“‘ r - ,ta ■ ~ * ^ — - *" 

nr f^CKUcS ft faclure-s m + n faftOrts 

Por consign tente a "V = aF'*. 

Nos gustarfa que esta regia fuera vdlLda incluso cuando m y n scan 0 o enteros 
negatives. Porejemplo. 

2® r 73 — 2 0+3 = 2 J 


Pero esto sdlo puede suceder si 2° — 1. De igual manera, queremos lener 

5 4 - 5~ 4 - S 44 "! -4 ) = 5 4-4 = g° ^ j 

y esto sera cierto si 5 4 = I /5 4 . Estas observac tones generan La definition siguiente: 


Exponents cero y negatives 


Si a ^ 0 es un numero real y n es un entero positive, entonces 



y 



1 

7 n 


Ejemplo 2 Exponentes cero y negatives 


a) fl)P- 1 

b) jT‘ = ~ = - 

x l x 

C > = 


! 


-8 


1 

8 



Material protsgido por dorochos dc- autor 






CAPSTULO 1 Funds menios 


Es escucial gonocer las rgglas siguienies para [rabiijyr con los cxponentes y ba- 
ses, En la tabla siguiente, fas bases a y b son rjiJraeros reales y los exponemes m y 
n son catena* 


Leyes de los exponentes 


Ley Ejemplo Description 


1. a*V = ^ n+n 



3, (<f*) n = u™ 

4 , (tiby = a'b ' 1 




Para multiplies! dos potcncias dd mismo ntimero, sume los 
expo nentes, 

Para divi dir dos potencies del mismo mlmero, reste los exponentes. 

Paia elevar una potenda a ana nueva potent ia, multi pi ique los 
exponenies. 

Para elevar un producto ll um a pntencia, sieve eat ia factor a la 
potenda. 

Para elevar liit codenie a una potencia. eleve tanto el tiumcrador y 
denominador a la potencia. 


■ Demostraci6n de la lay 3 Si m y n son enteros positives, tenemos 

(a"’)'* — (ii - a * - - ■ * a) n 

m failures 

= (a * o * ■ * ■ - a)(a * a * ■ ■ ■ ■ o) ■ ■ ■ (u * a * ■ ■ ■ * ct) 

w foctom «r factories m ficwnss 

1 v ** 

n grypos Lk' fatfORS 

= a * a ■ ■ * * * a = cF n 

«w f adorn 

Los casos para los cuales m^Oort^Ose pueden demostrar usando ia definition 
de los exponentes negatives, ■ 

• Demostraddn de la lay 4 .Si n es un ertero positive, tenemos 

(ab)” = (fj/?)(a&) ■ 1 ■ (ab) — {a ■ a - ■ ■ * * a) *{b ■ b * ■ ■ ■ * 6) — a^h" 

i # T = ‘ - ■ I* " * 

n factories n faclorcs n twoarca 

En este caso hemes aplicado los propiedades conm atari va y asodativa de rnanera 
repedda. Si n ^ 0 la ley 4 se puede demostrar usando la definicidn de los expo- 
nentes negatives. ■ 

En el ejerckio SS se le pide demostrar las ieyes 2 y 5. 


Ejemplo 3 Aplicacion 

de las Ieyes de los exponentes 

a) jV = * 4+7 = j 11 

Lsyl: AV= * m+ * 

w >-y 7 = - r 3 - 

Lay 1; sTsT = a”" n 

c) % = r 9 - s = <‘ 

Lay l-. sria ~ eT~ w 


Material protsgfdo par darechos de autor 
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d) {b*f = b+* = b*° 
c) (Sx) 3, * 3V = 2?x J 



Ley 3t ( 3y =■ a™ 

l^* fay - 

Ley 5: (ii/b)" = ^ H /i^ ■ 


Ejemplo 4 Simplifjcacion de express ones con exponentes 


Simplifi-qiie: 

a) b) (;)’(*“)* 



Solution 


a) (2flV)(3fl&y - (2flV }[3V(fc 4 ) 3 ] 

ley A", fay = zfif 

- (2«V)(27nty a ) 

Ley 3: fay^» mn 

= (2)(27)o 3 aW ! 

A^njpackfri tii con la misma base 

= 54a% 14 

L«yl! sTs" ° 

» Wffl-S'? 

ley by 4 

_ x 3 y V 

i ^ 

Lery 3 

y 2 



rupa cion de fac tores con la misma basi 

? S 

x y 



Ley 1 y 2 m 


A1 simplificar una exprcsidn, encontrar& cjue llega al mismo rc&ultado mcdimtc 
diferentes tn&odos. Si£ntase litre de usar cualquiera de las reglas de los exponents 
para poner en practica su propio me todo. En seguida presentamos oiras dos It yes que 
son utiles para simplidcar cxpresiones con exponentes negatives. 


Leyes de los experiences 


Ley 


Ejemplo 


D esc ripe ion 



( ^ \ 1 _ / * V 'devar una frUCddn a unp pmentip negative invitfita la true cion 

{ 4 j \ ,3 / y tumble el signo del exponent. 


7. 





Para pasar un numero elevado a una poienda desdc el numerador 
a I denominador n desde el denominador i\] n unit radon cambie e! 
signo dd exponente. 


■ Demostracion de la ley 7 Si usauios la deftnicidn de kis exportentes nega- 
tives y luego aplicainos la propiedad 2 de las fraccioncs (p% 5), lenemes 

a~ H = = ]_ b* = IT 

b~ M \/b m a n * 1 a" 1 

Se le pedird que denmestre la ley 6 en el ejenetcio B8- 


aterial pi oleqido por clerechos de autor 
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CAPITULQ 1 Fundamentos 


Matfimaticas an el 
mundo moderno 

Si bien ll me undo no nos, percata- 
mos de m preseiteia, la man.' milieu 
impregma casi todot lew aspects 
de la vida del imindo moderno. 
Con la ieenicu modems, las mate 
maticas desem penan un papcl mij 
importance cn nucstra vida. Quizl 
hoy usted desperto cor la alarm a 
dc un relo) digital, habld por [ek : - 
fonn que usa transmisidn digital, 
envio un mcn.saic por cojtco elec- 
tron Leo a [raves de Internet, guid an 
automtivi! que cuenta con myec- 
eitin de combustible controlada en 
forma digital, eseuehrt musics pur 
medio de un reporoductnr de dis- 
cos compactos. In ego durmid en 
una habitation cuya temperatura 
L : hi li eonlrolada puf nn teriimsia- 
|o digital. Kn cada una de estas 
aclividad.es, las maternal icas son 
imprest: indibles, Kn general, una 
propiedad como la intentidad □ la 
Frecuenda del sonidb, el nivel de 
oxfgeno en la emisidn del escape 
del aulomdvil, los eolorev de una 
iimgen, o b temperatura en la 
recimani cs transformadn en snee- 
siones de numeros mediante com- 
pile ados algoritmos malematieos. 
Esters dalos numcricos, Los cuales 
casi aicinpte cunshicn en varios 
inillones de hits (los digiios (i y I l 
sc transmit? n y lueao sc re Inter 
prolan, Trabajar con esas c norm is 
canlkludcs de dates no era pnsi- 
hle antes dc la imencidn de las 
computadoms, y los maternities 
fucrtxi los que tnvenlaron los pro- 
cesos tdgioos de evtas. m^quiim 
U contribuc^n de las mate- 
matjcas en el mundo mode mo no 
se limits a Los adelaatiss ttlcnieos. 
Los procesos loeicos dc Jus ma- 
leintiLivas sc uliliian ahont para 
analizar problem as complcjos cn 
I u s cicncius sociulfc, polftieas > 
biol<5gicas dc man era nueva y sor- 
prendeme. Los avances cti Ik me- 
tetnMcas contintiaa, algunos dc 
los mis enwx-jonanies surgieron en 
la decada recien hna'i/ada, 

En otras dc las sftceioncs dc las 
Malemdticas en el mundo mode mo 
sc describe ton mas dclaEJc edmo 
esta dentin afecta a todas rosOLros 
cn nucsims aciividades dc la vida 
cotidiuna, 


Ejemplo $ Simplification de expresiones con exponentes 
negatives 


Eli mine los exponentes negativos y simplihque las ex pres lone s. 



Solution 

(a) Usamos la ley 7, la cual pemiite pasar tin niimero elevado a una potencia del 
mimerador at denomination o vice versa, cambiando el signo del exponenie, 


$ -• sc subc fll rumetaaor 
y sc vucKc s 2 . 


6.v 

2““ 7 


t 4 se baja al denominator 

y ss v jfllve t\ 


6v 

2?~ 


Lry 7 



Leyl 


bj Usamos la ley 6, que permite cambiar el signo del exponerite de una fraction 
si esta se invierte, 



Notation tientifica 


Ley 6 


Ley«& 5 y 


Los cientificos udlizun la noiucion exponencial para compactar la escritura dc nu- 
menos muy grander o de los muy pequeflos. For ejemplo, la estrella mis cercana mis 
aM del Sol, Alfa Ceniauro, es (ii a easi 40 OCX) (MKJ (MM) IKK) kildmetros. For otro lado t 
la masa de un dtomo d& hidrbgerto es dc cati 0,(XXXXXX)000tXK>00CK)0(X)W g, 
Estos ndmert>s son dii’iciles de Seer y de escribir, de modo que los cienlfficos los 
expresan cast sieiupre en notaci&n cientffica , 


Notation cientifica 


Se dice quo un ndinero positivo x csia escritu en nolatidn cicntrilicu csia 
expresado como sigue: 

jc = a X 10” donde I ± u < 10 y n es nn entero 


For ejemplo, cuando establecemos q tie la di stand a a la estrella Alfa Ceniauro es 
4 x 1G ]1 km, el exponente positivo 13 indica que el punto decimal se debe despla- 
zai 13 lugares a \&derecha: 

4 x IQ 13 = 40 000 000 000 000 


Mover si punto acc maM& luganee a \a dereoha. 


Material proteende por derochos dc 
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Par;s mili/ar la, notacidn cientifica en 
una calculation), prcsiunc la tack | El | o 
bicn [ e» p ■ o : «* | parti ingresur cl 
expom.MiEe. EVr cjeniplo, para escrihir cl 
ndmero 3.629 x LO l? 'cn urn calculation) 
TI-83, e&edbtmns 

3.629 | 2«b] [ee] 15 

y en la panuil la se lee 

3-629i15 


Es cfasto que el arimero 9 tiene dos 
ntfees euadradas, 3 y -3. pero U 
notncion Vv sc rcserva para la rail 
coadnda positin i dc 9 (a woes Iknuida 
wfc i'uatlnidii principal de 9). Si 
queremos la raiz negative, dcbcmos 
eseribir - \% que es. —3. 


Cuaiido decimos que la inasa de un atomo de hidrogeno es 1,66 X 10 :4 g, el expo- 
nente -24 indica que el punto decimal debe pas arse 24 lugares a la izquierda: 


1,66 x 10 24 


- 0,0 


l l l ill 


000000000000000001 66 


Mover d punto d6Clm#l 24 lucres a la isqulerda. 


Ejemplc 6 Escritura da numeroa en notation cientifica 

a) 327900 = 3,279 x 10 s b) 0,000627 = 6,27 x 10" 4 
5 lucres 4 lugares 


La notacidn cientffica se aplica a meiwdo para escribir un mJmero nrtuy grande o 
muy pequeflo en nna calcnMnra, Por ejemplo, si usamos una cakuladora para ek- 
var a.1 cuadradn el numero I III ! 11, se puede ver en la partial I a, dependiendo del 
model o dc cakuladora, la apeoximaetdn 


1.234563 12 


o bien. 


1 .23463 £12 


En este caso, tos dfgiios finales indican la potencia tie 10, e interpretanios que el re 
sultada es 

I .234S6S X 10^ 


Ejemplo 7 Calculos coo ayuda do la notaettin cientifica 

Si a =* 0.00046, b * 1.697 X IQ 12 , y c ™ 2,91 X 10 l8 „ use ima calculation pan 
obtener un valor aproximado del cociente abje. 


Solution PodcrriLis escribir los datos cn notacidn cientifica, o bien, pad cm os 
usar las leyes de los exponents s como sigue: 


ah 

c 


(4,6 x 10~ 4 )( 1.697 X ]Q 22 } 
2.91 X I0 ,R 
(4.6)( 1.697) 


2,91 


X 10 


- 4+22 + 18 


*= 2.7 X 10- 16 


Damos la respuesta correcia hasta con dos cifras significativas porque el me nos 
exacto de los mimeros dados tiene dos cifras significativas. > 


Radlcales 

Ya sabemos lo qtie 2 H signifies siempre que jt es un entem. Para dar el significado de 
una porencia, como 2* cuyo exponente es un numero racional, necesitamos estu- 
diar a los radicates, 

El HimboJo V significa ’4a rafz cuadrada de”. Por lo tanto 


Vo = b signilica b 2 = a y ^0 


Puesloque a = b 1 a (h el simbolo Vo tiene sentido sdlocuando nSO, Por ejemplo, 
V9 — 3 porque 3 1 - 9 y 3^0 


Material proteqido per derechos de 
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CAP1TUL0 1 


Firfidsmentos 


Lai raices cuadradas son cases especiales de las raices rt-£simas, La rafz ft-£si- 
ma de x es el ndmero que cuando &e eleva a to poteneiajnf-esima da*. 


Definition de la raiz /i-esima 


Si ft es un entero positive. entonces la rail ft-esima principal de a se define 
co mo sigue: 

~fta = i b quiere decir = a 
Si ft es pur, de bentos tencr u 0 y h r fi. 


Por consiguiente, 

= 3 porque 3* = 8 1 y 3^0 

- -2 ponque (~2) 3 - -8 

Peru V— 8, SJ' l -8 y 1 v‘‘ '—8 no estSn deH nidus, (Por ejemplo, V— 8 no esti dehnido 
porque e( cuadrado de lodo numeric real es no negative,) 

Observe que 

= VT6 = 4 pern V(-4) 3 = Vl6 = 4 = ] -4 | 

Entooces, la ecuacidn VV = a no siempre se eumpte; es verdadera sdlo cuando 
a =2 0. No obstante, siempre podemos escribir VV — )a \ t lista dlliitui ccuacidn es 
verdadcra no sdio para rafccs euadradas. sino para eualquier raiz par. Esin y otras reglas 
iLsadas al trabajar con raices n-^simas se listari en el siguiente cuadro, Eu coda pru- 
piedad suponemos que existen [as rakes dadas. 


Propiedades de las raices n-esimas 

Propiedad 

Ejemplo 

1. Vab = 'tfaVb 

V / - H + 27 = ^8^/27 = ( — 2)(3) 

Ja V a 

J 16 _ \'""U> _ 2 

V b ~ -yt 

V 81 “ " 3 

3. YTa = 

V \ v 729 = \"729 = 3 

4. ^V' cj 1 ' — a i] n cs itnpiir 

^(-S) 3 = -5. VI s = 2 

5, va" = a | si ft es par 

\y(-3) 4 =|-3| = 3 


Ejemplo 8 


Simplification de expresiones que contien&n 
raices n-esimas 





Sacar come factor S termini? m^& grande aJ cube 
Fro pi f-d^d 1: Vab = \*'i tf 'p 
Frcpirded 4 : Va’' = » 


Material protegido por derechos de autor 
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b) NKs LcV = ^"8 ] Fronted 1: Vabc - 'tfa \"''btf'c 

— 3 1 y | FVcipiedad 5r X/'a 4 ~ s | 

= 3* 2 1 y | Fropledad 5: 'y'.a 4 = | a | , | •/ j = \? ■ 

Con frecuencLa es rmiy util combioar radicates sinulares en una ex predion como 
2 \/3 + 5 V3, Se puede hater usando la propiedad distributiva. Por lo tanto, 

2 V3 + 5V3 = (2 + 5)V 3 = 7V3 

En cl ejcmplo siguicnlc se ilusir-Q mejorcste protest. 


gj Evite comctcr el error siguienter 

\ f ii + b ^ Vtf + Vh 

Pur ejempltx si hacemos a = 9 y 
b - 1 6„ cntonccs vcmas el error: 

V9 + 16 iVl+ VU 
VH 13+4 
5 17 .Fates! 


Ejemplo 9 Combination de radicates 


a) V32 + V20O = yl 6 - 2 + VlOO ■ 2 

= VwV2 + VmVi 
= 4V2 + \0V2 = 14V2 

b) Si b > 0, entonces 

\ / 25b - V'V = V3VS - \ VVb 
= 5Vb - frVb 
= (5 - fr)Vb 


Se saca*i coma factored Ids 
cjJvdrwto mjs granges 

Fneptfiifidft 1: V>F = VtfVb 
Fropiedad distributiva 

Frapi-s^ad 1: Vife = vWE 

FrOpitfitad 5, 0 

Fropisdad distribute* ■ 


Exponerttes rationales 

Para ddinir lo que queremos decir con exponent? rational o H Eo que es io mismo, 
exponents fraccionnrio como a^\, necesitamos usar Eos radicales. Con objelo de dar 
significado id simbolo a y ' n de mancra que sea consisteme con las. Leyes de ios ex- 
ponentes, tendnamos que tener 

(o'S*)* = = a 1 - a 

Ententes, segiin la definiridn de rate n-dsinia. 



En general, dtlinimos I os exponentes rationales como se senate a ccntinuacirin. 


Definition de exponentes rationales 


Para eualquier exponente rational m/n de Ion term inns mas bajos. donde m y 
n son tiueros y n > 0, dtdnimus 

**■ (ifffl)" o en forma equivalente a"' 1 — 1 V / a* 

Si it es par. ententes es necesario que a > 0, 


Con esta definition se puede demostrar que las, Leyes de los exponentes son vd- 
Udas tambiin para las exponent? a rationales. 


3 1 proteoido pci 


aui 
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CAPITULO 1 Functam'&ntos 


[>iu Lanin vivio cn Alejundria por 
cl itrlw 250 antes de nucsiraera, Sc 
cunstdcra quc su obra Arinneticci 
cs d primer I ibro wibre algebra, En 
ell ll proporciqua nklodos para en- 
contrar s&lticioncs enteras dc ecua- 
clones algebraical. A ritmfricu flic 
la obra en La que se esmdio pot mas 
dc mil jflos. Fermat f vease pagina 
652) h(xo algunos de deseu- 
brj mientiiii. mis imponanles cuando 
estudiaba es(e libra, La contri bu- 
ll tdn principal de Diafanto cs et us o 
dc sin bolus para rcprtsenlflr las in- 
edgniias cn un problema, Antique 
estc sitrnholkmo no es tan simple 
como lo u samos en la aclualidad. 
fuc un gran adeltnto pa™ no cs- 
cfibir lodo con palabras. Kn la no- 
i we son dc Diutanto, la ccuacion 

X s - lx 1 + gjf - 5 = 24 
se escribe 

La notation algebraic a modems no 
sc vdlviti comun sino hasla cl siglo 
JCVTL 


Ejemplo 10 Uso de (a definicton de (os exponerttes 
rationales 

a) A m - VA = 2 

b) 8* 3 = (^S) 2 = l 2 = 4 Oira solucttK S ys = 


= 4 


c) (2 5" 1/3 = 


1 


1 


1 


125 1|ft Vl25 5 


d) 


I 








Ejemplo 1 1 Uso de las Leyas de (os exponentes 
con ex pon antes rationales 

a) = ^ 

b) 


A 


Ht_n _m+h 


®— aV * - 2/5 + 7^- 3-/5 _ 

d* 5 


cj (2a 3 i*) 3 ^ = 2 3 V) 3y V) JA 

= 2Vla*V 

4 

-1/3 


Ley 1: jV = * 

Ley 1, Ley Z: ^ * *""* 

Ley A: (afee)" = A*W 
Ley 3: - nT 


d) 


^W^)-S-<A'») up...,. 


\ V 1 ' 3 


(/*) 

8 x*t* 


•/jO 


= %x">y 


ky3 

Leyes 1 y 2 


Ejemplo 12 | Simplificacion al escribir radicates como 
exponents racionales 

a) (2\^)(3lJS) - (2 jc ,p )(3 x'*) 

= fa'fl.i 0 = ttW 

b) VxVx - {xx' n )' fl 

= tf* 2 )'!* 


= x* 


Pefinidin de exponentes raclor ale? 
Ley t 

Peflniddr de ■sxtfatienkse racicrates 
Ley f 
Ley 3 


flacionalizacion del denominador 


Con frecuencia es mny util eliminare] denominador mediante la multi plicacion tan- 
to del numerador como del denominador por una expresidn adecuada, Este proce- 
dimiento recite el nornbre de rarionalizaritiD del denominador. Si el denominador 
es de la forma Vti t entonces multi pi tcamos el numerador y el denominador por Vi. 
Al hacerlo, estamos multiplicatido la cam i dad por 1, de mode que no se altera el 
valor Por ejemplo 


1 

Vfl 


I 1 Va Va 

Vo Va VS a 


atenal proleg id o por darechos da 
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Qbs£rvcse quc el denominator en la ultima fraccidn no contiene radical alguno. En 
general, si el denoininador es de la fo rma con m <n, entonces al multiplicar el 
numerator y d denominator por tfa" ' m racionalizamos el denominador T ponque, 
en el caso de a > 0 n 

= Xy? = a 


EjempJo 13 Radonalizaci6n de denominadores 


a) 

b) 


c) 



2 V5 _ 2V3 
V3* V'3 = 3 

l j£ 

x 

1 _ 1 V? _ <!/? 

vV \V \V XV 


Ejercicios 


H 


1-8 ■ Eseriba cada una de las ex pncsiones con radicalcs u sando 
exponent^ y eada expresidn exponential usaodo ntdkiUes. 


Expresidn COO radicates Exprssidn COO sxponentes 





2 -.j 

a* 



9-18 ■ EvaJtie cada exprefiidn 


9, a) -3 2 

b) 

10. «) 5 a -(|}> 

b) 

4" J 

b) 

»■ ■> 

ii ai a)-* 

b| 

13. a) Vl6 

b) 

14. a) V64 

b) 

»■ •> # 

b) 


(-3) ! 

c> 

(-3)° 

10 7 


3 

L0‘ 

c> 

3 1 

3“ J 

9 

c> 

(i)- ! 

©-*■* 

c) 

fiMi 

^16 

c> 

</rjn 

^64 

r) 

^32 


c> 

V^6 


18. al V^V28 

17. a) »-* 

18. a) I024 - *’ 1 

19-22 ■ Evalue la expression usando x “ 3+ y “ 4 y 
z = -L 

19. Vx i +y l 20. \ 4/ xT~J4y +~2i 

ZL (ftc) w + (2y)^ + 22, (x>')^ 

23-M ■ Simplifique laexpre-dfin. 

23. V32 + \ZTs 24. V*75 +- V4§ 

25. 28. 


b) -V cl ^14X^4 

V3 

(“32)^ c) -32^ 

0) (-*)» e) ®r* 


27-44 * Sunplifique la cxpresidn y elimine lodos las expo- 
ncntcs negatives. 


27. oV 5 

29. (Ujryj&tV) 

x\2x)‘ 


2*. (3y ! )(V) 

30. (6> )-' 


32. 


fl‘V 


33. 

35. (rr) J (2 I )- a (4r)* 


37, 


{&)* 

V 


(*V)Wr s 

JrV 


34. (2j^" , Xi^Xl^) 
36. (2uV) 3 {3A) _a 



Material protegido por derechos de autor 
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CAPITULO 1 Fundsmentos 


(jtyV ) 4 
(xVz) J 


41. 


( jty 2 z 

TVT 


■nr 


"V 

ft 

1 

i 
, , 

, j2a 2 bY 2 

«■ r .j _i J 

44, (3o* 2 c) — r ) 

\ r xq / 

V c / 

45-52 ■ Simplifique la 
sentan numeros reales. 

CHpfBskki. Supimga qne las leiraa reprt- 

45. ? 

46. 'Vx™ 

47, ^W* 

48. tfxY 

49, V'V^ 

SO, Ya i h'¥a*b 

51, WG4x fi 

52. 

SJ-JO ■ Simplilique La expresitfri y climine los cxpuncnies tic- 

gaiivos. SLtjxmjra que las letm icpreacntan ntimeros poshfcras. 

S3. A 19 

54. (2j^X 4t ) 1,7 

55. 

56. (”2a^*}(5fl^) 

57. (46)^86^) 

58. (kt 6 )" 3 -' 1 

59. (cWy'K 

60. {AxYY n 

61. 

62. (a**)'* 

63. (2.t i y-^) 5 (8y , ) !/5 

6*. Ij-’yVT'* 

/ JT*V \ 5 '^ 

t-tx ' ' fl y 



* S - \ / ) 

n ( V 

(yV s ) w 

\ 4/r " / 


(9W)^ 


{VsY'f* 

7 VryJ laV/ 

71-72 ■ Kseriba Las eaniidades mcdiamc la muEaeiftn eitniillea. 

7L a) 69300000 

h) 7 200 000 000 000 

c) 0,000028536 

d) 0.0001213 

72 + a) 129540000 

h) 1 259CKXI0O0 

c) 0.00000000 1 4 

d) 0. OOO7O29 

7.V74 ■ Eseriba eada ura de la.% eaniidades en la notacidn 
decimal. 

73. a) 3.19 X 10 s 

b) 2.721 x IC B 

C) 2.670 X W v 

d) 9999 X lO - " 1 

74> al 7.1 X 10 14 

b) 6 X 10 |; 

c) 8 55 X 10“ J 

d) 6.257 x KT 10 


75—76 ■ Escriba en notadbn dentifica lacanltdad mdicuda en 
e&da jnciso. 

75, at Un afio luz„ la diitancia que la luz. rccorre en un afto, es 
dc casi 9 460 800 000 000 km. 


b) E di imetro de un efoctrtin e* de casi 
0,0000000000004 cm. 

c) Una gola dc agua coni sene mas dc 33 tri! Lanes dc 
molituliis, 

76. a) La di slant: ia dc la Ticrra a] Sol esdc cas i L50 mi Hones 

de kildrnctros, 

h y La masa de una rnokJcu] a de oxigenu es de casi 
0000000000000000000000053 g. 
c) La masa de la Tierra cs dc casi 

5 970 000 000 000 000 000 000 000 kg. 


77-82 ■ Util ice la notacidn cicntifica, las Lcyes dc los expo- 
nentes y la calculadora para ejeeutar ] as operaeiones seAaladas 
Proporcmnc su respucsta comecta de acucndo cqh la eantidad de 
cifrns signilicalivas indieadas par los datus dados. 

77. (7.2 x i0-*XiJW X K) -12 ) 

78 , ( 1.062 x x 10 W ) 

L 295643 x 10 * 

' (3-610 X 10 n )(2.5l 1 X itf) 

(73,1)0 -6341 X |0“) 

m - — - ■ — 

0,0000000019 

(Q.WOQ162)(O.Q]582) (3.542 X 10"^ 

8i ' (594 621 O00)(O.0G58) * 2 ' (5.05 X ltf) ,a 


83-86 ■ Racionalitc cl denominador. 



85. a) 




c) 




X 



86 . 


1 



b) 


i/b* 


c» 


J_ 

c* 7 


87. Scan a. h y c numeros reales con a > 0, b < 0 y 
c < 0. Determine el signo de eada czpresitfn. 

a> tf b) fr t0 c) abY 


d| (b - a) J «) (h - a) A f) 


aV 


88. Demaestre que Las Lcycs de los exponents* dadas para eada 
caso en d cu&J m y n son cnleros jxisiiivos y nt > n, 

a) Ley 2 bl Ley 5 c) Ley 6 


Aplicaciones 

89. Distancia a la estrella mas cercana Alfa Centauro, la 
estrellb mis cercana al Sislema Solar, esLi a 4.3 anos luz. 


Material protegldo per derochos de autor 


SECCION 1.2 Exponentes y rad i tales 


23 


LI ti lice la. Information del ejerrieio 75 a) paraexpresar esta 
distanciaen kilrimelros. 

91L Velocidad de la luz La velocktad de la Iilz es de cm 
3U0 000 ktti/s. Util ice la informal: i6n del cjcrcido 76 a) para 
determiner cuanlo tarda un rayu de lu/. en llcgar a la Ticrra 
desdc cl SoL 

91- Vo lumen deF mar E\ promedio dc lu prtfUndid&l del 
mar es de 3.7 x l O' m. y la superb vie del mar es de 
3.6 X 10 14 til 1 . i.Cud,l es el volumen total del mar en litros? 
{Un metro ctibico conttene 1000 litres .) 


r 



92„ Douda national En noviembne de 2004, la pohiacirtn de 
Eslados LF nidus era de 2.949 X. It/, y la deuda nuckmal erg 
de 7.529 X I0 15 ddlares. ^Cudnio debe cada persona? 

93, Numa ro de molecuFas Un vuartn nisi ado de hospital 
mide 5 m de anchn. 10 m de largo y 3 m de alio; se ]|en;t de 
Qxlgem) pnro. Un ruelro otSbico contiene 1000 litres y 22.4 
litres de eiifllquier gas conliene 6,02 X ] (p mo leva I as 
(numero de Avogadro), iCu&nuw moleeultts dc uxfgcno hay 
en el cuarta? 

94, £Que tan lejos puede ver? Dcbido a la eurvatura dc la 
Tierm. la dryland a maxima D que listed puede ver desde ei 
ultimo piso de an edLlicio aim cuya alture es k se estima 
mediante la formula 

D = Vlrh + h z 

dondc r = 3960 mil las es el radio de la Tierra y D y h tani- 
bien se miden en mil las. ^Qufi tan lejos puede ver desde et 
mirador de la Torre de CN de Toronto, 3 1 35 pie* por an iha 
del suelo? 



95. Velocirfarf de un sutomovil que fr*ne La polieia apliea 
la formula a V30/J para estinuir U veloddad x (en 
mi Has por bora) a la eual un vehlculo sc dcsplaza si recorre 
ti pics dcspuik dc que ttplka lus Irenes en forma repen tina. 

El nlSmero/ esel eoeliciente de fried on de la camctera, el 
eual Cs unu medida dc la "deslizabilidad” dc 3a carrctern. La 
labia da algunas estamaeiones representalivas de /. 



Alqultr^ri 

Cone re to 

Grava 

Soco 

1,0 

0.8 

0.2 

Humado 

05 

0.4 

0.1 


la) Stun auEomdvil ■se desliza 65 pies en concrete hit me do, 
t .quc tan rapido iba cuando sc aplicaron los frenos? 

lb) Si el vchfculo se des plaza a 50 mil las por bora, <,quc 
tanlo sc dvsli^en alquitrin hdtncdo? 



9f>. Distend a de la Herra al Sol Sc inhere de la Tercera 
Ley de Kepler del movimienlo de los plunetas que 3a dts- 
uncia promedio dc un plancia a I Sol. en metric , cs 



dondc M = L99 X I O'”' kg es la masa dc] Sol, 

C = 6,67 x 10 " N ■ tn J /kg : es la consume gnmtudonuJ y 
T cs el periudo dc la orbita del plancta. en segundos, 
Aplique et hccho de que el pedodo de la drbita de la Tiem 
es de casi 365.25 dias para e neons mr la distaneia de 3 a 
Tierra al Sol. 


97. Velocidad de flu;o en un canal La vcEtKidiKl del agua 
que fluye por un canal o pi;>r et (echo de un rt'o se rige por la 

ecuacion dc Manning 


V = 1.4*6 


p™n 


doode V es la veloddad del flujo en pies/s; A es el irea de la 
section transversal del canal; en pics cuadrados; S es la pen- 
dierle deseendcnle deE canal; p es el peri'mclro mojado en 
pies (ladistanciadesde la pane superior de una orilla, Iva- 
jando pore! Jado del canal, atravesando el fondoy subtendo 
hasta la parte superior de la otra orilla), y ft es el eoelieiente 
de rugpsidad mnu medidu de lit rugosidad del fundo del 
canal 1, Rsta eeuaetdn ve Lisa para predeeir la eapaeidad de 
low canaies de inundacidn pstra regular el escurrimientode 


derial prole g id o por derechos de aulor 
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CAPfTULO 1 Fundamontca 


las fuertes depreei pi tad ones pluviales. En el casodel canal 
niostrado Bn 3a figura. A * 75 pics euadrados, S = 0.050. 
p = 24. 1 pies. y n = 0.040, 

a) Determine la velocidad que lleva el agua per este 
canal, 

h) ^CuAntOfi pies ctfbicos de agua puede descargar el canal 
por cada segundo? [iSuflenpncj'a.' mulliplique VpHjr A 
para obcener el volumen del flujo pm segundo.) 



Descubrimiento * Analisis 

MK. ^Que tdoto son mil millonei? Si liene un milldr (lfl 4 ) 
de dtilares en una vslija y usted gas la mil ( 10 1 ) ddtvres cada 
dla, ^cuantos anos lardana en gasEarse Eodo el dinero? Si 
gas la Id tnismo, ^.cuixiios art as lartfaria en vjiuar la valija 
Llcna eon mil millotus ClO^) de ddlares? 


k »v . Pot encta s la cil« q ue p at ecen dif i dies Cakule tttas 
expresioues menialmente, Aplique las Leyes de los expo- 
nentes para t’acililar el pmceso. 

i g‘ 

■) — bj 20 t -(0.5) t 

UH). Comportam lento limitante de las potencies Com- 
plete Lastablas sjguienies. ^Qu6 sucede con la raiz fl-^sima 
de 2 cuando n sc incrementa? j,Qui succdc con la raiz 
n-dsiina dc } ? 


Constmya una tabla similar para ^Que sucede con la 
raiz c -csima dc n cuando n sc incrcmcnla? 

1 01. Compared on de raicas Sin usar calculadora, deter- 
mine qu£ mimero es mSs grande en cada par de valores, 

a) b> ©^o fjjft* 

c>7^o4** d) \'5 d V3 


a 

2 iA 

1 


2 


5 


10 


100 



n 

(I) 1 '" 

1 


3 


5 


10 


100 



Expresiones algebraicas 


Una variable es una letra que represents! a cualquier ntimero de un tonjunto dado de 
ndmeros. Si erapezamos con variables como x, y yty algunos mimerw reaks, y los 
combinamos usando la soma, resta. itiultiplicacidn, division, potencies y rafees ob- 
tendremos una expression algebraic^. He aqui algunos ejemplos: 

2x 2 — 3jt + 4 Vx + 10 — — 

y 2 + 4 

Un monomio es una expresi6n de la forma ax\ donde a es un numero real y k es 
un entero no negatim Un blnomio es una suma de dos monomios y un trinomio 
es una sums de tres monomios, En general^ una sums de monomios se llama poll 
nomio. Forejemplo, la primera expresi6n de las arferiores es un polinomio, pero las 
otras dos no !o son. 


Polinomios 


Un pulinamia en ta variable x cs una exprevirtn de la forma 

tj JJ .r' n + 1 + • * - + npr + <io 

donde u 0 , «, + , . . , < 2 „ son numcros reales, y n cs un enlero no negalivo. Si 
n„ * 0, entonces d polinomio es de grado n Los polinomios «j .« 1 que con- 
forman d polinomio son los terminus del polinomio. 


Material pro teg i do 


de autor 
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Observe que el grado de un pohrmmm es Ea potencia mas a] la de la variable que 
aparece en el polinomia 


PoLinomio 

Tipo 

T6rminos 

Grado 

2x i - + 4 

tiinomio 

2x i , — lx, 4 

2 

X s + 5x 

binomio 

x*, 5 jc 

8 

3 — x + x z — jX 3 

cuatro Kirminos 

“jx J ,x 3 F “X,3 

3 

5x + 1 

binomio 

5x, 1 

1 

9jc 5 

monormo 

9br s 

5 

6 

monomio 

6 

0 


Combination de expresiones algebraicas 

Sumnmos y restamos polinomios aplicando las propiedades de Los nrimeros reales 
que se estudian en la seed tin LI. La idea es combiner ttfrminos semejantes (es de- 
dr, tdmmos con las mismas variables elevadas a Las mismas potencies) usundo la 
Pro pie dad distributive propiedad distributive- For ejemplo, 

“ + be = (fl + b)e 5jt 7 + lx 1 = (5 + 3)x 7 = Sr 7 

m Al rcstai pnlinomios tenemos que recordar que si un signo me nos precede a una ex- 
press on que se encuentra entre panfntesis, enlonees ei signo de cada tdmaiio denim 
del psrdntesis cambia cuaiido elirnmamos lo* partin Lcsis: 

—{b + c) - —b — c 

[Es simplemente un caso de la propiedad distributiva, a(h + c) = ah + ac \ eon 
a = —1,1 


Ejemplo 1 Adicion y sustraccion de polinomios 

a) Efecttie la suma (jc^ “ fix 1 + 2x 4- 4) + (jt 3 + 5.r' - 7 jt). 

b) Encuentre la diferencia (jr' - fa 1 + 2* + 4) - {x* + 5 jt - lx). 


Soluctdn 

a) {x 5 - bx 2 + 2x + 4) + {x i + 5* 2 - 7*) 

™ {x~ + x 3 } + (— 6x 2 + 5x~) + (2x -* 7jf) + 4 -A* -t^miiies.* wnrtfrta* 

= 2x 3 — — 5 j + 4 

b) (* 3 - bx 2 + 2j + 4) - (jc j + 5x 2 - lx) 

*■ x 3 — for 2 +■ 2x + 4 - jc 1 - 5* 2 + 7* fropidad distributt* 

— (jk 3 — x 3 ) + ( ^ 6_r — 5 je 2 ) + {2x + lx) + 4 

~ “lh 2 + 9.t + 4 fonAvuckifl At tern rug fenjlrtEl 


Para encoutrar el product® de polinomios o de otras expresiones algebraicas nete- 
s i tamos usar la propiedad distributive en forma repetida, En particular, al usarla tries 
veces en el producto de dos binomios, obtenemos 

(a + f*)(c + d) — a(c + d) + £f{c + d) — ac + ad 4 be + bd 


Material proiegido por d&rechos de autor 
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CAPFTULQ 1 Funda mentos 


Esto indieu quc para mu Hi pi i ear I OS dos factores sc multi plica cada utws de lost t£c- 
niinos de un factor por cada uno de Los terminos del otro factor y sc am man los pro- 
dudos. En forma esq ue (nation teneinos 


La regia pr&clku sigukrile ayuda a 
obtener el produclo de dos hmonnos: el 
pninero por cl prime™, cl pn mcro por 
cl scgumJo. el segundoporel prime™ 
y el segundo por el segundo. 



En general, multi plicamos dos espresiones algebra] cas usando Ja propiedad dis- 
Lribuliva y las Leyes de los esponentes, 


Ejempio 2 Multiplication de expresiones atgebraicas 


a) (2,t + 1)(3 j£ “ 4 5) = 6tf 2 - IG* + 3 jc - 5 

I T I f 

= fa 1 - lx - 5 


Propai3d 


Ccnibinjccn A' tinnr« sffngjntee 


b) (jt - 3)(jt 3 + 2x + 1) — jr 3 (jt 3 + 2x + 1) — 3(.v + 2x + I) fopw&i (tentaa 


= jr 5 + 2x 3 + x 2 — 3jt j - 6x — 3 


= J 5 — JC 1 + X 1 - 6x — 3 ttxttottifa At krniiiiGS seflSjflrftrt 


c) (1 + Vjt)(2 — 3 Vjt) — 2 — 3Vjt + 2 V* ~ 3( V*) 2 ftspeiUs^p'-vs 


— 2 — Vi — 3 * lonfeiitf sen i&TfsrsM fCTfjiifcjs ■ 

Ciertos tipos de produetos son tan frecuentes que es necesario memorizarlos. 
Puede verificar las formulas siguientes efectimodo las multiplicackmes. 


BcCkra.se al Prijyis.itt lJc Ji^cubrimitann 
de Li p.igina 34 para veruna interpro 
tad on geamftrica de algimas dc csla?> 
formulas. 


Formulas para productos especiales 


Si A \ B son ndmeros reales o es pres lo ties algehraicas, enlonces 

1. (A + B)(A B) — A 2 — B~ 

2, (A + tt\- — A 1 + 2>ifl + B 1 ur.3 sum . 


3- (A ~ B) 2 = A, 1 2s\B + R- 

4, (A + &Y = A 5 + 3A 2 B + 3AJ? 2 * B~ 

5. (A B'f = A 1 M Z B + 3 AB 1 B* 


Cuidrsd* de un t a dtfr-saeia 
Cuba dr Iih3 uumj! 

Cuba da uas diFi-nericis 


La idea clave de usar estas formulas (o cualquier otra formula en algebra) es el princi- 
plo de La sttsdtudon: poddamos reemplazar cualquier expresidn algebraica por cualquier 
letra en una formula. For ejempio. para determinar (jc 2 + y 3 ) 2 aplicamos la fdmmEa 2 del 
producto, escribimos A en lugar de x 2 y B en lugar de > 1 para llegar a 

(jt 2 + y 3 ) 2 = (a' 2 ) 2 -f 2 (jc 2 )(j 3 ) + (y 3 ) 2 

(A + = A 2 + 2AB + B 2 


Material proteciidc por derochos do 





SECCtti N 1 , 3 Expresi ones a I g ebra icas 


27 


E j e m plo 3 Apiicaci 6n de I as f 6rm u I as para pf odirctos especial es 

Util ice las formulas para productos espec tales para determinar eada uno de los 
productos. 

a) (3jc + 5) 1 b) ( x 1 - 2) % e) (2x - Vv)( 2x ■+ Vy) 

Soluridn 

a) Al sustituir A = 3_r y B = 5 en la formula 2 de los productos, tenemos 

(lx + 5f = (3.x) 1 4- 2(3jt)<5) + 5 1 “ 9t 2 + 30* 4 25 

b) Al sustituir A = x 1 y B = 2 en la formula 5 de los productos tenemos 

(x 1 - 2 y = (x*y - 3{x 2 f(2) + 3(x z )(2f - 2 3 
= - 6* 4 4 12j z - 8 

c) Al sustituir A = 2x y B = Vy en la formula 1 de los productos. tenemos 

(lx ~ Vv)(2x + Vy) - [2x) 2 - (Vy) 2 

= 4x 2 — v m 

Factorizacion 

Aplicamos la propiedad distributiva para expandir las expresiones algcbraicas. Al- 
gunas voces neeesitamos invert! r esle proceso usando otra vez la propiedad distri- 
butivu median te la factorization de utia expresidn en productos de terminus mas sim- 
ples. Porejemplo, podemos escribir 


Verifique su respuesta 
La multiplicaciftn da 

3x(x - 2) - 3x J - 6.x j 


Wrifique su respuesta 
La mu I tip! lead tin da 
Jxy^x 1, 4 3L*^y - > 2 ) = 

8 xV 4 6xY ~ 2xy A J 


mm FACTQRIZACtON ^ 

X 2 -4 = (x~ 2)(JC 4 2) 

^expansion mm 

Deeitnos que.v - 2 y x 4 2 son factories de.v 2 - 4. 

El lipo mis sene i I to de factorization se presenta cuando los t^rminos tienen un 
factor comun. 

Ejemplo 4 Obtencion de factores comynes 

Factorice cada una de las expresiones, 

a) 3x 2 ~ 6x b) 8xV + 6xY - 2 xy* 

c) (2* 4 4)(jr - 3) - 5(x - 3) 

Solution 

a) El factor cornu n maxima de los terminos 3x 2 y — 6x es 3 jc. y entouces 

3x 2 - bx = 3x(x ~ 2) 

b) Observe que 

S h 6 y -2 lienen a 2 como mixim o factor comun 
jt 4 , x 3 y jr tienen a x como maximo factor comun 
v 2 , y y 4 tienen a v 2 como mdximo factor comun 

De modo que el mdximo factor comun de los tres terminos en el polinomio eslxy 2 . 
por lo que 

S*V 4 6xY - 2xy* = (2.rv z )(4j 3 ) + (2jy 1 )(3x*y) + (2xy 2 )(-y 2 ) 

- 2xy a (4x 3 4 3x 2 y - y 2 ) 
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c) Los dos terminos lienen el factor comun j — 3. 

(2jc + 4)(jt — 3) — 5 (jc — 3) = [(2.r -I- 4) - 5J( i !■) ftoplodad distribute 

- (2x — l)(x — 3) « 

Para factor* Z4T un tnnomio etc la forma j 3 4- bx +- t\ observamos quo 

(jt + r)(j + s) = x 2 + (r + j)jr + rs 
de modo que es necesario escoger ndmeros r y s tat que r + s = by rs = c. 


Ejemplo 5 Factorization de x 2 + A* + c mediante ensayo 

y error 

Factorice: x 7 + lx -F 12 


Verifiqua so re spue bib 

La mulliplicaddn da 

(jr + 3)(x + 4) * x 1 + 7je + i % j 


Solucidn Necesitamos encontrar do.s enteros cuyo producto sea 12 y cuya soma 
sea igual a 7, Mediante ensayo y error encontrajnos que Ids dos enteros son 3 y 4, 
Por b tamo, la factorization es 

x 1 + lx + 12 = (jc + 3)(j + 4) 

t 1 

factored <k 12 ■ 


Para factors zar un irinomio de la forma ax 1 + bx + c con a ± 1 , buscamos 
ficutu de a factores de la forma px + r y + s\ 

i i 

tfjr 3 + bx + c = (pt + dfa* + a) dJC" + ifJt + c = (px + r)($t + j) ™ pqx 1 + (y?s + qr) x + rs 

1 T 

factors de c For lo tamo. rratamos de hallar ndmeros p, q, r*y $ tal que pq = a, rs = c, ps + 

qr= b. Si todos estos numeros son enteros, entonces lendremos un numero limitado 
de posibilidades para p> q r ry s. 


Ejemplo 6 


Factorizacidn de ax 1 + Ax 4- c por ensayo y error 


Faetorice: 6i 3 + 7.r — 5 


Verifique su respuesta 

La multiplication! da 

[3* + 5)(2j* - I) = &x 2 + lx - 5 y 


Solution Podemos factor! zar 6 comp b • ] o bien 3 - 2, y —3 como -25 * l o 
5 * (— l) r Intentaudo estas posibtlidades llegamos a la factori zacidn 


J'jtl l'ffS Jf (l 

r -- 1 

fo 2 + 7 j - 5 = <3x + 5)(2 j - I) 

t f 

lauiureidt “5 fl 


Ejemplo 7 Identification de la forma de una ex pres ion 

Factories cada una de las expresiones. 

a) jt 3 - 2x - 3 b) (5a + 1 ) 3 - 2(Sa + 1J - 3 

Solucidn 

a) J 3 — 2.t — 3 — (j: — 3)(j + 1 ) Eneayoy ciror 

h) Esta expresidn es de la forma 

¥ - 2 ; - 3 
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donde represents 5 a + I , es la misma forma que la de la expncsidn en el 
inciso (a)* de modo que se factor! za como ( — 3 )( + 1 ). 


( Sfl + 1 ) J - 2( Sfl + 1 ) - 3 = [( 5a + l ) - 3][( 5a + 1 ) + 1] 

= (5a - 2){5a + 2) 


Algunss exprcsiones algebrsica-s especiales sc pucden facloriz&r usando las formulas 
siguientes. Las primeras tres son, simplemcnte las formulas para produaos espe^ 
dales, pero escritas bad a arris. 


Form u fas de factorization especial 

Fdrmula 

Nombre 

1. A 1 - B 2 = {A ~ B)(A + B) 

Diferencia de cuadrados 

2. A 1 + 2A0 + B 2 = (A + Bf 

Cuadrado perfecto 

3. A 1 - 2AB + B 2 = {A - B) 2 

C uadrado perfecto 

4 . A* - 8* = (A - B)(A 2 +AB + 8 2 } 

Diferencia de ctibos 

5, A 3 + B' = (A + fi)(A 2 - AB + B 2 } 

Suma de cubos 


Ejemplo 8 Factorization de diferencias de cuadrados 

Facturice cada poltnomio. 

a) 4.t 2 - 25 b) (j + yf - z 1 

Solucidn 

a) Si usamos la formula de diferenda de cuadrados con A = 2x y B = 5, lenemos 

4x 2 - 25 - (2x) 2 - f ^ (2* - 5)( 2x + 5) 

A* - 5* - (A - 3){A + B) 

b) Aplicamos la formula de la diferenda de cuadrados con A = x A- yy B - z, 

{jr + yf - z 2 = (jc + y - z)(x + y + z) ■ 

Ejemplo 9 Factorizacion de diferencias y sumas de cubos 

Factorice cada polinomio, 
a) 27x 3 - I b) x 6 + 8 

SoludOn 

a) A1 aplkar la formula de diferencia de cubos con A “ 3x y JB — 1, tenemos que 

27** - 1 = (3je) j — l 3 = (3x - 1 )[(3 j) 2 + (3jt){ 1 ) + l 2 ] 

= (3a- - l)(9bc s + a* + 1) 
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P? I Libras, sonidos e imageries 
que se Gambian a numeros 

Fotograflas, sooidos y tatto se tnns- 
Miiien en forma conti nua dc^dL 1 un 
litgar a otro por media de Internet, 
mattuinas pLirit facsimile:, o modem, 
^Cdano pueikn scr Iran sinilitk:, in- 
ks cosas por lw cables del teltffono? 
La clave para haoerlo » transfer 
maria*, en numefra o bits (Ids digStos 
0 O l )- Bs ficil ver aimo se cam bin 
Lira texto a nuineros. For ejemplo, 
podriaroes usar la correspondence 
A - 00000001, H = 00000010, 

C “ oooooon, d - 00000100 . 

H ^ tXXXXllOl, y as! suecsh iJirarmc, 
La palabra j; BED" sc corrvertixia cn 
00)000 1 000000 1 01 OOOtH) 1 00, A I 
Leer Ids dfgitos cn grupo$ Ue echo 
es posible traducif esie nurne-io a 
la palabra “BED", 

Cambiar cl sonido a btls c& mis 
complieadci. Una end a de stiiudo 
sc puede grufieur cn un oscileweo- 
pit! a unu compuLiiiara. La grifiea 
sc dcsCOmpant iTiutcnujliearncme 
cr componcnies nils simples que 
carresponden a las frecuencias di- 
ferentes del sonido original. tUna 
rama de la* maicmdtkas que se lla- 
ma anil is Is da Fourier se usa aqus. f 
La inlensidad de cada componcntc 
es un mimero y el »omdc original 
se puede reconstruir a panir de es- 
tos numeros. Por ejemplo, la musica 
sc almaocrta cn un disco com patio 
como iina sUccsi6fl dc bil 1 *; sc p<>- 
dna vet como lOlOlOOOlOlWlO- 
1001010-10100000101 1 1 1010100 
010101 L , . . (;Un segundo dc mil- 
4ca requiere 1.5 miilones de bit.slj 
LI rcproductor dc discos ccunpuc- 
ios rceonstruye la music a a pan in 
de los nilmeroscn el disco. 

Cambiiar foiografias a numcros 
rcquierc expresor el color y la bri- 
llBDlez de caita panto, t> pixel, en 
un numero. I .o anterior se logra 
con much a elfcacia usando ana ia- 
ma dc las matemutkas que K llama 
tcoria orduliioria, LI FBI Lililiza 
las end k como una manera eom- 
paera de alniacertar los millcune.-, de 
hue lias dig i talcs que necesitan. 


b) Al aplicar la formula de la sumu de cubos con A = x 2 y B = 2, tenetrios 

* 6 + S = {x 2 }* + 2 3 = (x 2 + 2)(x 4 - Zx 2 + 4) i 

Un trinomio es urt cuadrado pcrfecto si es dc la forma 

A 2 + 2AB + U 2 o hien. A 2 - 2AB + B 2 

Emonces, reconocemos a un cuadrado por feel i> si el termino medio (2A^ o hien. 
-TAB) es mis o metios el doble del producEo de la raices cuadradas de los otros 
dos terminos.. 


Ejemplo 10 Identificacio^ de cuedrados perfecios 

Factorice los irinomios. 

a} x 2 + 6x A 9 b) 4 jt — 4jt>' + y 2 

Solucion 

a) En esie caso A = jt y B - 3, de modo que 140 = 2 * x - 3 = 6*, Corny el t£r- 
mino medio e$ el trinomio es un cuadrado perfeeto. De acuerdo con la 
fdrmula del cuadrado perfeclo te nemos 

x 1 + 6x + 9 = (x +■ 3) 3 

b) Aquf t A - lx y 8 “ % de itiodo que 2AB - 2- Zx- y - 4jt>, Puesto que el L^r- 
rtutlO medio es — 4jy, c| trinomio es un cuadrado perfeeto. Med limit - la formula 
del cuadrado perfeeto lenemo^ 

Ax 2 - 4jq; + y 1 = (2jc - y ) l ■ 

Cuando factorizamos una espresidn, algunas veces el resullado se puede facto- 
rizar todavfa mas. En gene rah primem buscamos hs fac tores comunes , luego ins- 
peccionamos el resnltado para ver si se puede factorizar por medio de otros metodos 
de esia scccidn. Repetimos el proceso hasta que hemos factorizado la e?tpresi6n por 
complete. 


Ejamplo 11 Fsctorizacion complete de una expresion 

Factorice totalmente cada una de las expresiones. 
a) lx 4 - 8x 2 b) * 5 r - 

Solucion 

a) Rnmero factonzamOs la potencia de x con el exponent? mils pequeno, 

2jc 4 - 8lH 2 = 2x 2 (jc 2 — 4) EJ facter osmun cs 2x z 

— 2jr‘(jr — 2 )(j + 2) factixizamos^ - Accmjunad^ermziadtcu^dmk^ 

b) Primero factorizamos las potencias de x y y con los exportentes mils pequeiios. 

jf 5 v 2 - -ly* = - y 4 ) Elr3^cmiiir*«?ij ; 

= Jty 3 (jr 2 + y“)(jt 2 - SfiisWax- - fccm&atx&fcixati rad® 

= j^ 2 (j: 2 + )(jf — J?) Ssfactoriza /-y 2 comMsmcmd£cis^r3iiK ■ 

En el siguiente ejemplo se factor! z ail variables con exponentes fraccionarios. Este 
tipo dc factorizaci6n sc rcquicrc en e| cdlcnln. 
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Pftra faclorizor x 1,11 a parlir de x l ‘ 2 t 
reslamos los expone sites; 
x ifi - 


Compruebe su respuesta 

Para ver si (a fiictarizacidn es corrects., 
mulliptiquc usantio las Leyes de Ids 
Expoocntts. 

(a) Ir _1/3 (j 2 - 3 j + 2) 

* 3jr^ - + 6x~ tfl y 

(b) (2 +j)-« > (x + (2 + j)] 

= (2 + jr) _w j + (2 + jfl'* y 


Ejemplo 12 Factorizacion de expresiones con exponentes 

fraedonarios 

Factories las ex presumes. 

a) 3x^ - 9x ifl + fo" lj * b) (2 + xy Vi x +■ (2 + je) 1/3 

Solucibn 

a) Factories la potencia de j con el mds pequeno, es decir. je -1 ^. 

3x- n -9x in + 6x~ m = 3x~ lf \x 2 ~ 3x + 2) Sff saca « Ww factor 3x 

= 3jr -E|/2 (j — l)(jt ~ 2) Factor- f.ac.Sri de laexpresidn 

euadrattca x z - 3* + Z 

b) Se toma como factor la potencia de 2 + x con el exponent? mds pequeno, es 
decir (2 + x)~ v \ 

(2 + j)" 3 ' 3 * + (2 + Jf) l/3 = (2 + + (2 + X)] El Factor re ( 2 + h}' 2 * 

= (2 Hh j)~ 2/3 (2 + 2jc) 

— 2(2 + + Jt) &e &aca come fn&cto- e! Z ■ 

Los polinomios con a I me nos cuairo ifrminos se pueden factonzar agrupando t£r- 
minos, El ejemplo siguiente iluslra la idea 

Ejemplo 13 Factorizacibn por agrupacibn 

Factorice cada uno de los polinomios. 
a) x 3 + j 2 + 4jc + 4 b) j 3 - 2x 2 - 3x + 6 

Soto cion 

a) JE J + x 2 4- 4x + 4 = (jf 3 + JE 2 ) + (4* + 4) TdrmrnM a^rup^ 

= x 2 (x + 1) + 4(.r + 1) So toman Kfnup.ce 

= (jc 2 + 4)(j 4 I) tennis® 

b) x 3 - 2x 2 - 3jt 4 6 = (x 3 - 2je : ) — (3j - 6) Agnpii v6(\teXfcir- ;n - 

— x ; (.i — 2 ) — 3 (j — 2 ) 5e escan factored csthjiv6 

= (je 2 ™ 3) (at 2) m sacs como factor eosnun x - 2 cte cada E^rmiro • 




Ejercicios 




1-6 ■ Complete la tabla siguientc eserihiendo si el polinomio 
es un mooomio. binomicio trinomio. Luego lisLe los t^rminos 
y establejtea su ^rddo, 

Poll mom so Tipo T^rminos Grado 

1. x 2 - 3jt + 7 

2 . 2x 5 + 4.x 1 

3. -8 
4- 5^ 

S. x - x 1 + x 3 “ x* 

Vix- 



7-42 ■ Ejecute las opsadooes que se piden y simpiilique. 
7, (12jst - 7) - {5x - 12) 8* (5 - 3je) + (2x - 8) 

9. {3x 2 +j+ 1) + (2x 2 - 3.x - 5) 

10. (lx 2 + x + I) - (2x 2 - 3x - 5) 

1L (je j + te 2 - 4x + 7)- (3x 2 + 2je - 4) 

12. 3(x — 1 ) + 4(x + 2) 

13. S(2j + 5} - 7(x - 9) 

14. 4(jc z - 3x + 5) - 3(je 2 - 2x + 1 ) 

15. 2(2 - 5?) + t\t -I)- (i 4 - 1) 

16. 5(3 1 - 4) - ( t 2 + 2) - 2!(f - 3) 
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17. Vjc(i - Vi) 

19 . {It - 2){7t - 5) 
21. (x 4 2v)(3.c - >■) 
23. (I - 2y) ! 


2\2 


25, (2V + 3y 3 ) 

27. (2jc - 5)(V - j + I) 

29. (V - VX* : + V) 

32* (vV +1 + 1)(VP + I 

33. (I 4- a J ) 3 


18. V-^Vr - \}Vx) 

20. (4jc - I) (3* 4 7) 

22. (4x - 3y)(2i + 5y) 

24. (3* 4 4) 1 

-Hr 

28. (I + 2*)(V - lx + I) 
30. (jc 1 + y^XV^ 2 — y 1 ' 12 ) 


- 1) 


34. (1 - 2 y) s 

35, (V + * - l)(2V - jr 4 2) 

30, (3V + x 2 - 2X* 1 + 2x — 1 ) 

37. (1 4 jt^Kl - V 3 ) 38* (I - + b) 3 

39. 1 3x 2 y + Ixy 2 } (a 2 y 3 — 2y 2 ) 40. (Vy - y 5 )(V + xy + y J ) 

41. (i + y + i)(i - y - i) 42. (V - y + z)(V + y — x) 


43-48 * Obtenga el factor comiin. 

43. — 2V + |6x 44. 2V 4 4x l — I4i 3 

45, Xv - b) + 90* “ 6) 46. {: + 2f - 5(r + 2) 

47. 2x*y ~ toy* 4 3 xy 48. -7x*y* + 14 xy* 4 2Uy* 


49-54 ■ Facto rice el trinomio, 

49. x 3 4 2* - 3 50. x* - Gx 4 5 

51, Si 1 - 14i - 15 52. fiy 1 + 11 y - 21 

53, (3* 4 2) 3 + 8{3x 4 2} + 12 

54, 2{a 4 b) 1 4 5(a 4 b) - 3 


55-611 » Aplique una formula de factorizaeitin especial para 


Faclorizar la expresidn, 
55, 9V - 16 
57. 27V + X 
59. x* 4 12* 4 36 


56. {x + 3) 2 - 4 
58. $V - 125V 
60, L6z 3 -24^+9 


61-66 * Factorice la expreslbn agrupando t^nritnos- 
61, V + 4V + x 4 4 62. 3V - V + 6* - 2 

63. 2V + V - 6.r - 3 64. -ftV - 3V + 3* + 1 

65. V 4 x 2 4 x + I 66. V + V ■+ i 4 1 


67-70 ■ Factories toulroeate la expresiGn, Empiece porfxto 
rizai la potencia mis baja de cada factor carotin. 

67. i ! ' 5 - x lfl 68. i _Vl +2x~ l/1 + 

69, (V 4 1) ,/J + 2(V + l) _lA 

70* 2x 1/s (j - l) 3 ** - 5*^(1 - 2) - 1/1 

71-100 ■ Factories totalmentc las expres tones. 


72. 5fffr - Bate 

74. y 1 - By + 15 


71* 12V + 18* 

73. V - 2jc - 8 

75. 2V + 5r +■ 3 

77. 6t j - 5x - 6 

79. 25V - I0sf + V 

81. 4 V - 25 

83. (<i + 6) 1 - {a ~ 6) z 

-(■‘ff-o-iy 

85. jf 2 [jc 3 - I) - 9(V - !) 

87, 8r J + 125 

89, V - &V 

91, j. 3 + 2V + x 

93, y 3 - 3y 2 - 4y + 12 

95. 2i 3 + 4V + i + 2 


76. 9V -36i-45 
78. r 2 — 6 rs + 9V 
80. i 1 - 36 
82, 49 - 4 V 


86. (a 3 - l)6 2 - 4(fl 3 - 1) 
8R, V + 64 
90* 27 a 3 - b* 

92. 3i J - 27i 

94. i 3 3V - x - 3 

96. 3j j + - fix - 10 


97. (i - l)(i + 2) 1 - (,.x - l) 3 (i + 2) 

98. y*(y + 2) 3 + yfy + 2 )* 

99. (V + I) 1 - 7(V + 1) + 10 
100* (a 3 + 2«) ? - 2(fl 3 4 2d) - 3 


101-104 ■ Factories completamente La cxpresifoi. (Estc lipo 
<Le exptesidfl sitrge en el cilculc cuaiido se usa la kL regEa del 
producto".) 

101* 5{x 2 + 4) 4 ’(2j}(i - 2)* + (x- + 4) J (4)(i - 2) 3 
102* 3(2i - O^X-t 4 3) ] ^ + (li - l) 3 (i)(x + 3) Jl/s 

103. (jt 3 + 3) _l/3 — f* 3 (jt 3 + 

104. + 4)^ - + 4)“ ]/I 

105* a) Demuestre que ub — |[(b + b) 2 ~ {a 2 + 6 1 )]. 
h) Demuestreque (V + b 2 ) 1 - (V - b 1 ) 2 - 4a 2 b 2 , 

c) Demuestre que 

{it 2 + fr 2 }(c 3 4 d 2 ) - (etc 4 bdf 4 (off - £te) ? 

d) Faclorice completamente: 4fr 1 c i - (a 3, — b 2 + C 2 ) 2 r 

106. Compruebe las formulas de factorizacidn especial 4 y 5 ex 
paudiendo sus segundos miembros, 


Bf\l 
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ApHcaciones 

I W7. Volumen de concrete Una aLcantarilla esta construida 
mediantc cascanones dlmdrlcos oolados en ooncreto, segtin 
hc niuestra en La figura. Aplique La Itirmulii del volumen 
de mi cilindro que se encuentra en Jos. form* i uteri ores de 
cslc libro y expliquc par que el volumen del cascartin ci- 
llndrico es 

V ~ irR l h - v r z h 
Factor ice para demastrar qua 

V = 2 tt * radio ptoinedio ■ altars * espesor 

Util ice el esquema "d cscnrro llado' L para exp] Lear por que 
Itene sentido desde el punto de vista gcom£lrico. 

T 

h 

1 



MMt Pads dm un terreno Cada semans se carta el pario sic 
las oh lias de m lerreno cuadrado de m cierto esteriona- 
miercto til resto del terreno permanece intactn para que 
sirva como habitat de pAjaros y otros puquenos animaies 
(v£usc la figurtij. El [emeno mide b pies por pics y la 
franja podada es de x pies de audio, 
tal Expliquc por que el area de la pane podada es 
b 2 - (b - lx)\ 

tb) FacLoricc la expresidn del incisoa) para demostrar que 
el Area de la parte podada es tsmbkn 44 ~ *). 


<* b 



Descubrimiento • Debate 

1<!V, Grades de sumas y prnductos de polinomios Forme 
varios parts de potinoniios, luego CaLule La suma y el pro- 
duct*.! de cada par. Con base en sus experi mentos y obser- 
vacioncs, responds las siguicnlcs preguntas, 
af i,Cdmo es el grado del prnducto en relacidn con Jos 
grados de los polinomios origmalcs? 
b) ^.Cdmo es et grado de La suma en relacLdn con el grado 
tk Los polinomios originules? 


i Id El poder de las fdrmulas algebraical Aplique la 
formula de las diferendas de cuadrados para fsetorizar 
I7 3 - I6 3 . Observe que es ficil de calendar mentalmente la 
forma faciorizada. pero es diffcil de caleular la forma ori- 
ginal de esta man era. Evalde cada expresibn mentalmerue: 

a) 528 3 - 527 3 b) I22 3 - 120 s c) J020 3 - 1010 s 
Ahora aplique la formula para production especialcs 

(A + JJ)(i4 - B) - A 2 - B 2 

para evaJuar cstos productos mental mente; 
d) 79-51 el m ‘1002 

111. Diforencias da potencias pares 

a) Factories del tudo las expresiones: — B 4 y A h — B 6 . 

h) Vierifique que 18335 = IT 4 — 7 4 y que 
2 368 335 = 12*- 7 6 . 

c) Use los resultados de los incisos a) y b) para faclorijar 
Los tmeros 18 335 y 2 &G8 335. Luego demutstrt que 
en ambas factorizaciones, lodas los factored son 
numcros primes. 

J12. Factorization de f - I Verifique estas fdcmulas 
expandiendo y simplificando el segundn miembro. 

A 1 - I ={A - 1)(A + 1) 

A 3 - I — (A - 1)(A 2 + A + 1} 

A* - | - [A - I)(A a + A s + A + I) 

Use base en el patrOn mostrado en esta lista, ^edmo piensa 

que se factorizaria A 1 — 1? Verifique sus suposiciones. En 
seguida general] ce el patrdn que observd para obtener una 
frirmula con la cual se faclorice A fl - I , donde n es un en- 
tero posLlLvo. 

H3. Factcu izacion de x 4 + *xv 2 + h Algunas veees, un tri- 
nomtode la forma x 111 + ax : + b pu-ede factorizarsc con fa- 
cilidad, Per cjcntplo, x 4 + 34 - 4 = (x 2 + 4)(x J - 1). 
Pero.t^ 4 3x 2 ¥ 4 nose puede factorizar de esta manera. 
sino que podemos usarcl m^todo siguicntc. 

x* + 3x 2 4- 4 = (4 + 4x 2 + 4) - x 2 Sum* y n»u 

= (x 2 + 2) 2 — x 2 FjctoriztoSn M 

ciad nude perfseto 

■ [(x J + 2) - xj[(.e 2 + 2) + x] Dtfinrrt'ix it 

CuadnAoe 

= (x 1 -x + 2){x 2 + x + 2) 

Eaotorice Las expreslones siguientes usandocualquler 
m^lodo que sea adecuado- 

a.) x* + x 1 — 2 

b) x A + 2x 2 4- 9 

c) x* + 4x 2 + 16 

d) x 4 4- lx 1 4- | 


Material pro Loci ic 


jrf rj, 


auror 
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CAPlTULG 1 Fumdamarnos 




PROYECTO PARA UN 
DESCUBRIMIENTO 


Representation grafica de una formula 

Muchas de las ftirmiilas para producto* uspuui Liles quo sc tratun en esta secritin 
sc puedcn representar en forma geometries considerando el largo, el area y el 
volumen. For ejemplo, !a figure i lustra coma sc pticdc intcrpretar la formula del 
euadrado de un binonriio mediante areas de cuadrados y de rectangulos. 



,j 


at 

h 1 


ab 

L-- 


a b a b 

(i a + ftF = a 2 + 2ab + b : 

En la iigura. a y h represcntan longitudes, a z , b z < ah y (a + b) z representan 
Sreas. Los arttiguos griegos sietnprc interpreiaban las formulas algebrakas en 
lenninns de figures geometries Lojno sc huee aqui. 

1, Explique ctfreo 3a figure verifies la formula a 2 - h z — (a + ft}(d - b). 

— H 


u 




2. Encuentre uua figure que compruebe la formula (a — b) 

3. Esplique edmo la figure sigulcntc verilica la formula 
(o + ft)' 1 — tv + 3a 2 h + 3ab : + b'. 


2 ^a 2 


— 2 ah + b 2 . 



4, <;,Es posible dibujar una figure geometries que veritique la formula para 
(a + b) 4 ? Explique, 

5. a) Efectue {a + h + c)\ 

b} Trace una figure geometrtea que veritique la formula que encontro en el 

incise a). 


Material prole g id o pord oraches de autor 
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1.4 


Un cocienie de dos expresiones algebraic ns rectbe el nombre de expresibn fracrio* 
naria. Siguen algunos ejempLos: 

2x Vx + 3 y - 2 

x - I x + I y 2 + 4 

Una cxpresibn rational es una expresidn fraction aria donde tanto el minuerador 
eomo el denoitiinador son polinomios. Por ejemplo, las que siguen son expresiones 
rationales: 

3 

2x x x ~ x 

x— 1 X 1 + ] X 1 - 5x + 6 

En esta section sc cstudia c6mo efectuar operaeiones algebra teas con expresiones 
ration ales. 


Expresiones rationales 


Ex pres ion 

Dominio 

1 

JT 

vS 

i 

UU*o> 

{x 1 1 a 0) 
{x 1 1 > 0} 


Pominio de una explosion algebraica 

En general una expresidn algebraica podrfa no estar delinida para todos los valorem 
de la variable. El domlnio de una expresidn algebraica es cl eonjunto de los nuine- 
ros reales que se le permite lener a la variable. La labia al uiargcn propone Iona d gu- 
ms expresiones bis teas y sus dominion 

Deter min a cion del dominio de una expresion 

Encuentre el doininio de las expresiones siguientes. 

a) 2x 2 + 3 x - I b) — — X c) -~~ 

x" - 5j + 6 x - 5 

Solution 

a) Este polinotnio estd deftnido para Loda r. Por eonsiguientc s el doininio es el 
conjunto IIS de los numcros reales. 

b) Primero factorizamos el denominador. 

x _ x 

- Sx + 6 (x - 2}(x - 3) 

El dcnomifiador Sflrifl 0 Si 
x = 2 o x = 3. 



Pueslo que d denominador es eero cuandu x = 2 o 3, la expresidn no esrd 
delinida para esios numcros. El dominio cs {jt | x # 2 y x ^ 3}. 

e) Para que el numcrador est£ Jcfinido, debertmos tener x ^ 0. Ademis T no 
podeinos dividir entre cero t de modo que.r ^ 5. 


E& necc&sr to tpner ■ S: O' psra 
abtcntr una ra iz c rads. 



El da nam inador aena 
Igual a D eE x = 5. 


Por lo tanlo, el doininio es (.r | x ^ 0 y x # 5}. 
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CAPiTULG 1 


Functomerrtos 


Simplification de expresiones racionales 

Para simplificar \as expresiones racionales factor! zanios tan to el rmmeradar eomo 
el denominador y aplicamos la siguiente propiedad de las Iracciortes: 

A£ = A 
HC ~ ii 


No podemos diminai' .t : cii 


E 3 “ t 


a 1 + x - 2 
mu I tip I ic an do, 


porqfte In a : no ufiti 


Esto permits eliminar las factored comitnes del miinerador y del denomination 


Ejemplo 2 SlmplIficaclAn da axpraslonea racionales 

por elifninaclon 

” 1 

Simplilique: — — 

r ^ x 1 + * - 2 


Solucibn 

x 2 -\ (' l)(x+l) 

x 1 + x — 2 {* - I )(jf + 2) 

x + 1 
“ x + 2 


Fjietcrtzjiqlijn 

Elinilnflc^n dc f^ctOrn^COfHuinee 1 


Multiplication y division de expresiones racionales 

Para multi pi icar expresiones racionales. aplicamos la siguiente- propiedad de las 
fracciones 

AC AC 
B * D ~ HD 


Esto dice que para multi p] Scar do* fracdones se denen que multiplicar los nume- 
radores y por otra parte los- denommadoTcs. 


Ejemplo 3 IVTultipMcaci6n de expresiones racionales 


Ejecute la multiplicaddn indicada y simplifique: 


x 2 + 2x — 3 3x + 12 
jc 2 + Bjc + 16 x — I 



Solucibn Prtmero factorizamos. 

x 2 + 2x - 3 3* + 12 = (j - 1 )(jg + 3) 3 (jt + 4) 
j 2 + Ik + 16* j - 1 ” (j + 4) 1 x- 1 

3(.t ~ I )(j + 3)(.t + 4) 

(.* - J)(.r + 4) 3 
3 (jt + 3) 
jr -h 4 


Fictorluicl&i 


fVoptecisd Jc \&6 Frscclcnfto 


Ekminaql^ti de 
factored ccrfluneB 


Para dividir Ins expresses racionales aplicamos la propiedad siguiente de las 
trace tomes 

a i : A D 

B D B C 


Material proleg i do pot derechos de autor 
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Esto quiere derir quc para dividir una fraccidn tnut otra fraccitin, invertimos d di- 
visor y muUiplicamos* 


Ejemplo 4 Division de expresiones rationales 

jc “ 4 x 2 ~ 3x — 4 

Efecftie la division y simplilique; + — = 

1 x 1 - 4 x 2 + 5x + 6 


Soliicmn 


x - 4 x 1 - 3x- 4 _ x - 4 x 1 + 5x + 6 
x 2 - 4 ' x 2 + 5x 4 6 ~~ x 2 - 4 * x 2 - 3x - 4 


liwralfin y multfpUcKiAn 


(t - 4)(jt 4- 2)fr + 3) 

(x - 2)(jr + 2 )(.t - 4)(* + 1) 

x + 3 

(*- 2 )(* + 0 


Facta rizacrirt 


Sj ff Inina n Ips 
factories comunes 


Adicion y sustraccion de expresiones racionales 


g] Evjte comeier el emir siigyienie; 

A \[ A - 

ft 4 cAb + C 


Pnr ejempla. si teiKmos A = 2 k B = |„ 
y C = ] , cntufices vemos ct error 

2 2 2 

i + 1 1 1 + 1 


1 X 4 j Fatso’ 


Para sumar o restar expresiones rationales, printero determ i names un denomi- 
nador contain y luego aplicamos la propiedad siguiente de las fracciones: 


A ^ B _ A + B 

c + c~ c 


Aunque podrfa servir cualquier denominador comiin h es mejor usar el minima co 
ntiiti denominador ( MCD), qtie se iratd en la seccidn 1. El MCD se encuentia facto 
rixando cada denoininadoT y luego se obdene el producto de los distintos f adores; se 
usa la poieneia alta que aparece en alguno de tos factored 


Ejemplo 5 Adicion y $u$tracci6n de expresiones racionales 

Efectue las operaeiones indieadas y simplifique: 


a) 


1 x + 2 


b) 


1 


- 1 (x + 1) ; 


Solution 

a) En esie caso el MCD es simplemente el producto (x — l)(x + 2). 

3 [ x 3 (x + 2 ) | x(x-l.) 

x — 1 x + 2 (x — l)(x + 2) (x — l)(jr + 2) 

3x + 6 + x 2 — x 

“ “(7- l )(* + 2)" 


Lea fracdonda se 
eecrlben el 

M CO 


Las fhKCtones as a## an 


x 2 + lx + 6 

(*-!)<* + 2 ) 


Se comblfisn k>e tsr- 
rttliifie fteS Tiymena^of 


atenal proiefgido poi derechos de 


autor 
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CAPITULO 1 Fundamentos 



Codification para corregir 
err ores 


bits imagines que envirt a la I'lcitb, 
Id nuvc cspacial Pathfinder dcsdc la 
superffide de M-irte en iliIlo Je 
1W7 eran isonibrowmieiUc clams. 
Peru sulo muy poem de quienes 
ohservafem estas imiLi^Lenes estaburi 
conhctcnies dc la aplkacitin mate- 
mSlka im compleja que se umi 
para Jugrar esic hechu uin notable. 
La disttmeia a Marie e* enorroe T y 
el ruidn dc kendo. ianibitn cQfio- 
eido Como cMtiiieu. c*; muehav ve- 
ces mis fuerte que la venal original 
qnc ctivfii la nave, Enlonces, cuan- 
do los ciendfioos reetben la seftak 
tsta se cnuicoiru Uena de errorcs* 
Para ohkner unu imagen tiara, sc 
licncn que crtCraitrur los cFTtnts y 
corregirlos- Eslc misrno pmbtema 
de trrores se enLucntra en forma ru~ 
l inaria ul transmit] r los rtjiisinis de 
un banco euando us led usu un ca- 
jeru aiitomiSiico o en la vo^cuardo 
usted habla per tclefono. 

Pura Gentler efimo ^e eneuen- 
Iran y se com^ea l os errores, pri> 
rtietti deberrtos lertcr clam qlie para 
transmilir imdgertcrq sonidee o tes- 
to cs necesarto inutsformarlos en 
bils ilos digitos Qo 1; retierasc a la 
pdji- 30), Con el fin de ay u ilar a I re- 
ceptor a idenliflear los crrorcs, sc 
"eodifica - ' cl meusaje msenaiido 
bdv adkiure.ilcv Por cjemplo. su- 
jmngii qiie quieFe Iransmiiir el 
mensaje “10100". Un ctfdigo muy 
sCnCillocsd sign rente; Crmar catla 
uno dc los dCgitos un mi lion dc vc 
ces. La persona que recibe el men- 
saic In lee en bloques dc un mill 6n 
de digitos, Si 3a mayoria es I en el 
primer bkjquc, Ui persona eoncliiyc 

irnntinum 


b) El MCD de j 2 - 1 

I 2_ 

x 1 - I (x + l) 2 


= {x~ \ }{x + 1 ) y {x + l) 2 es (x - 3. )(x + l) 2 . 


1 2 
(x- !)(* + 1) " (JT+ l) 2 
(x + I ) ~ 2(^ ~ I ) 

(x-\){x+\y 


Factorizaciari 

Comcir^ddin de fracei dues 
usando cl MO? 


x + 1 - 2x + S 

{*-!>(* 4- l) 2 


3 - x. 

{x - 1)(jf + ]) 2 


Pr-cpled^d dis^rlbutlw 

Cornbirflcior de t^rmlnoB 
cr cl nurreradsr 


Fracciones compuestas 

Una fraction com | most a es una expresirin en 3a dial el numerador, el demnninador, 
o ambos son tambien expresiones fraction arias. 


Ejemplo 6 Simplificacion de una fraction oompuesta 



Simplifique' 


Solution 1 Combinamos los terminos en et numerador para tener una sola 
frac,ci6n. Ejecutamos lo mismo con el denominador. Luego invertimos y multi- 
pliewDOs. 



y 


v 

I - - 

X 


X + >■ 

y 

x — y 

jt 


x + y x 
}' ^ - y 


x(x + y) 

><jr - y) 


Solucidn 2 Determinamos el MCD de todas las fracciones en la expresidn, 
luego imjJtiplicamos el numerador y el denominador por el MCD, En este ejemplo, 
el MCD de rodas las fracciones es xy, Por lo lanto. 


- + 1 - + I 

y y xy 

y y XV 

1 - - I — - 

x x 

Jt 2 + Jt>- 

xy - r 

.r(jc + y) 
y(x ~ y) 


Mu^ipllcac^h dd riumcr^dcT 
y del denoi^inadcfr xy 


Simplincgcior 


F&ttc>riz&£\6r\ 


Material protegidc- porderachos de autor 
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Los dos cjcmplos siguLcntes muestran situaciones en cl calculo que requiercn III 
cupaddajd tier tKibajur cun ex presumes fraction arias. 

Ejemplo 7 Simplification de una fraction compuesta 


Simplihque: 


a + h a 

IT 


Solution Empezamos por combiner las fratciones del numerator usando un de- 
nominador cornu n. 


qUt UisEftd IraUi cun prohnbili Ja-tl 
tic transmiiir un 1, y ast sucetsiva- 
iHenie. Dccir quc cslc CbdtgO no es 
c feed vo ticne nn poco de dec lorn - 
t’ion CAagdadamcnlf mode s La; se 
requiere caviar un mi lion de voces 
mis datos que cl mensaje original. 
En otro metodo so insenan "dmilos 
do verificacibfflT. Ear ejemplo. pur 
etida bloque do nebo digits .w in- 
sertLL un noveno dagitoL ol dig ho 
inserLadn es 0 si hay una canlidad 
pardc ruimeros 1 cn cJ bloquc. y 1 
st hay una camtdad impar. En 
tonces, si un solo dfgilo csia maj r 
por ejemplo, uti t> eambiado par un 
1 o viceverea, los djgilc* de verdi- 
cacidn penuilen saber quo ha ocu 
uido mi error. Peno esle men>do 
nu nos diet dtinde etfu d enfCf. pur 
to quo no poiL-rims ctntegirki. I jm 
cbdigos modem os para corregir 
enures aplican interesanies algoril- 
mos nuttciirfiicos qMe reqiiiereti hi 
iiisercidti de neiativsunente pocos 
dfgtlos. pero que perruiten que d re- 
ceptor no solo tdeiuiflque entires, 
uno que tambttn los comja, El pri- 
mer ctidigo para eurtegir cm ires lo 
dosanrtrllu Richard Hamming par 
cl aiio ]y40 on cl Massachusetts 
Institute of Technology, Es tnicrc- 
samc bacct noutr que d idioma 
ingles tiene un mecajiismo inoor- 
pocado para corregir errorcs pm 
probarlo. mile dc leer Eu urudGn 
plagada de errors: Gee mo tibty ox 
giv nr fifth (Gm m n re more liberty 
or give Mr tk'inh)* 

Se saca como factor la potcncia dc 

1 -E jr" COn el CXpdnente mdi pequerfo 

en estc caso (1 + 


1 1 a - (fl + ft) 

a + h 0 a(u +■ A) 
h h 

a — (a + A) ] 
n(a + h) h 

a — u — h I 

o{« + h) k 


Combinacibn At Ff^ctionse 
en e\ numerador 


Pnoprffd^d 2 de las frjtcckHiee 
(irtvcrsi< 5 n dci cflvf&ory niultlpliC^diFi) 

Propiedad d.ietributlwa 


SlmjHIflcdcibn 

Froplsdad b de las fracclonss 
ffliminadbn dc \o& fiactoreo comunc#) 


—h 


1 


a(a + h) h 
-l 

ti(a -I- A) 


Ejemplo 8 Simplification de una fraction compuesta 


Simplilique; 


(j + jc 2 (i + x 2 y lfl 


J + Jd 


Soludon ] Stique como factor (t + j 1 ) ,j " del numerador. 

(I + jr 2 ) ],,i - jr 5 {l + (1 + ;r)~ ] ^“(l + ,r J ) - x 2 ] 


1 + j : 


I + j- 


(I +x 2 )~ [f2 


I + jr" 


(I +jc j ) 3 ^ 


Solution 2 Puestoquefl + x 1 ) 12 = 1/(1 + jf") 1 ' es unafraccibn, podennos 
simplilior las. fracc tones multiplicando numerodor y denonnnador por ( I + x 2 ) u2 . 


* D^dribe mijs liltcitjJ n djadme 3 a muene 


(1 + X 1 )' 11 -J 5 (l +* 2 ) lfi (1 +Jt 1 ) 1 ^ — X*(l +Jt S ) lfi (1 + JC 2 ) I,J 

1 + x 1 ~ 1 + JS* *{) + x y 11 

_ (1 + j 1 ) - _ ] 

(1 + x z ) lfl ~ (I + j’) 3 ^ 


Material protegido poi der echos do auto 
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Racionalizacion del denominador o del numerador 

Si una fraceidn tiene un denominador de la forma A + B \fC f podemos racionalizar 
el denominador multiplicando el numerador y el denominador por el radical conju- 
ga do A . — B Vc Esto es efectivo ponque de acuerdo con la formula \ para los pro 
ductos especiales cratada en la section 1,3, el producto del denominador por su 
radical conjugado no contiene un radical' 

(A + B VC){A - BVC} =A 2 - B 2 C 


Ejemplo 9 Racionalizaeion del denominador 


Racionatice el denominador: 


1 

l + V5 


S o lu ci 6 n Mu Jtiplicamos tanto el ntnnerador como el denominador por el radical 
conjugado de l + V2 + el cual es l -Vi 


Fdntiula 1 para los productos especiaies 
(<J + fc)(d - b) = tr 3 - b 1 


1 1 I - \ 2 

1 + v5 l +• V2 ' J 

1 - V2 

I 3 - (V2) 1 

. 1 ~ v^ _ i - vs 

* “ 1-2 “1 


Mutoplledciiin nu me- 
r ador q del denominador 
por at radical cor\\u$ado 

formula 1 Ids prcductoa c&pscia\t& 

\/2 - 1 ■ 


Ejemplo 10 Racionalizaeion del numerador 


Racionalizar el numerador: 


V4T ~h “ 2 

h 


Soluctd n Mu kiplicamos el numerador y el denominador por el radical con- 
jugado V4 + h + 2. 


Formula I pin los productos especiale* 

{ft + &)(ti — h) = a : — b 2 


V4 + h - 2 r V4 + h - 2 V4~Th + 2 
h h V4 + ti + 2 

(V4 + hf - l 2 
/t(V4 + k + 2) 


del numerator 
y del dinom leader por e\ 
radical oonjugado 

F&rmuHfl 1 para produc- 
1 eepccEatcs 


4 + h - 4 
*{V4 + h + 2) 
h 

h(V4T~h + 2) 


1 

vm + 2 


rVopisdad 5 ds las 
fracciorre (eWmir ac\6r. ■ 

de factones coma nee-) 


Forma de evitar Jos errores comunes 

Nn cometa el error de aplicar las propiedades de la multiplication a la operation de 
la adicidrt, Muchas de los errores comunes del algebra se rclucronan precisamente 
con esio En la siguiente tabla se establecen varias propiedades de la mulfiplicaddn 
y se i lustra el error al aplicarlos a la suma. 


it q rial protegido por' derechos 
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Pmpiedad corrects da Is multi pi icaridn 

Error comun an Is sdici6n 

(a ■ it) 1 = n 3 ■ it 1 

[a + b) J )(fl 3 + 

Vti *b - Vti Vb (a, b ^ 0) 

Va + £ ^ VS + v& 

Vfl 2 -b* = a ■ b (n, b ^ 0) 

Vti 3 + + if 

1 l _ L 

1 . l X 1 

a b a*b 

a b^a + b 

ah 

a + k\f t 

— = b 

j\b 

a 

a ' ' 

a~ l *b- 1 - 

+ b ~ 1 + fr) 1 


Para eomprobar que las eeuaciones en la column a de la derecha son errdneas sus- 
(ituya simplemenie numeros para ay by calculie eada lado, Por ejemplo, si hacemos 
a = 2 y b — 2 en el cuarto error, encontramos que el lado izquierdo es- 



y en el lado dense bo cs 

1 _ 1 _ I 

a + b 2 + 2 4 


Pucsto que 1 ^ [, la ecuadbn planteada es errbnea. Debe convencerse a si mismo 
del error en cada una de las otras ecuadones. (Vgase el ejercido 97.) 


Ejercicios 


1-rt ■ Determine el dominktde laatpnaiftn. 

L 4x 2 - (Or + 3 2 —Jr 4 + x 3 + 9x 


X 


2x ■+ 1 
x - 4 


4k, 


2f 5 - 5 

i7 + 6 


13. 


V ' + j 
_ t 


14. 


y l - 3y - IS 
2 y 3 + 5y + 3 


IS. 


2x y - x 1 - fur 
2x l - lx + 6 


lli. 


I — x 
x 3 - I 


5. Vr+3 6. ; ■ 

Vje “ I 

7-Lfi ■ Stitipbliqije lacxprcsUSfii rational. 


3(x + 2)(x - 1) 

i 

4(x 2 - 1 ) 

1) ! 

o. 

12(x + 2)(x - 

X - 2 

10, 

x a - x - 2 

x z - 4 

x 1 - 1 

X 1 + fa + 8 

12, 

1 1 
k 

J 

k 

x 2 + 5x + 4 

x 2 + 5x + 6 


17-30 ■ Etectiie la nmltiplicacibn o J a division, y iimplifique. 


4x 

x + 2 

IS. 

x 2 - 25 

x + 4 

- 4 

I6x 

x 2 — 16 

x + 5 

x z — X 

-12 3 + x 

20, 

x z + 2x - 

3 3 - x 

x m - 

9 4- x 

x 2 — 2x — 

3 3 + x 

I - 3 

t + 3 

22. 

P 

H 

1 

IN 

H 

x 3 + x 1 

r + 9 

r 3 - 9 

x 2 + 2x 

x 1 -2x- 3 


x 2 + 7x + 12 x 2 + 5x + 6 
x* + 3* + 2 ' x 2 + fa + 9 


Material protegido por derechos de autor 
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24. 


25. 


26. 


27. 


x 2 + 2xy + y 2 

2x 2 -xy-y 2 

x 

xi-xy - 2v ! 

2x 3 + 3x + 1 

X 1 + fit? + 5 

x 1 + 2x - 15 

2x 3 — 7x + 3 

4 y 2 - 9 

2y J + y - 3 


2 y 2 + 9y -18 y 2 + 5 v - 6 


x + 1 


x J + 2x +■ I 


28. 


lx 2 - 3x - 2 

jt* - 1 

2x 2 + 5x + 2 
x J + * - 2 


» 


30. "T 

m 


31-50 * Efectue la ad it ion 0 Id ^uslnuxitin, y simplifiqut. 

X 


31. 2 + 


* + 3 


33. 

35 . 

37, 


x + 5 

x - 3 

l 

I 

x + 1 

x + 2 

X 

2 

— + 


x + 4 

34. — ! ^ + 1 


(x+J) 1 X+l 

U 


36, 

38. 


x + 1 jr — -I 
X 3 


x - 4 x + 6 
5 3 


24 - 3 (2x - 3} 2 


39. it + I + 


« + 1 


40, -= - 


4 


4,. 1 + -j±- 
X X + X 


43. 


x + 3 jt 1 + lx + 12 


£T ab h~ 

Jt x 2 r 
44.-^- + ' 


x 2 - 4 i-2 


4 S .~!^ + 1 


46, 


x + 3 x 3 - 9 

* 2 


x J + x - 2 x 2 - 5x + 4 


47. — + 3 


48. 


j x - I x 2 - x 

x ! 


x 3 - x ^ 6 x + 2 x — 3 


49, 


x 2 + 2x + 2 x 1 - 2x - 3 


50. 


x + I (x+l) 2 


+ 


51-60 ■ Simplllique Sa expresirin fraccionana c omputf^ta. 


51. 


x 

y 


y 

X 


j 1_ 

x 3 y 3 


52. x 


£ + Z 
y * 


i + 


53. 


c — 1 


1 - 


1 


54. I + 


I 


c — 1 

5 2 


i + 


1 


1 + x 
a -6 a + 6 


55. 


x - \ x+l 

x I 


56. 


a 


b 


x - I x + 1 


a — b a + b 


« 


57. 


x^-y" 1 


x^ 1 + v 


-a 


58. 


x" 1 + y 1 


S9.-^ + 1 


I + a* I + a~ M 


60 . 


(x + /)"' 

-sr 

(»*;)■(*-;)■ 


61-66 * Simplifiquc la cxpne&itin fraceiunaria. (Expresiuncs 
eomo £sias se utilizu en el calculo infinitesimal.) 


1 1 


61. 


62. 


a + ft ir 


c* + ft)- 3 -X" 3 

ft 


l - (x + ft) 1 - j 
^ 2 + ( JF + fe) - 2 + Jf 


64. 

65, 


(x + ft} 3 - 7{x + h) — (x 3 — 7x) 


■ V 1 + (vr^) 


67-72 ■ Simplifique la expresidn. (Essie tipo de expresi&i w 
utilize en el calailo infinitesimal cusmdo sc aplica la “regia del 
cociente”,) 

3(x + 2)\x - 3) 2 - (x + 2) 3 (2 )(x - 3) 


67. 


68 . 


69. 


7fl. 


71. 


72. 


(* - 3)* 

2x{x + 6) 4 - x J (4)(x + 6) 3 
(x + 6)® 

2(1 +x)^"x(l + x)" >/3 
x + 1 

(I - x 2 ) l3 ~ + x 2 (l — x 2 ) - ^ 
i -x 1 

3(1 + x) ]/ * - x(l + x)-^ 

(1 + xf* 

(7 - ixfP + |jc( 7 - 3x)-^ 
7 - 3x 


Material pr elegiac pot der echos de autor 
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73-78 ■ Kacionalicc cl dcnom inador. 


73. 

1 

74. 

2 

2 - VS 

3- V5 

75. 

2 

76. 

1 

VS + V? 

V* + 1 

77. 

y 

78v 

2(* - 3 ) 

Vi 4- Vy 

V'l — Vy 

79-84 ■ Racional ice el numerador. 


79 + 

1 - V5 
3 

86, 

VS + Vs 
2 

81* 

Vr + V2 

82, 

Vc - Vjt + h 

5 

hVxVx + h 

83* 

$, 

+ 

1 

84, 

Vx 4- 1 — Vj 


85-92 ■ Diga si la ccuacidn sc cumplc para lodos los valones 
de Eas variable*, (Deseche cualquier valor que haceque el de- 
naminadnrsea cents.) 


85. 

16 + i 

a a 

86. 

b b 

= 1 + 


16 

ifi 


b — c c 

87* 

2 

1 2 

88. 

x + E rT 





4 + x 

2 x 


y+ 1 y 

89. 

JT 

jr + y 

1 

" i + y 

90. 

2 ( l) = ~ 
\bj 2b 

91. 


a 

92. 

1 + x + x 2 i 

— 

— 

= - + 1 + jr 


Aplicaciones 

93. Resistencia electrics Si dos nesistcncias electric as con 
resisLcndas fl, y /? 3 se cuncctun crt parakkj ly^ase la Hgura). 
entcmces la resastencia total R es 



a> Simpliftque la expresidn para R. 

b) Si R] - ] 0 ohms y R 2 = 20 ohms. i,cudl es la resisten- 
cia total R? 



94 . Costo prpmedio Un fabrieante de ropa deiemiina que el 
costo de la production de Jt camisas es 500 + 6.x + O.GlV 
dtffaes. 

a) n*piique la ra^du de que el coslo promedio por eami&i 
esle dado por la expnesidn racional 

500 + 6* + 0-01 jt 2 
4 = — 

jr 

b) Complete la Labia .xiguiente con el cilculo del costo 
promcdio per camisa para Ids valores dados de x, 


jr 

CostO prom&dio 

10 

20 

50 

100 

200 

500 

1000 



Descubrimiento ■ Debate 

95. Com porta miento limitante de una expresidn racional 

La expresirin racional 

- 9 

* - 3 

no esnt definida para x = 3- Complete la* ublai siguientts 
y determine a qu6 valor se aproxima la expresidn a medida 
que x sc acerca mJs y mfis a 3. ; r For qu6 es razor able? 
Descomponga en factores el numerador de la expresidn y 
simpiihqtie para ver por qu£. 



** *L 
» 1 

o 

2.80 
2*90 
2.95 
2.9 9 
2,999 



X 

x 2 - 9 
JT - 3 

3.20 

3.10 

3.05 

3.01 

3.001 



9ft. i Esto os rac i onal i z bcio n? En la expresidn 2/ Vj climi- 
nariantos el radical si fueramos a elevar a] cuadrado canto el 
nuitiexador como el denominadur ,-,Es lo mi s mo que 
racionalirar el detwminador? 

97, Errores alq^bi licos La column a de la izquierda en la 
tabla da el Listado de algunos mores comuncs de algebra. 
En cada cue proporcitme un ejemplo usando ndmoxa que 
muestren que la formula no es valida. Un ejempio de esle 


I v I d.LI 
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tipo, que mucstra que un enunciadQ cs ['also, se denomlna 
contraejemplo 


Error algebraico 

Contraejemplo 

MY 1 

a bf y ‘>a + b 

11 1 

2 + 2 * 2 + 2 

(a + £>} 2 ^a 2 + b 1 


V(j' + 


a + b\/ ^ 
a / \ 


(a 3 + + h 


a m fa n Y^** 





+ >S. La forma da una oKprasian algabraica Una c\ pres ion 
algebraica podria verse compticadfi, pero mi "forma" sicim 
pre cs simple: licne que ser una suma. un producto, un 
COCiCOltii uriti potencia, Pur ejjcmplo, consider? las expre- 
5 i ernes sign ie rites: 


(J + .i 1 ) 2 + 



(I + *> I + 


( 


4 + 5 \ 
I +X 4 ) 


5 - j 3 

i + \/ i + 4~ 


[ - X 
! - x 


Con decdooes adecuadas para A v B, la primera tiene La 
forma dc A + U, la segunda de Aft, la tercera tte A/B, y La 
cuaria dc A 1 Identifkar la forma de una expiesidfi nos 
styuda a expand ir. sirrpliliciij o a factorizai en forma 
corrects. Hneuenire la forma, de las siguicnEcs exprasioncs 
algebraicas. 

a) jt + I + - bj (t + Jr 2 )(l + jt )' 1 

c) 1 v / i‘(4.! - + I) d) 1 ~ 2 Y* *■* 

i +■ VTT7 



x - 3 es una solution de la ecuacidn 
4 jt + 7 = 19, porque al sustituir 
jt = 3 In ecuacidn se dimple r 

r=3 

4(3) + 7 = 19 Y 1 


Una ecuacidn es un en unci ado en el que se establece que las expresiones matemdb- 
cas son iguales, Par ejemplo, 

3 +5 - H 

es una ecuacidn, La mayor parte de las ecuaeicnes que se estudian en el algebra con- 
vene variables, las c miles son sfmbolos, casi siempre letras que representan mime- 
ros. Ert la ecuacidn 

4x + 7 = 19 

la letra x es La variable. Consideramos que la r es la "incognita” tie la ecuacidn, por 
lo que d objetivo es deienninar d valor de x quc trace quo la ecuacidn sea ciena, Los 
valores de 9a incognita que hacen que la ecuacidn sea verdadera se flatnan sol uci li- 
nes o raices de la ecuacidn, y el proceso para detenu inar las solueioncs sc Llama r^- 

solucidn de una ecuaeion. 

Dos eeuaciones con exactamenlc las mixmas solucioncs se Human eciiaciones 
equivuknltfs. Para resolver una ecuacidn, iraEamos de encontrar una ecuacidn mas 
simple y equivulente er la que la variable gsie sola en un I ado del signo de “iguaP. 
En seguida estan las propiedades que aplicamos para resolver una ecuacidn. lEn es- 
tas propiedades, A, B y C representan ex pres i one s algebraicas y el sfmbolo sig- 
nifies "equivale a*\) 


Propiedades de la igualdad 


Propiedad 

1 i A = B <=> A + C — B + C 
2. A B**CA CB [C - ()> 


Descripcion 

Sumar la misma cantidad a ambew miem- 
bros de una ecuacidn se obtiene una 
ecuacidn equiv;i)emi_\ 

Multiplicar umbos niiembros de uitu 
ecuacidn por la misniu cuatidad no cero 
se obtiene una ecuacidn equivalente. 


VI ale rial protegido por rierec 


Li os do autor 
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Estas propiedades requieren que us ted efectrfe ia misma operation ett ambos la- 
dos de u/ia ecuacidn cuando la pesuelve. Por lo tamo, aJ dedr “se suma —7” aJ re- 
solver una ecuacidn, to que realinente queremos decir es “ $umar -7 a cada micmbro 
dc la ecuacidn'’, 

Ecuaciones Iineales 

El lipo mfis send No de ecuacidn es la ecuacidn linen!, o ecuacidn de primer grado s 
que es una ecuacidn en la cual cada tdnmino es una consianie o un multiplo no cero 
de la variable. 


Ecuaciones iineales 


Una ecuacidn lineal dc una variable e* una ecuacidn equivalente a una de la 
forma 

AJ + it = 0 

donde a y b son numeros reales y x es la variable. 


A continuacidn hay algunos ejemplos quo ilustrun la difenencia entre ecuac tones li- 
neales y no Iineales. 

Emaciones Iineales Ecimciones no Iineales 


Ax — 5 = 3 

x 2 + 2x = & 

No lines ; dorttlans ri 
cusdrado tfe la varans 

2j: = ’ jf — 7 

y/x — rir “ D 

No filial, conneic la rafz 

- X 

3 „ 

cuadmds de to vanabli 

x ~ 6 = l 

— - 2jc = I 

X 

'so lineal, contlsne el 


rsdpwco de to warisHe 


Ejemplo 1 Solution de una ecuadon lineal 

Resue I va la ecuacidn lx — 4 — 3x + 8. 


Solucidn Resol veinos la ecuacidn cambiandola a una equivalente en la que to- 
dos los tdrminos que tienen la variable x estin en un tado y todos los tdminos 
constants s estan en el otro. 


Pueslo que cs imporuinlc VERIFICAR 
LAS RESPUESTaS, to harcmnsen 
muchra dc los cjcmplos. En estas 
comprdbiciones. PM quiere deck 
“primer mi cmbrcT y SM quienc decir 
“rfgudrtto Tnjcmtntt" dc la eeuucton, 
original. 


lx - 4 = 3x 4- 8 
(7 a - 4) + 4 = (3* + 8) + 4 
7jc = 3x + 12 
1.x - 3.x = (3 jc + 12} - 3a 
Ax = 12 
i- 4 j -J -12 
x = 3 


Ecuacl^ri dad to 

5 e sums 4 

Simplificaeidn 

Be nesta Sx 

Be simplifies 

Multi plicae i^n p£M* ^ 

Simplification ■ 


Compruebe su respuesta 
x ^3: 

pm = sm y 


*=3 

PM = 7(3> - 4 
= 17 



SM = 3(3) + 8 
= 17 


Material protegido por derechos dc autor 
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Muchas formulas que se usan en las ciencias tienen varias variables, por lo que a 
menudo es necesario express ar una de las variables en Ermines de las otras. En el 
ejemplo siguiente determi names una variable de La Ley de Newton de la Gravitacidn, 

Ejemplo 2 Determinar una variable en terminos de las otras 

Esta es lij Lev dc Newton de la Gtttvi- 
tacidii. Dewrtnvna la fuerza graviia- 
domal F entre dos masas m y M que 
estjin separadas una dislanriu r. La 
coiuitanle fjes lacoruitanle uni verbal 
dc lit gravitacltim 


Peierminar la variable Af de la ecuaddn 


F - G 


mM 


So I u cion Aunque esta ecuacidn contiene mis de una variable* la resolve m os de 
la man era usual, aislando a M en un lado y tralando a las otras variables como si 
fueran numeros. 



r 2 F 

Cm 


= M 


€>e sacs a M ccrnc factor cn e\ SM 


1 5m 


Mufcipljcacl&i por e' nccfproco de —j- 

r 


Simplification 


La soiucitin es M = 


SF 

Grrt 


i . 
h 

m 

Figure 1 

Una caja rectangular cerrada 


Ejemplo 3 Determination de una variable en 
terminos de las otras 



El area superficial A de la caja rectangular cerrada de la figura 1 se puede calcular a 
partir del largo t, el ancho w y la altura k de acuerdo con la fdrmula 

A = llw + 2wh + 2 Ik 

Determine w en tdrminos de las otras variables de esta ccuacidn. 

So I ti cion Aunque esta ecuacidn comiene mds de una variable* la resolve mos de 
la manera usual, aislando a w en un lado y tratando a las otras variables como si 
fueran numeros, 

A — [2lw + 2wh) + 2 Ih Agrupacldn ds t^rminoe qus corrtjensn * 

A ” 21H — llw + 2wh Reeta de 2\h 

A — 2lh = [21 + 2^i)ficr be sacs yveemo factor en el 5M 

A “ 21h 

— — " 'I, — W Division eeitre 2^ + 2h 

21 + 


La soluc idn es w = 


A - 2th 

21 + 2 h 


Ecuaciones cuadraticas 

Las ecuaciones lineales son las ecuaciones de primer grado como 2 j + I = 5 o 
como 4 - 3 jt — 2, Las ecuaciones cuadraticas son ecuaciones de segundo grade 
x 1 + 2je — 3 = Do como 2jc 3 + 3 ~ 5*. 
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Ecu aci ones cu ad rations 

x 2 - 2x - 8 = 0 
lx + 10 = 4.r 

U 3 + U - i = o 

Algunas ecuaciones cuadr&ficas se pueden resolver median te factorizacibn y usando 
la propiedad basic a siguiente de Jos numeros reales. 


Propiedad del producto nulo 


AS = 0 siysblosi A=0 obien. 5 = 0 


Ecuaciones cuadraticas 


Una ecuacioiL tuadruiiea es una ecuacibn de la forma 

ax 1 + for + c = 0 

doode a. h y c son numeros reales con a # 0. 


Esto qniere dedr que si podemos descomponer en factores el primer micmbro dc una 
ecuacifri cuadr&tica, o de otro orden, entoiices podemos resol verfa igualando a cero, 
portumos, a cada factor. Lsle met ado funcicma st>!o cuandi. el sop undo mi :mbm de 
to ecuacion es 0. 


EjempJo 4 Solucion de una ecuacidn cuadratica mediante 
facto rizacion 

Resuelva la ecuacibn jr 3 + 5* = 24. 

Solucibn Primero debemos volver a escribir la ecuacibn de modo que el se- 
gundo iniembro sea igual a cero. 

Compruebe su respuesta 
jr - 3: 

(3) J + 5(3) = 9 + 15 * 24 
— 8 : 

(-8) 1 + 5(— 8) = 64 - 40 - 24 


l Se da cuenta por qug un lade de La ecuacibn debe ser 0 en el ejemplo 4? A] 
factorizar la ecu ad bn como x(x + 5) = 24 no ayuda a determinar 9 a solucibn, 
puesto que 24 se puede descomponer en factores de infinites maneras, como 
6 - 4, | - 48 a (— |) ■ (—60)> etcetera, 

Una ecuacldn cuadrdtica de la forma x 1 — c “ 0 S donde c es ana constante po- 
sitive, se tactoriza como (jr — ■ Vc)(x + Vc) — 0 + asf que las soluclones son 
jt — Vc y x = “ Vc. Con frecuencia abreviamos esto como x = ± Vc. 


Resolution de una ecuacidn cuadratica simple 


Las solue tones de la ecuacibn x" — c son x - Vc y x - — Vc. 


x 2 + 5jt = 24 


.4 — 


X 2 + Sx - 24 - 0 
(x - 3)(x + S) = 0 
3 = 0 o jt + 8 
a = 3 x 


0 

-S 


befits de £4 

Fropicdad del products nulo 


Las soluciones son Jt = 3yx--S. 


□.tensl proEegido poi dQr&chos de sl 
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Ejemplo 5 Resolution de ecuaciones cuadraticas simples 

Encuentre la soluci<5n de cada ecuaci6n, 
a) x 2 = 5 b) (jt - 4} 3 = 5 

Solution 

a) De at-uerdn COn el principle) del rceuadro anterior, obienenlos x — ± V3- 

b) Gblenemos tambien la rafe cuadrada de cada miembno de esta ecuacion. 

(x - 4) J = 5 

x — 4 = ± v3 QHcf\c\6n dc la raiz cuadrada 

x = 4 ± V'5 5e sema 4 

Las soluciones son jt = 4 + V5 y x = 4 — V5. ■ 


Rcfiirase a la pdgina 30 para saber 
c6mo idcmilicar cusindo una e^presiflu 
cuadiUiica etun cuadrado perfecto, 


Completando el cuadrado 

El ires de la nejribn azul es 



x~ + ftx 


Como sc cstudid en cl ejemplo 5, si una ecuatidti cuadrdtica cs de la forma 
(jr ± a) 2 - c, erttonces la podemos resolver obleniendo la rafz cuadrada de cada 
miembro, En una ecuacidn de esta forma, el primer mieimbro es u.n cuadrado per- 
fecto: el cuadrado de una expresion lineal en x „ Asf, si una ecuacitin cuadralica no se 
factoriza con fotilidad* enlonces la podemos resolver ap lie undo la tunica de com- 
pletar el cuadrado. Esio quiere decir que surnames una conatante a una expresidn 

para Kacerla un cuadrado perfecto. Por ejcmplo, para hacer x 2 — ft* un cuadrado per- 
fect*) tenemos que a nadir 9, yaque x' - (or + 9 = (x - 3) 2 . 


Same un cuadmdo pequdto de free 
(b/2f para "completaT el cuadrado. 


Comp 


JT 


b 

2 


x 


b 

2 



fbY 

Para h ace r que x' + bx sea un cuadrado perfecto, se suma I ™ ] , el c 
de la i in Enid del coeliciente de.c, Halo da el cuadrado perfecto 

* 2 + 


uarirado 




Ejemplo G Resolution de ecuationes cuadraticas 
completando el cuadrado 



■ Ctuindu completed cuadmdo, 
awgdreae de que el coeftcienle de x' 
cs 1. Si no cs isf, debe facloiiiai este 
cnelkienle de los dos icrmim'H 
queconticncn x: 



Luego complete el ciutdrado que esi3 
dentro del parenlests. Recuerde que cl 
tdimino MiittadO dcntrO del par^nlcsis 
c^sa muUiplieado porn. 


Resuelva la ecuacidrt. 

a) * 2 - &x +13 = 0 b) 3x 2 - \2x + 6 = 0 


Solution 

a) .v 2 - &x + 13=0 

x 1 - &x = -13 
x 2 — 8x + l 1 ^ = - 13 + 16 
(x - 4) 2 = 3 
x - 4 = ± V5 
x = 4 ± V3 


dad# 


5-5 13 


&e corn piers, cl cusdradc: suma 



= 16 


I'ljadnadcs perfccU) 


Obte'-ici^n de Is rslz cusdrads 


Se sums 4 
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Jryinpus Vletc (154(HW)3j era 
un polrtkc exitofio cuando « de- 
dicrt a Las malemdtieas ya tank en 
sli v ida Se convirt(f>en unnde lew 
malcimlk'os Princess s, mis I'suno- 
sos del siglo XVI. Vick - inlrtxiujo 
im nuevo nivcl tic LtbittraCcido cm 
ilgt-bra por ; nedio del usi> tie tetris 
para re presenter eyriri Jades c<mo- 
‘ Uias de una ecuaeidn. Antes de la 
dpoc.i I.' Vifefte, eada, unu dc las 
ecuac tones se sew' a que resolver 
pnr separado. I'orcjemplo. lasecua- 
cioncs cuudriiLcas 

3.i- + 2x + 8 » 0 

5.i ‘ - fu + 41 = 0 

se teniun que resolver separadas 
L'cunpletando el fuadrado. I_u idea 
dc Vieic era cons idem r tod as Lav 
eCLiycitincs Citacfn£[ieii,S dc Una ve/ 
al escribir 

ax 1 4- kx + r ~ 0 

donde u, h y e son canfidtiiJes co- 
noeidas, For consiguienlc, dl hizo 
posible escrihir una formula, cn 
este east], la formula cuadrdlica. 
que condone ft. b y c con La que se 
pueden resolver todus la.s ecru 
uissrLL's LUiidrulivas en unos pocos 
pesos. 

El genio nuueznitiLti de Yu-ie 
denujsird to vulioso que era du- 
rante 3a guerra enire Franc i a y Es- 
pana. Fara cornu nicarse con Isls 
tropas. It ss CSpn/ioles uitls/aban mi 
coriplicado ctwiigo, que Viete des- 
L'ifrb. El rev de Esparia. Felipe 31, 
Lijiiim ;i Jos logrro dc Viete, prw- 
testo ante el Papa, y aJiruri que lew 
I'raneeses reeum'an a La hcchiceria 

pfflS leer su» 3ikrisajL.-s P 


b) De spues de restar 6 a cada mienibro de la ecuaeion, es necesario factorizar el 
coeficiente de.x" cs dec it. el 3, en el primer miemhro para poner la eeuacidn en 
La forma eorrecia complelando e] cuadrado. 

3* 2 — 12jt +6 = 0 Eojaci&i dads 

3jt : — I2x = -6 &ustnsccl<5i de 6 

3(.t 2 — 4,x) = —6 Fictdrizagldns ds 3 cn ei PM 


En seguida eompletamos el cuadrado anadiendo (— 2) 2 = 4 dentnt deE parentesis. 
Ya que todo lo que esta dentro del partite sis esti multiplicado por 3, eslo quiere 
decir que en realidad estamos afladiendo 3*4= 1 2 al primer mienibro de la 
eeuacidn. Por lo tanlo, knemos que sum ar tambi^n 12 al segundo miembro. 


3 {,t 2 - Ax + 4 ) - —6 -F 3 *4 
3 (j - 2) 1 = 6 

k - 2) ! = 2 

x - 2 = ±V5 

x = 2 ±V2 


Cuadrado cornp'rtado: sc buitij 4 

Cuadrado pcrfiStO 

Oivffll^n entre 3 

5c obt-ieric I a rafc cuadrada 

5c Buma 2 ■ 


Ptxicmos aplicar la i^cnica de eompletar el cuadrado con el fin de deducir an a 
formula para determ inar las raiees de la ecuactdn cuadralica general ax 2 + bx + 
c = 0. 


La formula cuadratica 


I ,ns rai'ces de la ecuacioti cuad rauca + bx + c ~ 0. donde a # U, son 


x = 


—h V b ' — Aqc 
2a 


* Demostracidn Primero dividimos umbos miembros de la ecuacitin enrre a y 
pasamos la constant? al bdo derecho, con lo que se »ene 

n b r 

X 4 — J = Pivision entre a 

a a 

I -uego completamos e] cuadrado sumando (b/2a) J a ambos miembros de la 
ecuaeidn: 



£> + \fb 2 - 4gr 

2a 2 a 


x = 


-b ± Vb 2 - 4a c 

2a 


5c CBfTpteX*d cua4f»te « &jmii 



Cuadrado psrfscto 


Obtendcn de la raize uadrada 


5e resta 


±_ 

Za 


La formula cuadritica se podria utitizar para resolver las eeuadones en tos ejem- 
plos 4 y 6, Usted puede ILevar a cabo con todo derail? estos cdlculos. 


Material protegido por dorechos cie autor 
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Qtro metodo 

4t 2 + I2 t + 9 = (J 

(2-r + 3) 1 - 0 
2 j + 3 = 0 


Ejempio 7 Aplicacion de la formula cuadratica 

Eneuentre todas las soluciones de las eeuaciones, 

a) 3,r 2 - 5* “ I = 0 b) 4x l + llx + 9 - 0 c) x 1 + 2x + 2 = 0 


Solution 

a) En esta ecuacidn cuadratica a = 3* b = -5 y c = — 1, 


b = -5 

3jt — 5jc — 1 = 0 

3 a 5 c “ — 1 
De acuerdo coti la formula cuadratica. 


-(-5) ± V(-5) ; - 4(3)(— 1) 5 ± V37 

2(3) 6 


Si sc deseart aproxiimciones, podemos usar una calculadora para obtener 


x = 


5 + V37 


1.8471 


_r = 


5 - V37 


-0.1805 


b) Al usar la formula cuadratica con a = 4>b = 1 2 y c = 9 tenemos 


x - 


-12 ± V02) 1 - 4-4-9 -12 ±0 


2-4 


3 

2 


Esta ecuacidn tiene solo una solucidn, jc = - 
c) Si usamos la fdrmula cuadratica con a = L b = 2 y c = 2 obtenemos 

-2 ± V2 2 - 4^2 -2 ± V-4 -2 ± 2 V^T 


x = 


= -I £ v^T 


Puesto que el cuadrado de cualquier nurnero real es no negative, V-l no esta 
dedriido en el si sterna de los niimeros reales. La ecuacidn no tiene solucidn real. ■ 


En lit seccidn 3.4 se estudia el sistema de los numeroa complejos* en el cual sf 
existen las rafees cuadradas de los numeros negatives. La ecuacidn del ejempio-7 (c) 
si tiene soluciones en el campo de ios numeros complejos. 

La cantidad b 2 — Aac que aparece bajo el signo de la raiz cuadradaen la fdrmula 
cuadratica se denomina discriminant? de la ecuacidn tir 2 + bx + c = 0 y se repre- 
sentan COit el signo />. Si D < 0. entonces \fb 2 — 4ac no estd defrmdo. por lo que 
la ecuacidn quadr^ticy no tiene solution real, como end ejemplo 7 <c)^ Si D = 0, la 
ecuacidn tiene sdlo una solucidn reaJ t como en el ejemplo 7 (b). Par ultimo,, si 
D > 0, entonces la ecuacidn tiene das soluciones reales distintas, como en cl ejem- 
plo 7 (a), En el siguienle reeuadm se resumen estas observacioncs. 


El discriminant© 


El dtocrfmln&nte de la ecuaridn cuadrJUca general ua 2 * bx + c = 0 (a * 0) 
es D =* b 1 - 4 ac. 

1* Si D > 0, entonces la ecuacidn tiene dos, soluciones reales distiixtas. 

2. Si D 0, entonces la ecuacidn tiene exuelamcnte una solution real, 

3, Si D < 0. entonces la ecuacidn no tiene solucidn real. 
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Ejemplo 8 Us o del di scrim in ante 

Uiilicc el discriminants para deienninar euanlas scduciones reaJes tiene cad a 

ecuacidtr 

a) - 1=0 b) Ax 1 - \2x + 9=0 c) - 2x + 4 = 0 

So lucio n 

a) El discriminante es D = 4 : — 4(1 )(- I ) = 20 > 0, de modo que la ecuaddn 
liene d-os soluciones distiixtas. 

b) El discriminante es D ~ (—12)" — 4-4-9 = 0, por lo que la ecuacidn tiene 
e^uctamcnie una solution real, 

c) El discriminante es D = (-2)" - 4(^)4 = — | < 0„ entonces la ecuacion no 

tiene seducidn real. ■ 


En scguida consideramas una situation dc la vida real que putde ser model ada 
mediante una ecuacion cuadnitlca. 


E.sta firmijla depends del heehci de que 
la ucderaudn dc h gravcdad cs, ccms- 
tame cerca de la superfieie (encatre. En 
csle caso ignoramos el efecto de la re- 
sisicucia del atn.\ 



Ejemplo 9 Trayectoria de un proyectil 

Un objeto arrojado u lunzado haeia arriba eon una vdocidad initial u 0 pies/s alean- 
zar4 un allura de h pics desputfs de t segundos, dnnde hyt cstan relacionadas me- 
dian tc ta formula 

h - — I6r + i j a i 



Suponga que se dispam una bala directamentc haeia arriba con una vdocidad i ra- 
cial de 800 pies/s. Su trayectoria se muestraen la figura 2. 

a) ^Cuando regresara la bala al nivel del piso? 

b) ; b Cuando alcanzmi una allura de 6 400 pies? 

c) ^Cuando akanzara una allura de 2 mi lias? 

d) / h Cual es el punlo mils alio que alcanza la bala? 

Solution Pues-to que la vdocidad inieial es % = 800 paes/s, la formula es 

/i - -16 r + 800; 


a) El nivel del piso corresponds a h — 0, de modo que necesitamtis resolver la 
ecuadrin 

0 = ” 1 6r + 800; Ss hacs Ji = Q 


0 — — I6r(t — 50) F^rtdrizacidn 

For cons iguiente, t — 0 o f = 50. Esto quiere decirque la bala inicia (; = 0) al 
nivel del piso y regresa al mtsmo nivel de spues de 50 segundas. 

b) Hueiendo h — 6400 tenemos 


6400 = -I6r + 800; 
16;- - 800; + 6400 = 0 
t 1 - 50; + 400 = 0 
(/ - 1 0)(; - 40) = 0 

1 = 10 0 f “ 40 


Se hace h = 6 
Tbtfltfs \w t4nnliiM tfl FM 
DMai&n entre 16 
D»CDmpcald&i ers teertonss 
Sdlucf^n 


l-a bala alcanza 6400 pies de spues de 10 s {el ascenso) y otra vez despu^s die 40 s 
{en el deseensn al suelo). 


ilerial protegido pci derechos dc au 
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c) Dos milks e$ 2 X 5280 - 1 0 550 pies, 

10 560 - - 16?* + 800/ Se base h = 1 o 5 eo 
16I 3 — 8G0f + 10 560 = 0 TodM Im timiliiH h pdurt Al PM 

i 2 — 50/ + 660 — 0 PMdAn cnxrc 10 

El di sen mi name de esta eaiACidn es D = (—50)" — 4{660) — — 140, que es 
negative). Por to tamo* la ecuaetdn no tiene soltieidn real. La ha la nunca alcanna 
una altura de 2 millas, 

d) La bala aicanza dos veces cada altura: una vez en el ascenso y una vez en el des- 
censo. La unica excepci6n es el punto mas alio en su trayectoria. al cual llega 
sdlo una vez. Esto quiere decir que para el valor m£s alto de h, la ecuaeion 
siguiemc sdlo tiene solucidn para t: 

h = -16/ 2 + 800f 

16r — 800/ + h — 0 los tormina* a) FM 


A su vez t esto significaque el discriminate Le D de la equation es 0, y ententes 

D - (—800)* - 4(l6)fc = 0 
640 000 “ 64A - 0 

h = 10000 


Compruebe sy respuesta 


5: 



5 

3+2 


= 1 + 1=2 


SM - 2 
PM = SM 
x — —1: 


PM - 


3 5_ 

-I + -1 + 2 

-3+5-2 


SM = 2 

PM = SM 


La altura maxima alcanzada es 3 0 000 pies. 


m 


Otros tipos de ecuactones 

Hasta este momento, hemos estudiado ctimo resolver ecuaciones lineales y cuadd- 
ticas, En seguida se tratan otros lipos de ecuaciones* incluso aquellos en los que hay 
potencias super! ores, expresiones fracdonarias y radicates. 


Ejemplo 10 Una ecuacion con expresiones 
fra colon arias 



Resueha la ecuadtfn — + — — = 2, 

x x + 2 

Solution Eliminatnos los denominadores rmiliiplicando umbos miembros por el 
mini mo cor/inn denominador. 






^ jjc(j + 2) = 2x(x + 2) MultipUcaeidn por MCD xf* + 2) 


3(x + 2) + 5x = lx 1 + 4.v 
ftx + 6 “ lx 2 + 4.r 

0 = 2x z - 4.r - 6 
0 = x 1 - 2x - 3 
0 = (x - 3)(j + 1 ) 
x — 3 = 0 o x + 1 = 0 
X = 3 x = -1 


ptfsarrallfl 
UcDBrroWo dd PM 
de &x + 6 

Amlras * crtiprcsi « divider irrt^s 2 
FactonzaeliSn 

Prop iedad del pnoducto rwlo 
SolueJin 
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Es neccsiuio comprobar las respucslas porque la multiplication por una expresiOn 
que contiene la variable puede introducif soluciones cxiraftas. Segiin la seecibn 
Compruebe su respuesta vcnus que las soluciones son x = 3 y — I , * 


Com pi ue be su respuesta 

, = -1 

A jjp 

PM = 2(-I)= -{ 

SM - 1 - V2 - (— i) 

= 1 - vt 

PM 

x — h 

PM - 2(1} = 2 
SM - I - Vi 3 1 
= 1 — 1=0 
PM ¥= SM 


Cuando resuelva una eeuaciOn que contenga radicates, sea especial mente euida- 
daso al comprobar (as respuestas finales, El ejemplo siguiente demuestra por qud. 


Ejemplo 11 


Una ecuacion qua involucra art radical 


Resudva h ecuacidn 2x = I - V2 - x. 


Solution Para eliminar la rafz cuadrada, primero Ea aislamos en un miembro, y 
luego elevamos al euadrado. 




X 


2x - \ = - V2 - * 

(2x - 1 ) 2 ~ 2 ■** x 
Ax 2 - Ax + 1 - 2 - x 
Ax 2 - 3j - 1 = 0 
{Ax + | }[x — 1) — 0 
A i + l = 0 o jc — J = 0 
x — — \ x = 1 


Kesta t 

Elfivamcs al cy adrada amtes misritiros 
□esairollo disl primer miembro 
Sums ds — 2 -f x 
Factoriz#ci6r- 

Fropiedad d$\ product# nub 
SduiSin 


Los valores x — — \ y x = 1 son sdlo soluciones potentiates, Es neoesario compro- 
barlas para ver si cumplen con la ecuacion original, De acuerdo con Compruebe su 
respuesta vemos que x = - J es una solution, pero x = l no lo es. La unica solu- 
ddnesjc = ( 


Cuando resol vemos una ecuacion, podemos terminaf con una o mfe soluciones 
extra fias. es decir, soluciones potentiates que no cumplen con la ecuacibn original, 
Enel ejemplo 11, el valor jc = 1 es una solution extrana. Dichas soluciones se pueden 
introducir cuando eLevamos al euadrado am bos miembros de una ecuacion porque 
la operation de elcvar al cuadrado puede transfornnar una ecuacibn falsa eat una 
verdadera. Por ejemplo, -1^1, pero (~1) 3 = 1*. Por consiguiente, la ecuacibn 
cuadrada podrfa ser verdadera para mas valores de la variable que la ecuacibn origi- 
nal, Esttes la razbn por la que debt comprobar siempre sus respuesias para tener la 
segurulad de que todas cumplen con la ecuacibn original. 

Una ecuacibn de la forma aW 1 + bW + c — 0, donde W es una expresibn al- 
gebraica, es una ecuacibn del tipo euadratico. Las ecuationes de tipo cuadriLico se 
resuelven reemplazando la expresidn algebraka con como se ve en las dos ejeni’ 
plus siguientes. 


Ejemplo 12 Una ecuacion de cuatro grade de tipo cuadratico 

Encuentre todas las soluciones de Ea ecuadbn j: 4 — fix 2 + & = 0. 

Solution Si hacemos que W = jc 3 , entonces oblenemos una ecuacibn en donde la 
rueva variable W es cuadiitica^ 


(j 2 ) 3 - Hx 2 + 8 = 0 
W 2 — 81V + 8 = 0 


W — 


-(-8) i Vl-Sf - 4 * S 


= 4 ± 2Vl 


jr J = 4 ± 2 V2 

j = ±Va ±2 V2 


ucrtbfl * 4 coma (* 2 ) 2 
Se Kace W *= * 2 

Formula cu^dritie^ 

W = x z 

Opxc ncijfir ? d* laft mess cuadmdas 


aterial pfolGQido pof dEtochos cte auEor 



54 


CAPfTULO 1 Fundamentos 


Pidgoras (alrededor dc 580-500 
iiriK-s ik- nuestfii era) tumid urm es- 
coda en Crotnrta, en el sur de 
llolia. que esmki dcdicada ill esiu- 
diu dc.- E:i ammchtca, gwnmetrfa, 
miiskay a&tronomia Los piUg<5ri 
cos, como elhs se llamaban a sf 
misioos, con^lil mar unj. socicdad 
secrcly con ncglus y ritov dc ini- 
ciariuo peail lures. No escribieron 
iiada, ni reveSaban a nadJe lo que 
aprendtan del maestro. Aurq uc las 
inujcrcs tertian prohibido por la 
ley asLsiir a reummies piiblicaa, 
Picdgoras permitio quo itsjstieran 
miijerts a su escuela, y su esiu- 
diitme mis farna&a fue Ttieano, con 
quien ve cast) posteriormente, 
5egun AnsunvIcH, los pitagu- 
ricus esutban uujivcrtcidos da que 
■’ins principle^ sk las materiftica* 
emn los princlpios de tod as Las 
cosas M , Su lema era "El todo sun. 
Uvi Enimcros". y se referian a I os 
numerns eniems. La principal con- 
tribucidn dc Pitagura> cs cl ieo- 
remfl que I leva mj rt ombre: efi un 
trianguLo rectiinguio el area del 
euadrado subre la hipolcnusa cs 
igual a la sutna dc las Jncas dc los 
euadrados dc I os otros dos lados. 


c 

a 

^rjl 

b 


n i , m . 1 

f “ + fr* 

El irversu del Tcorema dc Ptligo- 
ras lajnhien. es cierlo: un irtangu- 
lu kiLy.K I ados (Tl b > c ■sacisfacen 
a + b 1 - ( - es un tridngulo rcc- 
tdngulo. 


Enhances* hay cuaLro soluciones: 

V4 + 2 V2, V4 - 2 V'2, - V4 + 2 V'2, - V4 - 2 V'2 

Cor la ayudade una calculadora obtenemos lays aprnximac lores x ** 2,61, LOS, 
—2.61, -1.08. ■ 

Ejemplo 13 Una ecuaciort qua contiene potencias 
fraccionarias 

Deiermine todas las soluciones de la ecuaci6n x 1,3 + x 1/6 — 2 = 0. 


Solo cion Esta ecuaci6n es del tipo cuadrdtico porque si hacemos que W = x Ufl . 

enlonccs W 2 ~ (x 1 ^ 6 ) 1 = x |l3 f 


+ x ]/ * - 2 - 0 

W 1 4- W - 2 = 0 tece IV - x* 


(IV - 1)(IV+ 2) = 0 


W - ! - 0 
W = 1 


Jt 



o bier IV + 2 — 0 



Factoriz^tidr 

Fropiected del produeco nuk? 
5oluci(5ri 
W - x t/e 



x = (— 2)^ = 64 Obftsneldn de la sorta pitrtenclfl 


De acuerdo con Campn/ebe s u respuesta vemos que x — 1 es una soluci6n > pero 
x = 64 no lo es. La unica soludon es x = 1. ■ 


Compruebe su r&spuesta 

.i = ti 

PM = 1 L '^ + l 1 ^ -2=0 


SM = 0 

PM ^ SM s/ 


PM = 64 l|iJ + 64^ - 2 
= 4+ 2 — 2 = 4 
SM = 0 

PM SM X 


Por lo comdn, al resolver ecuaciones que contieneiii valorem absolutos^ partimos 
el problems , 


Ejemplo 14 Una ecuacion con valor absolute 

Resuelva la ecuaci6n | 2x - 5 | =3, 

Sbluci6n De aeuerdo con 9a dciinicirtr de valor absoluto, | 2 jc — 5 1 =3 
equivak a 

2jt — 5 - 3 o bien 2x — 5 = -3 
2x = 8 2x = 2 

Jt = 4 x - 1 

Las soludones son jt — L Jt = 4, • 


rotegWo por cfsrGchos do siulor 
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icios 
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■MWJ 


1-4 ■ Decenni ne si d valor dado es una solution dc la 
ecuacrfn* 

1. 4x + 7 = 9x - 3 

ft) x = -1 b) x = 2 

2. 1 - [2 - (3 - x)} - 4x - (6 + x) 
a) x - 2 b) x - 4 


X±-jh 

a) jt - 2 


= l 


b) x = 4 


X - 6 

a) x “ 4 


je - 8 


b) x = S 


5-22 ■ La ecuaciftn dada es lineal o tquivale a una ecuaddn 
lineal, Re sue I va la ecuacidn. 


S. 2x + 7 = 3) 

7, }x - 8 = 1 
9, ^7ur = 15 — 2w 

U. iv - 2 - b 

13. 2 (1 - x) = SCI +24 + 5 

14. |, + i(y - 3) = >-±i 


4 5x - 3 = 4 

B* 3 + |x = 5 

10. 5i - 13 = 12 -5f 

12. “ = “1+7 

5 10 


15. x — |x — |x — 5 = 0 


1 4 

17. - = — + 1 

x 3x 


w , X X + I 

16. 2x + 

2 4 


6* 


19* 


I 


1 


x + \ 


3x + 3 


10. 

20 . 


4 

5 


2x - 1 
x + 2 
4 

4*. — — _ 

x — 1 X + I 


2 


35 


21. [t " 4} 3 = it + 4) J + 32 22. V5x + vl2 ^ 


x + 5 

"vT 


23-36 * Resudva la ecuacidn para la variable indicada* 


23* PV = nRT ; para R 


24. F = G 


mM 

IF' 


para m 


\ 1 1 

25* — = — + — ; para 26. P — 2J + 2m\ para w 

K Ag rfj 

„ ax + b , 

27. = 2; para x 

ex + a 

28. a - 2[b — 3{e - x}] = 6; para x 
29* d J x + (a — ! ) — {a + l)x; para x 


. i? + I a — 1 fr + J 
30* — — - — : — + 


para a 


in W 

31* V - para r 32. F = G —y; para r 

.2 Li - **i 


para t 


33*a~+b‘=c; para b 

n^n + 1) 

35* h = + u D f; para* 36. S = — — ; para n 

37-44 • Resudva la ecuactfa por Jaaorizacitfn. 

37. x 2 + x - 12 - 0 38. x 2 + 3x - 4 = 0 

39* x 3 - 7x + 12 - 0 40. x 1 + ftc + 12 = 0 

4L 4x 3 - 4x - 15 - 0 42. 2y* + 7y + 3 = 0 

43* 3x 3 + 5x - 2 44. fi*(x - 1) « 21 - x 

45-52 ■ Resudva la ccuae ton com pki undo el cuadrado. 


45* x* + 2x-5 = II 
47* x 3 + 3x - | = 0 
49. 2x 3 + 8x + I = 0 
51. 4x 2 - x = 0 


46. x 2 — 4x + 2 = 0 
48. x 2 = lx - j 
50. 3x J - fix -1=0 
52. -2x 2 + 6i+ 3 «0 


53-68 * Encuenfre Sodas las suluciones reales dc la ecuaeidn 

cuadriticu. 


53* x 2 ■— ■ 2x “ 15 ~ 0 
55* x 3 + 3x + I = 0 
57* 2x 3 + x - 3 - 0 
59* 2y J - 7 - | ^ 0 
61* 4x J + 16X“9=0 
63. 3 + 5r + z 2 = 0 


54, x* + 30it + 200 = 0 
56. x 3 - tx + 1 - 0 
58* 3x 2 + 7x + 4 = 0 

GO- ~ + ft = 0 

62* w : = 3<w - 1) 

64. x 3 - V5x +1=0 


65* Vfix 1 + 2x - Vljl = 0 66. 3x 3 + 2.r + 2 = 0 

67* 25x : + 7Gx + 49 - 0 68* 5x 3 - 7x + 5 - 0 

69-74 ■ Utilice el discriiflinante para delemrinai d numem de 
solucinnes rcaJes dc la cciraeidn. No resudva la ccuacidn 

69, x 1 - 6x + I ^ 0 70* 3x 2 = tx - 9 

71* x 1 + 2.20X + 1,21 =■ 0 72. x 3 + 2,2Lx + 1*21 * 0 

73. 4x 2 + 5x + ^ = 0 74. x 3 + rx - s = 0 {5 > 0) 

75-98 ■ Encuentre todas las soludones redes de la ecuaddn. 

1 15 _ 10 12 


75. 


x - I 


77. 


100 


x + 2 
50 


5 

4 


76* — “ — r + 4 = 0 
x x - 3 


78. 


I 


x — I 


0 


Material prolegido por der echos de 


autor 
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79 * 


i + 5 
x - 2 


5 

je + 2 



8i, V57TT + 1 = x 82. 


x _ x + 1 
2x + 7 “ je + 3 = 

vT^jf + I - x - 2 


83. 2x + Vx + ] ** 8 
85, x 4 - nx 1 + 40 = 0 


84. W* - 5 + * = 5 
86. x* - 5x 2 + 4 = 0 


87, It 4 + 4x J 4- t * 0 88. x* - 2x J - 3 = 0 

89 T x 4 ^ - Sx 3 ^ +6=0 90. Vx - 3^ -4 = 0 

91, 4{j + ])^ - 5{x + 1)^ + (jt+ 1)^ = 0 

92, x Jft + 3x -l|ft = IGx” 3 ^ 

93, x !/1 - 3*'* =■ 3x m -9 94. x - 5V£ +6 = 0 

95, |2x| =3 96. |3x + 5| = 1 

97. \x — 4[ =0.01 98. |x-6| = “l 


Aplicaciones 

99-3:00 ■ Problems! de carida da los cuerpos Suptmga 
que dejamus caer un objeto desde una aliura ft 0 por arriba 
it^L suelo. Entonces., su altura dospues de t scgundos es 
h = - 16/ 2 + V donde ft se mide en pics. Utilice esta informal 
cion para resolver cl probiema, 

99. Si se deja caer una peJota desde 288 pics por aniba del sue- 
lo. ^cudnto tiempo es neccsario para que llcguc al suelo? 

SOrt. Se deja caer una pelota desde la parte superior de un edifi- 
do de 96 pies de alto, 

a I ^CuSnto tiempo tarda en recomcr la mitad de la distan- 
da al SLielo? 

b) {.Cudnto Eardara en llegar al sueEo? 


10C— 102 ■ Probl&mas de tatda de los cuerpos IMke Ea 
formula h = - 16r 2 + u 0 r que se analiz6 en el ejempln 9. 

10], Sc lanza una pc lota had a arriba eon una vdocidad initial 
de Uo - 40 pies/s. 

a) (.Cudndo alcanza la pc Lota la allure dc 24 pies? 

b) iCu^ndo flkaraa la altura de 48 pies? 

c) (,Cuil es la altura maxi mu que alcanza la pdula? 

d) ^C’uindo alcanza la pe lota el pu nio mil al to de su 
ireyecloria? 

v} ^Cudodo golpea el auelo la pelola? 

102. ^.Qud tan ripido sc tendria que lanzar hacia aniba una 
pelota para akanzar una altura maxima de 100 pies? 
[Sugerertcia: utilice el discriminants de la ectuckta 
16/ : — L’ 0 f + h = 0.1 

103. Contraction do las vigas da cone rat a A medida que 
cl concrcto fragua, sc contrac — entre mayor cs el ccm- 
tenido de agua> es mayor la contraceibn — , Si una viga de 
concrete tiene un conte aide de agua de m kg/m \ entonces 
sufriri contract idn de acuerdo con un factor 


5 = 


0,032» - 2.5 

io6w" 


donde .S' es la fraccidn de \a Longitud de la viga original 
que desaparece debido a la ■coniraccidn. 

a ) Una viga dc 1 2,025 m dc largo se cuela con ctmcnelo 
que condene 250 kg/m H de agua. ; ,Cuil es el factor de 
contraccidm S? ^Cuinlo medif i de laigo la viga 
cuando seque? 

b) Una viga nude de largo 10.014 m recibn cotada. Querc- 
mos que se eontraiga a 10.009 m, por lo que e! factor 
de cnntraceibn debe serde S = 0.00050. ^Qu^ con- 
ten Ido de agua proportioned esta cantidad dc 
contraccibii? 



1 04, Ecuacibn de una lente Si F es la distancia local de una 
lente convexa y se coloca un objeto a una distancia x de 
3a lente. en to nets la inragen del objeto estara a una distan- 
cia y dc la IcnEc, donde F,x y y Cstan tclacionadas mc- 
diante la ncuatitin de mu knte 

I = I I 

F x y 

Supongaque la distancia focal de una lente es de 4.8 cm. 
y que la imagen dc un objeto cs 4 cm mis ccncana a la 
knee que cl objeto cn sf £A qu£ distancia dc la lente csti 
el objeto? 

1 115. Pqblacian de peces La poblad6n de peces de un lago 
aumenla y disminuye segun la formula 

F = 1000(30 + I7f - t 1 } 

En esto ertso, F es la cantidad dc poccs quC hay cn cl Licmpo 
t. donde i se mide en bAo* desde el primeto de enen> de 2002. 
cuando la poblaeion de peces se estimd por vez prtmera. 

a) iE n qud fecha la ptibEaeibn de petes volvert a ser la 
rrnsma que en el primero de enero de 2002? 

b) (, En que fccha habriin muerto lodos lo.s poccs del lago? 

106, Poblacidn da paces Un gran estanque se surte de peces. 
La poblaeion de peces P se modeb mediante la fdimula 

P = 3r + 10 V/ + 140, donde t es el numero de dias a par- 
ti rde que lets peces se introdujeron a I estanque, i.Cuanto& 
dias se laidara en que la poblaeion de peces alcance 500? 

107, Ganarcebs Un bbricnnte de pequeflos instnmtentos 

encucntra q ue la ganancia P | en ddlares) generada por la 
pn>ducci6n de x homos de microondas por se madia esti 
dada por la formula P = (300 - x} siempre que 

0 ^ x ^ 200. ^Cuintos homos se tienen que. fabnear en 
una semana para generar una ganancia de 12.50 dblares? 

108, Graved ad Si un segmento de recta imaginario se traza 
enlrc lus ccnlras dc la Ticrra y la Luna t cntonccs la fuerza 


+rlr 


jido por d crechc 


10 000 
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graviladorui neia F que actuaen un objeto siluado cn esie 
segmento es 

-A' 0.012A 

r _ 1 

x* (239 - x f 

dondc K > f) es una constant y x cs la di starve ia del ohjeto 
Jesuit - el centra de la Tierra, medidu en miles dc mi II as. 
e,Qu£ Ian lejos del centro de la Tierra estsi eE '"punEo 
muerto" donde ningutia fuerza gravitational aciila sobre el 
objelo? Express su respuesia en l a mil la irks cercunu. 



109, Profundi dad dc un pozo Un m£|odo para detemunar 
9a pmlundi dad dc un pozo es a no jar una piedra haeia den- 
tro y sued if el tiempo que tocna hasca que se escucha cl 
choque conira d agua, Si d es la profundidad del. pozo en 
pies y r, en liempo en segundos que requiem Ea piedra 
para llcgar a I agua, enhances d — E6f ,+ de irtodo que 
1 1 = V'S/4. Luego, si f, es el tiempo que larda el sonido en 
viajar, entrances d = l09Qfj porque la velocidad del sorido 
es 1 two pies/s Entonces ? 2 = tf/1090, Pear lo iurtto, el 
[jempo tola! transcnmdo enlre que se armja la piedra y es- 
cuchar que choca contra el agua es 



,‘Quc tan profundo es cl pozo si el tiempo total es 
3 segundctfl 



i 

i 

• 


Tiempo 

“1 

1 

1 

Tteanpo 

eti que 


* en que 

111 picJrj , 


1 d son i do 

cae: 

! 

sulw: 

a - f \ 

F ! 



*- lt»t) 


Descubrimiervto * Debate 

1 II i Un a f am i It ade e>c u ac i a nut La ecuacitin 

3 jf + Jt -5 = Jfc*-A+l 


es en rcalidad una rani ilia tie eeuaeiones porque para cada 
valor de k obtenemos una ecuacibn distinta eon la incog- 
nita x. La letra it se denomina parti metro de esta Tamil ia. 
iQu£ valor detenus escoger para k para que el valor dado 
de x sea una solution de la ecuacibn resultaote? 

a)jr -0 b) x = 1 c}* = 2 


ill. iDemoatracion de que I* - I? A1 parecer, los pasos 
siguitnleis dan ccuadoncs equivalents, lo cual parccc 
demostrarque 1 = 0, Eneuentred error. 


x - I 
JT 1 = X 

x* - x = 0 
x{x- I) =0 
x{x - a) _ o 
r - I jc — 1 

x = 0 

1 = 0 


Date? 

MultfyltaBl&l per x 
Re$ta de * 
Fsctorizaclbn 

Division entne x — l 

SEmphflcacfcflii 
Dado k — 1 


1 1 2. Volumen de so lidos La esfera, cilindro y el cotvo 
mewtradtw aquf tienen el mistiw radio t y el mtsmo 
volumen V. 

Hi Ur dice In* formulas del volumen que sc cncucnlian en 
Eos fbrros interiors de este Ubro para demostrar que 

iflT s, -flr 2 fc, y |irr J = jiri^A; 

b> Resuelva esras ecnariones para h , y h z . 



T 

_L 



1 13. Helacionas «ntra raicoa y coflficientes La formu- 
la cuudrutiea nos proporciona las rafees de una ccuacidai 
cuadr^itica a panir de sus coefkicnles. Tambifn es posible 
ohtener I os coeficientes a parti r de las rafees. Por ejemplo h 
cncuentre las raices de la ecuaeidn x 1 - 9.r + 20 = 0 y 
dcmueslre que el pmducto de las ruices es cl tdrmino 
constante 20 y que la suma de las rai'ces es 9, el negativo 
del coelcieniA de x. Dcmucstrc que Ea misma relacidn 
entre rafeeft y eoefieientes *e cumple pture ks ecuaciones 
siguientes: 

T' - lx - 8 = 0 
X % + 4Jt + 2 ^ 0 

A pi i que la formula CAddritica para demostrar quc t cn ge- 
neral r si li«uad6n* : + b j + c = Otiene miecs r : y r lt 
cnlonces c — r^yh = — (zj + r 2 ). 
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CAPlTULO 1 Fundamental 


] |4. Resolution de una ecuacion de maneras distintas 

¥a so EJitudiaion van its maneras de resolver una ctiuadbn 
cn csia section. Algunas ecuariones sc pueden ahor'dar 
por m+is de en inetndo. Por ejemplo, la ecuacion 
x — Vj - 2 = 0 csdc tipo cuadiitieo; podemos resol- 
vcrla hacienda Vjt = uv.t= rd, v factoniando despite* , 
O tambie n se puede eHminar Vx. elevando al cuadrado 
umbos miembrm* y luegn resolviendo la ecuacidn 
cuadraOca resultanie. Resuelva las ecuaci ernes siguicnhes 


usando am bos metodos senalados y dcmucslrcquc oblicrrc 

3 as mLsinas respuesta* finales. 

a) .c - Vx -- 2 — G tipo cuadratico: despcje del 

radical y clcvar a] cuadrado 

+ 1 = ft tipo cuadritico; 

imillipticacinn por 
cl minima cornu n 
denominador 


12 30 

w (x'-y? + 7=1 
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IVIodelado mediante ecu aciones 


Muchas de loss problemas de las dertcias, economfa, finanzas, medicina y otros nu- 
menosos cumpos sc pueden imdueir a problem as de algebra. Esta cs una razdn por la 
que el algebra es lan util. Bn esia section usamos las ceaadencs conto modelos 
malemitLcos para resolver problemas de la vida cot id i an a. 


Criterios para modelar con ecuaciones 

Se apliean I os si gui elites criterios para planiear cc u nci ones que modclcn situaciones 
I'ormul atlas cn palabras. Para mostrar la manera cn qtic los criterios pueden ayudar a 
p] uni ear las ecuaciones, anoiamos al mtirgen cuando funciona cada cjcmple de esta 
seed bn. 


Criterios para modelar con ecuaciones 


1 . [denlilirar la variable* Idencifique la eantidad que el pmblema le pide de* 
terminar. Por |o regular,, esta cantidud se pucde determiner por medio tic unu 
lectura cuadadosa de la pregun (ll plameadn al (inal del problems. Entorces 
introduzca la notacidu pura ta variable 1 1 la me la \ o eualquier otro n ombre). 

2 ■ Kspresar todas las incognitas en terminus de la variable. I .ea una vtJZ 
mas eada oration del problems, y express: tod as las cantidudes meneionadas 
en el problems en terminus de la variable que detiniri cn el paso I. Para nr- 
izaniTar esta inlormaeinn, a voces es util dihujar un esquema 0 elabnrar 
una labia, 

3. HI a it tear el mttdvh). Encuentre el hecho dedsivo en el problem:! que rela- 
eionu las expresiones que listed lisui en el paso 2. PI an tee una ecuacion o 
mud chi. que exp] esc eslu re lad bn. 

4 Res uel vu \ A ecuacion > comp rue he mi respuesta. Resuelva ta ecuacion, 
verifique la nespuesta y expose la como una oracibn que responde a la pre- 
gunia hecha en el problem:!. 


El cjcinplo siguientc i lustra la manera en que estos criterios se aplicar para I ra- 
il ueir el enuneiado de ur prublema al lenguajc del algebra. 


ile-rial protegk 
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Ldentifique La variable 


Ejemplo 1 Renta de un automdvil 

Una compaMa que renta automoviles cobra 30 dolares al dia mSs 15 centavos de 
ddiar por mi] la a] rcntar un automdvil. Helen renta un automdvil por dos dfas y su 
cuenta es de 1 08 dblares, ^.Cuantas mill as recorrib? 

Sol u cion Se pide determiner la cantidad de mi I las que Helen recorrid. Enfor- 
ces sea 

x = cantidad de millas recorridas 

Luego tradudmos tod a la in Format ion del problema al lenguaje del dlgebra. 


Express Uxlas las cantidades 
desconocidoK en lemninos dd la 
variable 


En palabras 


En lenguaje algebraico 


Caotidad de millu recorridas * 

Costo de 3 j canddad de milks 
recorridas (a 1 5 centavos la milla) 0. 1 

Cosio diario { a 30 ddlans el dta) 2 [30) 


En seguida planteamos el modelo. 


Plante* el modelo 
Resolucidn 


Compruebe su respires! a 

costo costo de costo 
total = las rtiiljas + por 
recorridas dia 

- 0.15(320) + 2(30) 

= m s 


costo de las costo _ costo 

millas recorridas diario total 


0.15* + 2(30) = 108 


0,15* = 48 

Suatriwdiii rfe 60 

48 

* 0.15 

Division 0.15 

x = 320 

Calculadora 


Helen recorrid 320 mi Has con sn auto renmdo. 


Idem ift que la variable 


Construction de modelos 

En los ejemplo* y ejercicios que siguen plant cantos ecuaciones que mode Ian pro- 
blems en muchas situaciones distintas de la vida cod di ana. 

Ejemplo 2 Interes de una inversion 

Mary bereda 100 000 dolares y los invierte en dos certificados de depdsito. Uno 
de los certificados puga el 6% y el olro puga 4^ % de i uteres anual simple. Si el 
interns total de Mary es 5025 ddlares por afio, ^eu&ito dinero esi^ invertido en cada 
tasa? 

Solution El problema pide la cantidad que Helen invirtid a cada una de las 
tasas. Sea 

x = Ea cantidad invejtida a 6% 

Puesto que el total de la hereneia de Mary es de 1 00 000 ddlares, se infiere enton- 
ces que invirtid 100 000 - Jt al 4\%. Pa.sarrtos toda la infomiacion al lenguaje del 
dlgebra. 
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CAPITULO 1 Fundamental 


E.tprese todas Its cantidaties 
defrconucidas cn Lcrminos Jc E:i 
variable 


En pa fa bras 

CiLrutdad invenida id b% 
Caniidad invert ida al 4^ % 
Interns ganado al 6% 
Intends ganado at % 


En lenguaje algebraico 

x 

too 000 - x 

O.Qbx 

0045(100000 - x) 


Aprovechamos el hecho de que el interes total de Mary es de 5025 drilures para 
planlear fit model ti. 


Flantee el modelo 

interns al 6% + i uterus al 4^ % = interns total 



0,06* + 0.045(100 000 - x) = 5025 


Resuelva 

0,06* + 4500 - 0.045* = 5025 

Mufti pficacidn 


0,015* + 4500 = 5025 

Combinac^ti At lo& x 


0.015* - 525 

&ustrsccidn de 4500 


525 _ . 

* = —— = 35 000 

PM&idn erctne O.D15 


Por lo tamo, Mary imvirtio 35 000 ddlaies al 6% y los restitutes $65 000 do tares 
al 4 t%. 


Compare be su respuesta 

interns local = ti'ft dc 35 000 ddJarca + 4 1 % de 000 ddlares 

= 52100 + 12925=55025 ^ 


Ejemplo 3 Dimensioned de un cartel 

bn problems coma £ste. pain el que se Un cartel tiene una superficie impresa de 100 por J4£}cm y una franja de ancho uni- 

rcquienc gtomciria, es cscncial dibujar forme alrededor de los cuatno I ados, El perimetro del cartel es 1 i veees el 

an diagram* cnmo el que m: rmwsira en perimetro del area impresa. ^Cual es el ancho de la franja en bianco y curies son las 
h figiira 1 , dimensioned del cartel? 

Soluribn Se pide deierminar el ancho de la iVanja en Manco. Entonces, sea 

Idenhtique la variable T = ancho de la franja en bianco 

Luego pasamos la informacidn de la figura l al lenguaje algebraico: 


IT iprcM: I us canfidades ikseonocidiis 
cn lcrminos dc la variable 


En palabraa 

Ancho de la franja cn bianco 
Pertmeiro de la superficie impresa 
Audio del cartel 
Largo del cartel 
Perimetro del cartel 


En lenguaja algebraico 

x 

2(100) + 2(140) - 4S0 
100 + 2v 
140 + 2x 

2(100 + 2x) + 2(140 + 2.v) 


iterrial prolegido por dor echos de out or 


Plntae d mnddo 


Resoelva 


ldcnlifiqLic la van able 


Express indy* las cuntidaties 
desconocid^en lenninos de la 
variable 
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A conti nuacidn usaremos el heeho de que el peri metro del carte! es veces el 
perfmelro del Area impresa para formular el modclo. 


perimetro del cartel ^ 2 ► perfmelro del Area impress 


2(1 (XI + 2x) + 2(140 + 2.v) = ]*480 

480 + 8* = 720 
8* = 240 


jr = 30 


Pesamalio y combinadin 4c 
t£rminc& 9e;rnej'antfi£ en si PM 

Suetracddr de 4-&0 
Di^lsltfn entre £ 


La franja en bianco mide 30 cm de ancho, de modo que las di men si ones del 
cartel son 

1 00 + 30 + 30 = 1 60 cm de audio 
por 140 + 30 + 30 = 200 cm de largo 



Ejemplo 4 Dimen si ones de un terreno para construction 

Un lertcito de forma rectangular para con sire ir mide 8 pies mas qne el ancho y su 
area es de 2900 pies cuadrados, Deiemnine las dimensiones del lote. 

So I u cion Se p ide determinar el ancho y el largo del terreno, Ententes, sea 

w - ancho del terreno 

Luego expresamos la in formation datia en lenguaje algebraico (v£ase la figura 2 de 
la pag. 62). 


En palabras En lenguaje algebraico 

Ancho del terreno w 

Largo del lerTeno w + 8 

Ahora planlcamos el model®. 


Material protegido por dorechos do a utor 
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Formule el model® 


Re suet v a 


Identiftque la variable 


audio dd largo del 
terrene ' terrene 


area del 
terreno 


w{w + 8) = 2900 
w 1 + — 2900 

w l + 8w - 2900 = 0 
(hi — 50)(ui + 58) = 0 
w - 50 o id - -58 


PffSdfTOTO 

Subtraction tie 2 &QD 
Facto rizac'dn 

Fropedad del products tiulo 


Puesto q ue el ancho del terreno tiene que ser im ntimero positive, concluimos que 
u?= 50 pies, El largo del temeno e$w-l-8-50 + 8 — 58 pies. 


Figura Z 


w + 8 


w 


Ejemplo 5 Deter min act on de la altura deun edificio 

aplicando lo$ triangutos semejantes 

Un hombre de 6 pies de estatura desea encontrar la altura de un. edificio de cuatro 
pisos. Mide la sombra del edilicio y encuentra que e& de 28 pies, y mide tambidn &u 
propi a sombra, la cual es 3 j pies de largo, ^CuSl es la altura del edificio? 

Solution El problems pide detemiinar la altura del edificio. Sea 

ft - altura del edificio 

Aprovechamos el hecho de que los triangulos de la figura 3 sort semej antes. Re- 
cuerde que para cualquier par de tri Angulos semej antes las re lad ones de sus lados 
correspond] entes. son iguales. Ahora traduzcamos estas observaciones al lenguaje 
del Algebra. 



Exprese todas las cantidades 
descomxndas cn terniinos dc la 
variable 


€ n pa labras E n leng ua j e a igebraico 

Altera del edificio h 

Relacidfi entre la altura y la ba.se del trt&ngulo mayor ^ 

Reladdn e&tre ]a altura y la base del triangulo merior o 


Plantee d moddo 


Como el trifingulo mayor y el menor son $emejantes, obtenemos la etuacidn 


proportion enire la aliura y la 
base cn el tri^ngulo grande 


proportion cnlre la altura y la 
base end tri Angulo pequeno 


h_ 

28 “ 
h = 


A 

3*5 

6*28 

3.5 


= 48 


Material protegidp port) Grech os do aut 


Resuelva 



Identifique U variable 


Figura A 
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El edifieio cs de 48 pies de alto. 



Ejemplo 6 Mezrtas y co rtee ntra cion 

Un fabric ante de bebidas refrescantes atirma que su naranjada tiene ''saboriEante 
natural 11 , antique eontiene solo 5% de jugo de naranja. Una nueva ley federal es- 
tablece que para que se lie llame ‘'natural" a tins bebida £sta debe contener por Io 
menos 10% de jugo de fruta. ^Cuinto jugo natural puro debe agregar esie fabri- 
cante a los 900 galanes de bebida de naranja para apegarse a la nueva 
reglamentacibn? 


So lu cion El problema pide deierminar la cantidad de jugo de naranja puro que 
se debe anadir. 

Sea 


x — la cantidad {en galanes) de jugo de naranja puro que se tiene que anadir 

En cualquier problema de este tipo, en el cual se mezclan dos sustancias dife rentes, 
un diagrams ayuda a organ izar la informal idn dada fvease la figura 4), 


Hh 

5% de jugo 1 0U% de jugo 


10% de jugo 


Volume n 


000 alone -» 


Cantfdud 5% de 900 galones 100% de t galones 
de jugo de = 45 galoncs = v gakmes 

naranja 


900 + i plorn* 

= 0.1 1 900 -l- i, ; ail ones 
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CAPiTULQ 1 Fundamental 


Efcpresc lodas las cimfidades 
desC'Onocidas en t&minos de la 
variable 


Plantee el mode 3 o 


Rtiutlva 



f 


Idem itiqu-c la variable 


Luego Haducimos la information que se da en la (igura al lenguaje del algebra, 


En pa fa bras 

Cantidad de jugo de rcaranja que se dene que ariadir 
Cantidad de la mezcla 

Cantidad Jc jugo ifc naranja tn cl primer recipicnie 
Cantidad dejugoen cl segundo recipientc 
Cantadad de jugo de naranja en la me^cla 


En el lenguaje glgebraico 
x 

900 + ,r 
0.05(900) = 45 
1 ■ x — x 
0. 10(900 + jc) 


Para planlcarcl mode to, apruYCebuimts el bccht) dc que La cantidad total dc jugo dc 
naranja en Its mezcla es Lgual al jugo de naranja en los primeros dos recipients. 

cantidad de jugo cantidad de jugo de cantidad de jugo 
tie nar:inja en el -+ naranja en el = tie naranja en la 
primer recipient segundo recipientc me/.cla 

Segan ta figura 4 

Multi pi icfleidn 

&u5tracci6rl de 
0.1* y 45 

PMSidn entre 03 

El fabrieanie debe adadir 50 galones tie jugo de naranja puro a la bebida, ■ 


45 + x = 0.1(900 + jr) 
45 + j = 90 + O.Ijt 
0 . 9 * - 45 


, = £ = 50 

0.4 


Compruebe su respuesta 

cantidad tic j ago antes de la mczcla — 5% dc 900 galones ■+■ 50 galones de jago pure 

= 45 galones + 50 galones = 95 galones 

cantidad de jugo despu£s de la tnezcla = f0% de 950 galones - 95 galones 
Las caniidades in n iguales, ■/ 


Ejemplo 7 Tiempo necesario para hacer un trabajo 

Debido a una fuerte lormenta imprevista, el nivel del agua en una presa se debe re- 
ducin' un pie, La apertura de la compueria A reduce el nivel a esa cantidad en 4 bo- 
ras, pero la apertura de la compueria rods pequena B permite el desalojo en 6 boras, 
iCudnto tiempo sc neeesita para bajar cl nivel del agua un pic si se abren am bass 
compuertas? 

Solution Se pide detcrminjir c! tiempo que se rcquiqrc para bajar el nivel un pic 
si ambits eoiiipncrtas se abren, Sea entonees 

x = el tieinpci en boms que se requiere para bajar el 
nivel un pie si ambas compile rtas se abren 

Enconirar una ecuaeibn que relaeione x con las otras cantidades de estc problema es 
diflcil. 


Material proteQldo por rfsr&chos do a 
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Express nidus Us cantkUdfts 
de ^omxidti> en [Aminos de la 
variable 


Plan tee el modelo 


Resuelva 


Identifique la variable 


Garo que x no es simplemcnte 4 + 6, porque eso significant que juntas las dos 
compuertas requeririian mSs tiempo para bajar el nivel del agua que una sola, 
Enionces, exatrtinemoi iafmccim del rrabajo que puede hacer cada una de tax 
compuerlas cn una flora „ 


En palabras 

En lenguaje algebraico 

Tiempo que ncccsitan las COQlpuertK Ay B juntas 
para bajar el nivel 1 pic 

jrh 

Nivel que baja A en 1 h 

4 de pie 

Nivel que baja B cn 1 h 

^de pic 

Nivel que baja con A y B juntas en 1 h 
A bora pluntcamos el modelo, 

j de pic 

parte que efectua A + parte que efectua 6 = parte que efectiian ambas 

l + i-i 

4 6 Jf 

3* + 2x = 12 

Multiplic^idn par -el 
MCP,t£* 

Sjst = 12 

AdickSfi 

* 

li 

Ptosi&i entne 5 

Se necesitan 2f horns, o 2 h 24 min bajar el nivel un pie si se abren ambas com- 


puertas. a 

El sigulente ejemplo train de La distancia, rapid? z (velocidad) y tiempo. La 
formula que se debe tener preseme es. 


di stand a = rapidez x neitipo 


donde la rapidez es velocidad consiante o velocidad promedio de desplazamiento de 
un objelo. Porejemplo, manejar a 60 millas por bora durante 4 horas representa una 
distune ia de 60 - 4 = 240 millas, 

|ijemplo 8 Un problems de distancia velocidad tiempa 

Un avion vol6 desde Nueva York a Los Angeles, una distnncia de 4 200 km. La 
velocidad para el viaje de regreso fue de 100 km/h mas rapido que la velocidad de 
ida. Si el viaje total dura 13 horas, ^cudl es la velocidad del avidn desde Nueva York 
a Los Angeles? 

Solution Se pide la velocidad del avi6n de Nueva York a Los Angeles- Hagamos 

j = velocidad de Nueva York a Los Angeles 

Entonces s + 100 = velocidad desde Los Angeles hasia Nueva York 

En segulda organizamos la informacidn en una tabla. Primero llenamos la 
column a “Distancia", porque sabemos que entre las ciudades hay 4200 km r LucgO 
llenamos la eolumnt “Velocidad”, ya que hemGS expresado ambas velocidades en 
tenninos de la variable s. Por Ultimo, caleulamos las entradas para La columna 
"Tiempo” mediante 

distancia 
tiempo = — 

velocidad 
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CAPiTULQ 1 funds mentqs 




Distand a (km) 

Velocidad Lkm /h) 

Tiempo (h) 

i^presc Las caittidade x desconocidas 
en term i nns. de la variable 

N,Y. a LA. 

4200 

f 

42CX) 

jf 

4 ‘mi 


LA, a N.Y 

4200 

s + 100 

.f + l(M) 


E] viaje total dura 13 boras* de modo que te nemos el modelo 


Planiee el model® 


Resuelva 


tiempo desdc + cicmptu dcsdc _ licmpo 
N.Y. a L.A. L.A. a N,Y. total 

4200 4200 

L 4- ■ — = 1 3 

J i + 100 

A] myltipHcar por el comun denomination jt(v + 100)* obtenemos 

4200fj + 100) + 4200b = Bs(j + 100) 
mws + 420 000 ^ 13j 2 + 1 300s 

0 = 1 3jt 2 - 7100s - 420000 

Antique esta eeuaeidn se puede faclorizar, con eaniidades tan grandes qni/A sea mis 
rapido usar la formula cuadritica y una cakuiadorn. 

7100 ± V(-7100) z - 4( 1 3 )(— 420000) 

J ~ 2(13) 

_ 7100 ± 8500 
26 

— 1400 

s = 600 o s — “ ^53,8 

26 

Puesto que s represents la velocidad, rechazamos la respuesta negativa y con- 

cluimos que la velocidad del avidn dcsde Nueva York hasta Los Angeles fue 

tie 600 km/h, ■ 


Ejemplo 9 Energia que gasta a( volar un ave 


A 

r 


InUi 


i millus 


B 


sC _ O 

" Zona dunde 
atriba 


12 m il las 


Figura 5 


Los ornitologos han determinado que algunas e species de aves eviian volar sobre 
euerpos de agua grandes mientras hay a luz del dfa porque, por lo general, el aire se 
eleva durante el dfa sobre el suelo, pero desciende sobre el agua. de modo que volar 
sobre el agua requieme mas energfa, Un ave es libcrada cn cl puntoA en una isla* a 
5 mi lias de B, el punto mSs cercano sobre ura orilla recta de la pi ay a. El ave vuela 
hasta el punto C sobre la tail la de La play a y luego a lo largo de la play a hasta una 
zona D donde anida, segun se i lustra en la Hgura 5. Suponga que el avc licne 
170 kcal de reserves de energia, Uliliza 10 fccfit/milla ul volar sobre lierra y 
14 kcal/milla aE volar sobre agua. 

a) i,Dbnde se debe u hi car el punto C para que el ave util Lee exactamente ! 70 kcal 
de energfa durante su vuelo? 

b) ^Tiene cl ave suficicnics reservtLs de energfa para volar de manera direct a desde 
A hasta D? 


Material protegido por cterechos da autor 
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EjCpfcw htdas Jas tiiFilidudcs 
deseonocidas en t£nninos de la 
variable 


Plantee el modcln 


Rcsuclva 
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So lucio n 

a) Sc pide deLerminar la ubicacidn de C. De modo que 

x — di stand a desde li hasta C 
Dc ucuerdo con la hgura y pore! hecho de que 

energta USada — cnergia por nulla X miliar vuladas 
detenuinamus Lo siguiente; 


En palabras 


En lenguafe algebraico 


Dtattocta desde hasta C 

I'Jifltariciade vuelo sohre el agua (desde A hasta Cl 

Distant i a de vuelo sobrc ticna (desde C hasia D) 

Rnergia Utilixada sobre cl agua 

Emcrgia usada sobre lierra 


x 

VV 2 + 25 -r'-.i d' i q ar;i >: 

12 - A 

I4VV + 25 
10(12 - x) 


Ah ora eslablccemos el modelo. 


energfa total 
dttdt 


eneigia usadti + energia usada 
‘-obrecl agua sobre tierra 


170 = 34V + 25 + 10(12 - x) 


Para resolver esta ecuacitin, eliminamos primero la rafz cuadrada pasando lodos 
3 os otros terminos a la izquierda del signo de iguat y Luego elevHiuos al 
cuadrndo am bos mienibros. 


170 - 10(12 - x) 
50 + t(k 
(50 + }Qx) 2 
2500 + I OGfk + 100.r 2 

0 


= 14 V V + 25 


afeia cl l^nrim? de la nafo 
Cuftir&'ta en et priTyrr miettibnc 


= I4Vj 2 + 25 


5impliflc*;idn dtA primer mieinbrci 


= (14}V + 2J) 
= I96x j + 4900 


Se etevan al cuadrado amboe 
miemjjne© 

ETfsamolk) 


= 96t 2 - 300Oi- + 2400 


Tiasbs las %hrcana& &j pa© an al 
primer %&rrt\h\o 


Esta ecu ac ion se puede faetorizar, pero eomo las cantidades son muy gr ancles 
es mas scndllo usar Ea formula cuadratiea y ima ealculadora: 


x 


1000 ± vT-ll»»>) ! - 4(%)(2400) 
2(96) 


] 000 ± 280 
m 



o bien 3] 


EE pun to C debc eslar a mi lias o a mi Has de & para que el ave utiliec 

CJiactamente 170 keal de energfa durante hu vuelo. 

b) De acuerdo con el teorema de P itiigoras (vease la pag, 54). la longilud de la ruta 
desde A hasta D es V 5 : + \2 2 = 13 inillas* de modo que la energfa que el ave 
nequiere para esa ruta es 1 4 X 13= ! K2 kcaL Esio es nils de to que tiene 
cl ave reservado, de modo que no puede irsc por esa ruta. ■ 
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CAPITULO 1 funds mantes 


1.6 


Ejercicios 


1-12 * Exprese la caniitiad dada en tirminos tit la variable 

tndkada. 

L I .a suma de ties enteros consecutivus: n - primer entero 

de Los trea 

2. La suma de lies ertterus coosecutivos; n = enteru interme- 
din de los ires 

X El promedb de tres catificadmi.es de examenes si las 
primeras dos calLficaciones son 78 y 82; s = tereera 
catificaridn 

4. EJ promedio dc cuatro caliBcaciones si eada una de las ires 
primeras t$ 8; if = Cu;u1a ealiitcrteiori 

5- El imerds obtenido despue* de un ado de una inversion al 
2* 9b de interns simple anual; x ~ cantidad dc do] ares 
invertida 

6w La rcnta total pagada por un departomento si la tenia es de 
795 ddlares a I roes; n = cantidad de me.ses 

7. El area en pies cuadrados de un rcclangulo cuyo largo es 
ties veces an ancho; w = audio del rcctangulo cn pics 

8. El perimetro cn cm de un rcclangulo cuyo largo es 5 cm 
mayor que su ancho: it 1 = ancho del rectingulo eri cm 

9* La distancia en niillas que reconc un autom6vil cn 45 min; 
s = ve l odd ad del vehiculo cn mi lias por flora 

10. El tiempo cn haras que st requiere para vmjar una distancia 
dada en 55 millas/h; d = distancia dadaen mil las 

11. La concentracidn en onzas por galon de sal cn una mczcla 
dc 3 gjdonc-H dc salmucru que oumienen 25 onzas dc sal, a lu 
cual sc k ha anadido agua pdra: x = volumen dc agua 
puo adicionada cn galones 

12. EJ valor cn centavos del cambio que hay cn una bolsa que 
uunticnc cl duble de monedas dc cirveo centavos que dc 
monedas dc un centavo, cuatro monedas ends de diez cen- 
tavos que dc monedas de 5 centavos y la misma cantidad de 
monedas dc 25 centavos que de monedas dc 10 y dc 5 cen- 
tavos combinadas; p - cantidad de monedas de a centavo 

Aplicaciones 

13v Problema de niimeros Enc uen tit trts cn terns ccmsecu- 
tivos cuya suma sea 156. 

14* Problems de ndnnerot Encuentre cuatro enicros im- 
parts cocsecuUvas cuya suma sen 416. 

t5, Problems de ruimeros t’alcule dos mimeros cuya suma 
es 55 y cuyo producto es 684. 

lft. Problem a dt numcros La suma dc Ids cuadrados de dos 
enteros parts eonsccunvos cs 1 252. Encuentre lus cnictvs. 

17. Inversion's Phyllis Lnvirrib 12 (MM)ddlares; una parte 
gana un inicnSs simple dc por afio y cl reslo gana una 
tasa dt 4^ anual. Despues dt un afio, el interes total ganado 


por las inverxiones es de 525 ddhires. ^Cu+into dme.ro invir- 
tid a cada Casa? 

18. In ve rsi o nes Sj Ben invierte 4000 ddlares a 4% de interes 
aniLil. ^cuantodincro adiciunal debe invcrtii a un intents de 
5 ^ anual para qut el inicnis que rcriba tada afio sea 4 1% 
dc la cantidad lotal invertida? 

19. In vers i ones ( ;Qti£ iasa de imcf^s anual tendrfa que iciier 
usted sobre una inversidn de 3500 ddlarts para asegurar que 
recibe 262.50 ddlares de interes despues de un ano? 

20. In version es Jack mviene I (XK3 ddlares a una eiertatasa 
de interes anual, e invierte olros 2000 ddlares a una tasa 
anual quecs 0,55t superior. 5i rccibc un total dc 190 ddto' 
rcsdc interns til un afio, qut lasa Csl^iii invert i dos k>s 
lOOt) ddlares? 

21. Salsrios LJ naejecutiva de unacompania de ingenitria 
Eltnt un salario mensual mas un homo para la Navidad dc 
850Q ddlares. 5i gana un total dc 97 300 ddlares ul afio, 

£ -,cudl <s su salario mensual? 

22. Salarios Lina rnujcr gana 15% mds que su marido. Entre 
los dos jimtan 69 875 ddlares al afio, iCuil es d salario del 
rnarido al aho? 

25, Hereoclas Craig esta ahorrando para eomprar una casa 
para ir dc vacae tones. Heredd algun dineru dc un tfo rico. y 
lo junta con los 22 0<K3 ddlares que ya tenia y duplica d 
total medianie una inversidm afortunada. Al final tiene 
reunidos 134 000 ddlares, lo suficknle para comprar una 
cabafla cn un lagO, ^.Ctiiinio diilcro hertdd7 

24, TiBiTipo extra Helen gunu 7.50 ddltire-H ptM 1 hora cn su 
trabajo, pero si trabaja mis de 35 horas a la semana,. sc le 
paga I 1 veces su salario regular por las horns de tieinpo 
extra trabajadas. Una serrmna obticnc un salario bruto dc 
352.50 ddlares. / r Cuintas horuis de tiempo extra Erabfljd esa 
semiDK? 

25, CostO de Is fhano de obra Un phmem y su ayudante 
trabajan juntos para reemplazar la tuberia dc una casa vieja. 
El plomcro gam a 45 ddlares por hunt p<jr su trabajo y 

25 ddlares su ayudante. El plomero trabaja el doble del 
tiempo que su ayudante y cl cargo final pur mano de obra cs 
de 4025 ddlares. ^Cuanto tiempo trabajaron el plomcro y su 
ayudante en esta casa? 

26, ilr>a carr&ra de jonvanes Durante su carrera en las. ligas 
may ores. Hank Aaron lanzd 4 1 j untunes mas que Babe Ruth 
cn toda su eancra, F.ntre los dos cdocanm 1459 jonrones, 
^.Cu^nlos jonmones eoloed Babe Ruth? 

27, Acertijo Un actor de cine, decidido a no revelar su edad, 
le dijo cl siguicnEc acertijo a un aniculisia dc chismcs; 

'Haee skte afttw, yoteofa once veces la edad de mi hija, 
Ahora tengo cuatro veces la edad de el la." ^Cudntos ailos 
tenia el aclur? 

28, Acertijo Un pap/i tiene cuatro veces la edad ifc su hija. 
Dcntro de 6 anns, dl tendra tres veces la edad de ella. ^.Que 
edtidi liene su hija ahum? 
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29. Valor de las m one das Una bolsa cun Cambio eoniicne 
un&cantidad igual dc mcmedas dc ] centavo, 5 y tOcenia- 
vdsl, El valor total de las monedas es 1 ,44 dtilafes. iCu&nias 
mooedas de cada (ipo coniicnc la bolsa? 


33. Longitud Y ai^a Caleulc la longitud x tie la fig lira. Sc 
proporciona cl &rea de la regidn wmbreada. 

(a) J (M x 


Jtt. Valor de las mon arias Mary ticne 3 dolares cn mone- 
das de 5, 10 y 25 centavos. Si tienc el doblc dc monedas 
dc 10 centavos que dc monedas dc 25 y cineo monedas dc 
5 centavos que de 10 centavos, ^cuantas monedas de cada 
tipo tlenc? 

31. Ley d* la polanea En La figura sc ilustra un sistema dc 
palancas, similar al sube y baja que usled encuentra en los 
parques para ninos. Para que cl si sterna sc cquilibre., el pro- 
duclo del peso por la distancia a parlir del panto de apoyo 
dlehe ser igual en cada lado. Es dedr. 


10 cm 


fi cm 




,r 


jirea = 144 cm 2 


14 pUlgr 


13 py [ i- 


“1 


1 

&iea = 160 pulg.^ 


.14. Longitud y Determine la longitud V de la figura. Sc 

proportions d area dc la region sombreadik 


rt' q ii = uh$2 

a) 

/ i 

Esta ccuaci6n red be el nombne de Icy dc, la palanca, y fuc 
descubicrla p<tr Arquimcdcs (vdase la pag. 748), 

Una mujer y su hijo estan jugando en un sube y baja. El 




muchacho esta cn un exlrcmo, a 8 pies del punto de apoyo. v v 

Si el bijo pesa 100 libras y la madre pesa 1 23 libras, ^ddnde 

debe eolacarse la ntujer para equilibrar el sube y baja? irca = 1 20 pulg. k 


b) 


y 


y —I I*- 

1 cm 

Snsa = 1 200 cm 2 



32. Ley cfe Is palsnca Un tablon de 30 pies de largo se apoya 
cn la azdlca dc un cdiliciu; 5 pics del labUin subrcsalcn dc la 
orilla segdn se muesira en Ea figura, Un irabajadorque pesa 
240 libras se sienta en ei otro extreme del tabldn. i,Caal es 
el peso mis grande que se puede col gar en el extremo que 
sabre sale del lahlrin si tiene que estaren equilibria'? A pi i que 
la ley de la palanca estableeida en cl ejcrcicio 3 1 . 



35. Largo de un ja rd in El ancho de un jardt'n reclangular es 
dc 25 pics. Si cl area es dc 1 1 25 pics cuadrados, ^eidl cs cl 
largo dtljardfn? 



Mi, Ancho de un terreno de pasture El largo de un tenneno 
dc past ura es cl doble del ancho. Su Area cs 1 1 5 200 pies 
euadrados. ^Cudnto mide de ancho el terreno? 

37. Oimensfones de tin terreno Un terrene* de forma cua- 
dradj lieile ujij Cojlhlruceidn de 60 pies de largo por 40 pics 
dc ancho cn unit esquina , El rcsto del terreno cs un cslacio- 
namienlo- Si el «Srea del e&tacioDamknto es.de 12 000 pies 
euadrados, ^.cudles son las dimensiones de lodo el terreno? 

38. Dimensiones de un terreno El largo de un terrene de 
medio acre es cinco veces In que nude el ancho . ^Cudles son 
las dimcnsioncs? [Nota: l acre = 43 560 pics cuadrados.J 

39. Dimensioned do un jordin Un jardfn rectangular mide 
1 0 pies mis de largo que In que mide de ancho. Su area es 
de 875 pics cuadrados. (.Cualcs sun sus dimensiones? 
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4I>. Dime ns rones de urn a habitue ion Una recdmarsi rectan- 
gular mide de largo 7 pies, mis de to que mide el anchti. Su 
area es de 22 ft pics, cuadrados, ,,Cu;al cs el iuicho dc la 
habitation 1 ? 

4!. Dimensiones de tin jar din Un granjero tiene un lerreno 
rectangular para jandin, rndeado por una cerca de 200 pies. 
Determine la longilud y !a anchura del jardm. si c] area es de 
2 400 pies euadrados. 



42, Dimensiones de tin terrene El largo dc una puree la 
mide G pies mis que el aneho, Cada diagonal mide 1 74 pics, 
iCuales son las di mens i ones de la pareda? 

43, Dimensiones tiv un terrene El urcchu de una parccla 
rectangular mide 50 pies. Una diagonal mide 10 pies mils 
que cl large de la pareda, ;,Cui'il es el largo de la pareda? 

44, Di-mensiones de nns piste Una pisla para cameras 
tiene La Forma que se i lustra en In rigura, eon lados rectos 
y exlremos semicirculares. Si la pisla mide en total 440 
yardas y Ins dos lados rectos miden 1 10 yardasde largo. 
( ",eua] cs cl radio de las partes sctnicijCUlares, aproximado a 
!a yard a miis cereana? 


is, Marco para una pintura Alejandro pinta una aeuarela 
en una hoja de papel de 20 por 1 5 pulg. Luego cotoca su 
aeuarela sobre una base de modo que quede una iranja de un 
ancho unifonne alrcdcdordc In pintura El perimetm dc la 
foa*e e^de 102 pulg. iCuSntO mide el ancho de la Iran pique 
rode a a La aeuarela' 1 




, , . 

■ 1 

■■ 

m l 






20 pulg. 


4 


15 pulg. 

t 


46, Ancho de un lerreno COH cesped Se va a construir una 
fabrics en un lerreno que mide I SO por 240 pies. El 
reglamenEo dc constniccitin local sthala que debt rodear a 
la fabrics un lerreno con eteped de ancho uniforme y de 
irea igual al area de la mis ms. i.Cul! debe ser el ancho de 
esta zona de eesped y cuales las dimensiones de la fabriea? 

47. Alcance de ima cscalera Unaescalera de 19 i pies se 
apoya contra una construct: i6n. La base de la esc a] era esta a 
7 =, pics a partir del ediheio. lQ u e ultura del edifieio ale an /a 
la cscakra? 



4S, Aliur.i da un nsta dc- bandera Un asia csti asegurada 
por dos tensores de alambre* opuestos entre sf. Cada tensor 
mide 5 pies mils que el asta. Ladistancia entre levs puntos 
donde se li jan las ten sores al sueto es tgual a la lemgitud de 
un tensor. t „Cuat es la altura del asta, aproximtida a la pul- 
gada mas cercana? 



4 [ J, Lnnyjtud de una sornbra Un hombrc se alejacami- 
nando de un poste cuya laminaria esti a 6 m por arriba del 
sueto. El homhre tiene una estatura de 2 m, gCifanto mide 
la sombra del homhre cuando esta a 10 m del posie? 
[Sugerencia: apliquc truing ulus semej antes.] 
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5(K Altura de un irbol Un aserrador esEima La altura de un 
MhjI alio midiendu primero un &rbol pcquefm alejado 
1 25 pies del arbol alto; luego se desplaza de tal manera que 
sus ojos est£n en la visual de las copas de Ioh Moles y mi de 
despuds que tan tejos esu£ del irfrol pequefio { vease la tigura). 
SufKfnga qu-e el arbol pequefio mide 20 pies de altura, el 
homhre esLi a 25 pies del irbol pcqucho y sus oj os estan a 
5 pies por arriba del suelo, ^Cuinto nude el irbol mis alio? 


t- 



5L Compra de uno easa Un grupo de amigos decide com- 
prdr una easa para ir de vac&cioncs de 120 QQQ ddlarts. pant 
Lo que compart irin los gas tos en partes [guides . Si pueden 
encoottar una persona rnis que se les una, cada uno contri- 
buiri con 6 000 drtlares. ^CuanEas personas Forman el grupo? 

52. Problema tie mezclas ^.Qui cantidad de una solucitin 
ictda al 60% se tierse que mezclar con una sola ci On al 30% 
para producir 300 ml dc una solution al 509b 7 

53 Problems d£ m$zd as Unjoyero heoecineo anillos, 
cada uno pesa 1 8 g, y son de una akacidn de 10% dc pi ala y 
90% deoro, Decide fundir tos anillos y atiadir sufidente 
plata para reducir cl conEcnido dc on) a 75%. ( ~,Cuanla plala 
debe afiadtr? 

54 P rofa te ma d e m e zcl as Un ol La corn icnc 6 Li (tos dc 
saimuera a unaeonceniracidn de 120 g/L, ^Cuinta aguase 
debe evaporar por ebuHLcidn para que la concentration 
sea de 200 g/L? 

55. Problems de mezclas El radtador dc un automdvil esta 
Ucno con una solution de 609?- de anliccmgelanie y 40% de 
aguu. El fabricante del anticongclanlc iccomicnda que. cn 
verano, el enfriamiento Apiimo del motor se logra con solo 
50% dc antkongelante. Si la eapacidad del radiador es tie 
3.6 litres, £,cuanto anticcmgelanle se debe extraer para mem- 
plazarJo con agua para redueir la concent rise ion del anti- 
congelanfe al navel recomendado? 

56, Problema de mezclas Un centre de salud aplica una 
solucidn de blanqueador para esterilizar las cajas dc Petri 
en las qtie crecieron culbvos. El recipients de esterilizaddn 
contiene 100 galcmes de una solucidn de blanqueador CO- 
nuin para usn dmnest ico al 2% me /dado con agua pura 
dcscilada. Las nuevas mvestigaciones seAalan que la concen- 
tration del blanqueador debe ser dc 5% para eunseguir una 
esterilizaeiOn completa. ^Ctiinia de la solution se debe ex- 


Iracr y recmpluzar eon blanqueador para inercrnenlLir el COfl- 
tenido de 6ste y tenet el nivel recomendado? 

57, Problema do mezclas Una botella contiene 750 ml de 
poncho de frutas con una conoentractiin de jugn de frutas 
puroal 50%. Jill toma 100 ml del ponehe y luego vuclvc a 
Denar la hole I la con una cantidad igual perm dc una niarca 
m:is barata de ponehe, hi la concenlraddn de jugo en la 
bolella se redujo ahora a 48%, ^cull cs la concent raeidn del 
ponehe que Jill anadid? 

58, Problema de mezclas Un comcreiantc mezcla tc que 
ventk a 3 drtlares una libra con te que vende a 2.75 ddlares 
la libra para producir 80 libras de una mezcla que vende a 
2.90 ddlares la libra. ^Cuantas libras dccada tipo de ic debe 
itsard comercianteen su mezcla? 

59, Traba>o c omp art i do Candy y Tim comparten una Rita 
dc entrega de peritxJicoa, Candy tarda 70 min en entnegttr 
todos los periddicos, y Tim sc tarda 80 min. ^Cuantra se tar- 
dan l05dM euando Itahajan en forma conjunta? 

tiU, Trabajio comp art i do Sian c Hilda pueden podar cl paste 
en 40 min si trahajan juntos . Si Hilda trabaja cl doblc dc 
rdpido que Sian, ('ctuinto se tandard Stan en podar 4 1 solo el 
cespcd? 

ti ] , Trabajo campartido Belty y Karen fucron contratadas 
para pintar las casas dc una unkind habitacional. Si trahajan 
juntas, las mujeres pueden piniar una casa en dos te reins del 
tiempo que se tarda Karen si trabaja sola. Betty se larda 6 h 
en pintar urm casa sola, /.Cuinto se Earda Karen en piniar 
una casa si trabaja sola? 

Trabajo contpartido Bob y Jim son vccinos y ulilizan 
inangueras de las dos casas para llenar la piscina de Bob. Ya 
saben que sc requkrtn IS h si se us an urnbas mangueras, 
lamhien saben que si sc usa solo la mangucra dc Bob, sc 
tarda 20%* rue nos de tiempo que cuamio se utiliza la 
raanguera de Jim s-ola. ^.Cu&nto tiempo se requiere para 
llenar la piscina con cada una dc las mangucras? 

fi3. Trabajo compartido Cuando Henry e Irene trahajan 
juntos pueden lavta todas las venEanas de su casa en I h 
48 min. Si Henry trabaja solo, se lard a I : mas que Irene en 
hacerel trabajo, ;.CuatUo tarda cada persona sola en lavar 
lodus las ventanus? 

|i4, Trabajo com parti do Jack, Kay y Lynn entregan follelos 
de propaganda en un poblado pequeflo. Si cada uno de 
ellos trabaja solo. Jack tarda 4- h cn cnlrcgar todos !us fo- 
lletos. y Lynn sc tarda una horn mas que Kay. Si trahajan 
juntos, pueden entregar toda la propaganda, en 40% del 
tiempo que rarda Kay cuando trabaja sola. ^.Cudnto tarda 
Kay en entregar ttaJa la propaganda ella sola? 

u5, DJstancfa, vgiocidad y tiempo Wendy emprende un 
viajc desde Du. s en port hasta Omaha, que es una distancia de 
30D mi lias. Yiaja una parte por autobus, el cual llcga a la 
estaddn del tren justo a tjeinp<i para que Wendy continue su 
viajc por iren. El autobus viajd a una veloddad promedio 
de 40 miilas por bora y cl tren sc mueve a una vdocidad de 
60 miilas por hora. El viajc compiclo dura 5s h. ^.Cuanto 
tiempo pasd Wendy en el tren? 
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66. Distancia, vdocidad y tiempo Dos. ciclistas sc parados 
pur 90 mi Has, mician al mismo tiempo im viajc para encon- 
trarse, Uno se duspluza d doblc dc rapido que d Dim. Si sc 
encuentran 2 h despu^s, que veloeidad pramedio viajG 
cad a ciclista? 

67. Distancia, vdocidad y tiempo Urt pilots vuda un 
aviOn desde Montreal a Los Angeles-, que es una disiancia 
de 2500 mi I las. Em el viaje de regreso la vdocidad promedio 
fue dc 20% mas alta quc Da vdocidad dc ida. El viajc rcdon- 
du dura 9 h 1 0 min, ^Cuil fue la vdocidad dc Montreal a 
Los Angeles? 

6S, □ i stand a, vdocidad y tiempo Una mujer que maneja 
on automdvil de 14 pies dc largo va a rebasar a un camion de 
c lit e li dc 30 pics dc largo. El camion va a on a vdocidad d e 
50 millas/hora. £<Jud Ian lipido debe ir La mujer en su au- 
tomdvil para que pueda rebasar por compEeto al camion en 
6 s p de acuerdo con la posicion quc se muestra en h ticura 
(a) hasta la posicidn dc la tigura lb)? [Sugereacia: util ice 
pics y segundos cm Eugar de mil las y horus.j 


73. Dimensiones de una caja Una caja de madera contra- 

chapada liene un volumen de iftOpies cubicos. El Largo 

midc dc 9 pies mas quc su altura y su anchura midc 4 pics 

menosque su altura. ^Cuiles son las dimensioned de 

ta caja? 
a) 

x + 9 


Jf “ 4 

74. Radio de una esfera Un joycro licne ties esfenas solidus 
y pequeftas de oro. de 2 nun. 3 mm y 4 mm de radio. El 
joycro decide fundtrlas y haeer una sola estera con eElas. 
4 .Cudl sera cl radio dc la esfera resultant*? 

75, Dimensioned de una caje Una eaja dc base cuadrada y 
sin taps se bate eon una pieza cuadrada dc cartulina. en la 
que sc necortan cuadrados de 4 pulg en eada esquina. y se 
dobkin los Indus segun sc mucstra cn la tigura. La caja ten- 
ded un volumen de 1 00 pulg V <,De quc tamano tiene quc scr 
la cartulina quc sc rcquicre? 

*4 pulg. 






69, Distancia, valoeidad y tiempo Un vendedor vtaja desde 
Aja\ a Barrington, que es una distancia dc 120 mi I las, a 
una vdocidad constanie. Despues aumenta su vdocidad 
10 millas/b para viajar las 150 mil las desde Barrington hasta 
Collins. Si la segun da pane de esle viaje tarda 6 min mas 
que 3a primera pane, £*t qu£ velocidad viajd de Ajax a 
Barrington? 

7EJ, Distancia, velocidadi y tiempo Kiran fueen aulomdvil 
desde Tortula a Cactus, que es una distancia de 250 mi Has. 
Lucgo aumentd su vdocidad 10 milias/hora para el viaje 
de 360 mil las etuie Cactus y Dry Junction. Si lodo cl rcco- 
rtido dura 1 1 h, ^cudl fue la vdocidad desde Tortula hasta 
Cactus? 

71. Distancia, vdocidad y tiempo La, Iripulacidn de una 
lane ha tarda 2 h 40 min remur 6 k m carnenle arrlha y 
regresar. Si la vdocidad de 3a corricntc cs de 3 km/h, t cual 



fue la vdocidad dc remade dc La tripulacidn cn aguas 
iranquilas? 

72. Veloeidad da un hata Dos naves pesqueras saSen de un 
puerto id mismo tiempo, una viaja hacia cl cstc y otra bacia 
el sur, El h>ie que viaja liacia d esle se tlesplaza a una 
vclcnridad de 3 millas/h mas rapido que el que va al sur. 
Dcspu£s de dos horns los hotes estdn sc parados 30 mil las, 
Caleule 3a vdocidad del boce quc va bacia el sur. 
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76. Dimensiones de una lata Una lata dlfntlrica tiene un 
volumcn dc 40 tt cm 1 y mide 10 cm tic altura. ^Cual es eL 

di a metro? [Sugerenda; aplique la formula del volumcn que 
se encuentra en los forros interiors de esie libro | 

~r|SS 

1 0 cm 

77, Radio de un recipients Un reci picnic csftfrico ticnc 
ana capacidad de 750 galones. Aplique e] hecho de quc un 
galon es easi Q. 1337 pies cubicas, y determine el radio del 
dejj&itocun aproximaciftn a la eentisiiria de pie mis 
cercana. 

7K. Dimensioned de un terreno Un icrrcno urhuim dene la 
forma de un triilngulo rcctdngulo cuya hi|)titenu&a es de 
7 pies mis grande que unn de Los qatetns, El perimetrn del 
terreno es de 392 pies, ^Cuinto mide el otro eateiu? 

77. Costos de construction El pueblo dc Foxton qucda a 
10 mi Has aJ none de una carrctera ahandcmada quc va del 
este al oesle que sale de Grmiley, segun se nmeslra en la 
figuru. El pun lode la carrelera abandonada mis certain a 
Fox ion esli a 40 mil las de Grimley. Las autoridades del 
condudo eslir por construir una nueva earretcra que una los 
dos pueblos. Ya eaLeulamn que rests urar la carrelera vieja 
co start a 1 CM) IKK) dolanes por mi I la, y que la ennstruccibn de 
una nueva costarfa 200 000 ddlares por mil la, ;Cuinto de la 
carre t era ahandonada se podria aprovechar, segbn la ligura, 
si las uutoriduiks pretender] gastar exaetamente 6.H millo- 
rtCS? - Costarfa menus que esia euntidnd cuitstruiruna nueva 
carrelera quc unaen forma di recta los pueblos? 



fliU, Distance. velocidad y tlempo Un pasco cs paratcloa la 
orilla dc una plays recta y esta a 210 pies lierra adenlro 
desde dicha orilla- L’na playa arennsa esta siluada entre el 
pasco y la orilla. Un hombne esta parado en el paseo, exacla- 


mente a 750 pics dc su tumbril La quc esti al otnu lado dc la 
arena; la sombrilla esti sabre la orilla de la playa. El bom- 
bre camina a 4 pies/s por d paseo y a. 2 pies/s sobre la arena. 
{.Cuanlo debe caminar por el pasco antes dc eambiar dc di- 
rection y cam in ar sobre la arena si quicre llegar a su som- 
brilla en esaetamente 4 min 45 s? 





8L Volumcn de ce reales El gratio esli cayendo desde un 
cinakSfi sobre ei sueloy forma un ruuiLon cn forma dc cono 
cuyo diamciro cs siempre cl triple de su altura. ;,Quc allura 
lienc cl montdn, aproximada a la centcsima mis cercana de 
un pie.cuandocnntiene 1000 pies cibicos de grand? 



H2. Monrtores do TV Dos tclcvisorcs cstin coloeados uno al 
lado del olro cn un aparador dc una tienda dc aparalos dec- 
trdnlcos. L^a altura de La pantalla es La misma. Uno tiene una 
partial la nrdinaria que mide 5 pulg mis de anebo que el 
largo, El otn> tiene una panlalla mfc amplia y de alta detini- 
cirin, que mide de aneho 1.8 veces la altura. La diagonal de 
E;l partial In unis anelia mide 14 pulg max que 3a diagonal 
de la punialla m;U pesiueiia. ^Cudl es la altura de las pan- 
tall a.s aproximada hast a ladecima dc pulgada mas cercana? 
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S3, DFmenaimies de una ostructura Un coniencdor para al- 
ntawnar mute eorcsta de una paric eilindrica fabricadu con 
tela de alambre >■ una enbiena cdtuca de estafto, comu sc 
muestra en la fi^,ura. La altura de La euhierta es de an toe in 
de la aliura tola! de lacsimetura. Si el volumen total de esta 
cslructura cs de 1400ir pics cubic os y su radio es dc 10 pics, 
;,aiil es la aliura total', 3 {Sutfcnmcra. u Li lice las fa mi ui a s 
del volumen que se encuentran en fas fmros interiores de 
esie libro.) 



S 4 . Compuracion da areas Ur alambrede 360 pulgik 
largo se corta cn dos partes. Con una pane se forma un 
cuadrado y con la otra un circuity Si Las dos tip Liras itenen la 
misma area, ^Cuanlo miden de Largo Los dos Irozos dc alani- 
bre 7 Expre-se los resuliados a la d£cima inSs eereana de una 
pulgada. 



85, tin antlguo prahloma china Estc problems sc tomb dc 
un libro chino dc matcmilLcas llamado Chui-chang imm- 
shu, que quierc dedr Nine Chapters on the Mathematical 
Art, que se escribii per el aiio 250 antes de nuestra era, 


Una vara dc banibu dc 10 pics de largo sc parte de tat 
mancra que la pun La tor a el suelo a 3 pics dr la base de 
la vara, Como sc mucstra cn la Ligura. que aliura sc 
produjo d quiebre? 

[Sugerencb: mil ice el Teo rerun dc Pitigoras.] 



3 pies *j 


Descubrimiento * Debate 

86, Investmtcion Hi it one a Lea Ins notas sobre la vida de 
Pitagoras (pig, 54), Euclidcs {pig. 532) y Arqui modes 
(pag. 748). Elija unodc cstos malcmiticos c invest! gue mis 
aeerta dc cl en la bibliuieca o La Internet , Escriba unensayo 
sob re toque encuenlre. Induya tanlo informucitin biogralicu 
como una description de los. coneeptos mateiniticos per los 
males sc hizo famoso. 

87. Una ecuacion cuadrntica babilonia Los nntiguos 

hah i Inn ins sahian cumo resolver ec u adores euadnibcas 
En seguida se presents Lin problems dr una dc bis cab I i Lias 
con simholoscuneifonmescncomradas en mu escueln de 
BabHonia, que data dc bare mis dc 2000 arms antes de 
nuestra era. 

Tercgo una vara, no conozco m Largo. Le corl£ un oodo. 
y asf la vara cube 60 voces en eL largo de nu parcels. 
Rcslablcct a la vara Jo que le habia cortado, y a bora sc 
ajusta 30 veees en el audio dc mi pareda El area dc mi 
parccla es de 375 nindas euadradas. ^Cuil era la Longitud 
original dc la vara? 

Rcsuclva estc pnoblcma. Aplique el beebo de que 
I mnda - 12 codas. 
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PROYECTO PARA UN 
DESCUBRIMIENTO 



Ecuaciones a troves de las epocas 

Las ecuaciones se Iran unh/udo para resolver problertm a truves de loda la his- 
toriu regisiruJu, un lodas las dvitizaciouesc i Vcuse por cjcmplo el ejereido 85 tie 
la paeina 74. i A condnuacion presenramos un problems de BabHonia lalrededor 
de 2000 arios antes de nuest.ru era). 

lincoinre urm psedise pero rui la pes£, Despugs aftadf un sSptimn y luego un ondeavo 
del ifsultiJo; pesc todny eneontre que pesaha uii;j mina. ,'Cual era el peso original de 
ta piedra? 

La respuesta dadaen la tatolilia es de \ mina. 8 sheqel, y 22 J sc, donde 
I mina = 60 sheqel y 1 sheqel - ISO se. 

En el ittltiguo Lgipto, cl saber (rimo resolver problemas pJanteiidos en pa- 
kbnas era un see re to altameme valorado, El Papirn Khiiui (alrededor de 1850 
arios antes de nuesira era I conliene muchos de diehos problemas (vgase pjig. 

7 16), El problems 32 en el paptro dice; 

Una cam i dad, vn tercia, su cuarto, sumadlos juntos $« convknen en 2. iCual es la 
cant i dad? 

La respuesta en la notation egipcia es I +4 + 76, donde la barm indica 
"recfprocoA coma nuestm no ty cion 4" 

El matcrnutico griego Dinfanto (alrededor de 250 antes de nuesira era) cs- 
eribid cl lihro foithmvtkv, el cuai conticnc muchos en unci ado* de problem as y 
ecuaciones. El matematico tndio Bhaskara (siglo xn antes de nuesira era. vease 
pap 144) y cl mate malt cl i rhino Chang Ch’iu-Chien tsiglo vt antes de nuestra 
era) Uuiibien esludiaron > vscrihieroii subic ecuauiories, Natural me nte. las ecua- 
ciones siguers siendo importances en la actual idad. 

t. Re sue l van d problems ha hi Ion io y demuestren que su respuesta es corrects. 

2, Resue I van cl problems egipcio y demues.tren que su respuestn es corrects. 

3, Los egipcios y babilonio* antignos uliiizaban ecuaciones para resolver pro- 
blemas pnkticos For los problemas que se han dado aqtii, £cree listed que 
lub ran dislrutado dc pi an tear y resolver problemas solo por gusto? 

4, Resuclva este problems de la India del sigo Xll antes de nuestra era, 

Un pavo real estii po-;jdo en Lo alio de Una columna de 15 codas y la guarida de 
una serpieme esta al pie de iu colunmu. El pave ve a la serpknle aiando 6sla k en- 
cuentra a 45 codos tie -u madriguera, y sc lanza en fanna nbticuj sobre ell a cuando 
m: desli/a haeiu su stgujeru. t ,A euanlos codes de lii madriguera de ta serpicnlc sc 
eaeuentran, supotiiendn quecada una se Jespkza un;? distaocia tgiml? 

5, Considere esle problema de la China del sigto VL. 

Si n:ti gallo vyle 5 i in uvulas, una galllna 3 tnonedas y ires polios juntos, valen una 
moneda, /.cuiijitos gall as. gallinas y polios, que hagan un loial de 100. se pueden 
eomprurcon 100 nwnedas? 

Esle probkma licne varitis respnestas. Aptique cl ensayo y error pure ciicon- 
trar ptir lo menus una respilesta. , Es un probkma prfictico c un acertijo? Es- 
criba un ensavn eorto para sustentar su opinion, 

6, Escriba un crisuyo eorto para ex pi ] ear euuntas ecuaciones afeeian su propia 
vida cn el i nun do actual. 
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Desigualdades 


X 

4jc + 7 s 19 

1 

11 s 19 y 

2 

15 ^ 19 y 

3 

19 ^ 19 V 

4 

23 s 19 X 

5 

27 £ 19 X 


En el algebra, algunos problemas origin an desigualdades en lugar de eeuaciones. 
Una design a I dad es similar a una. ecuacidn, solo que en lugar de tener tin si gnu de 
igual hay uno de lets sfmbolos <« >, ^ o s-_ Aqui estd nn ejemplo de tina desi- 
gualdad; 

4j + 7 < 19 

La tab! a que aparece al margen niuestra que algunos nunieros satis face n la desigual- 
dad y algunos. nunieros no. 

Resolver una desigualdad que contiene una variable quiere decir determiner to- 
dos los valorem de la variable que hacen que hi desigualdad sea verdadera. Al con- 
trario que en una ecuaeidn. una desiguakJad por lo general liene inlvnhas solueiones, 
[as cuales form an un interval o o una union de intervale* en la recta de los nunieros 
reales. La ilustracidn que sigue muestra edmo una desigualdad difiere de su ecua- 
cidn correspondk-nte: 

Sol uc ion Grafiea 

Ecuador: 4x + 7 = 19 .t = 3 1 1 J * ' * 1 *" 

Desigualdad: 4x + 7 ^ 19 .t £ 3 1 1 * * * 1 *" 

Para resolver desigualdades, aplicamos las reglas siguientes para aislar la variable 
a ut> lado del signo de la desigualdad. Estas reglas indican cudndo dos desigualdades 
son equivalents (el simbolo signifies “equivale a”). En estas reglas. los sinibo- 
los A, By C son numeros reales o expresiones algebraicas. Aqui estableceinos las re - 
glas para desigualdades que contienen el simbolo ^ , [>ero se aplican a los cuatro 
sfmbolos de desigualdad, 


Reg las de las desigualdades 


Regia 


A ^ B A + C ^ B + 

C 



o A — C S B ~ 

C 



Si C > 0 + entonces A ^ B 

<=> 

CA 

2 

VI 

Si C < 0 T entonces A ^ B 


CA 

a CB 


5. Si A > 0 y B > 0, 

t | 

cmonces A ^ B +* — — 

A B 

6. Si B y C s fl 

entodees A + C --- B + D 


Descripcidn 

Sunuir la misnia C anti dad a cad a uiieiuhm dc una de 
sigualdad da una dcsigualdad equivalcnte. 

Restyr la misma cant i dad de umbos miembros de una de- 
sigualdad da una de sigualdad equivalenle. 

MultipEkur cadu maembm dc una de sigualdad por la 
misma eaniidad positiva da una desigualdad equivalent?. 

Multiplicar umbos miembros de una desigualdad pi r la 
misma canlid&d rusiunu imierte la dire ccdin dc la 
desigualdad. 

Obtener los reeipnietis dc umbos miembros dc una 
design a I dad que contiene cant i dudes positives invietie 
la direction de la desigualdad. 

Las desigualdades se pueden suntan 
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Pongp atencion especial a las reglas 3 y 4, La regia 3 e&tablece que podemos 
multi pi icar (o dividir) cada miembro de una desigualdad por un numero positive T 
pero la regia 4 serial a que >s muliiplit mm l. jdn i liemhrode m .i Lk'siguuliJ:uJ pt> un 
numero negative, ententes invert! mos la direction de la desigualdad. For ejemplo, si 
empezamos coti la desigualdad 

3 < 5 


y imiltiplicamos por 2, obte nemos 


6 < 10 


pero si rmiltiplicamos por —2, lenemos 

-6 > -10 


Desigualdades tineales 

Una desigualdad es lineal si cada term i no es conit ante o es un multi pi o de la va- 
riable. 


Ejemplo 1 


Resolution de una desigualdad lineal 


Kesuelva la desigualdad 3i < 9x +- 4 y gralique el conjunto solution. 



Solution 

3j < 9x + 4 


3x — 9 jt < ft* + 4 — 9jt 


Su^tracGtdrt da 9x 


Lt! muldplkatidn por el mimero 
iwiem la direction de la desigualdad, 

Cn I ¥ 

5 


Figura 1 


-6x < 4 

(-«{-«*) > HX 4 ) 

*>-\ 


&mpUf\cnci6n 

MuftTpIteariAl por — ;= [o taivi^ion sfrtrs —6) 
SirnplificaGi^rs 


El conjunto soloti6n consta de todos los mimeros mayores que En otm pala- 
bras, la solution dc la desigualdad e& el imervalo (-§, oo), La gr£fiea se i lustra en 
la fjfura I . ■ 


—i * 

0 2 5 

Figura 2 


Ejemplo 2 Resolution de un par de desigualdades simultaneas 
Resuelva las desigualdades 4 £ 3x — 2 < 13, 

Solution El conjunto solution consists en todos los valores de x que cumplcn 
tanto la desigualdad 4 £ 3jc - 2 y 3* — 2 < 13, Aplicando las reglas I y 3, vexnos 
que las desigualdades siguientes son equivaJentes: 

4 £ 3x — 2< 13 
& £ 3jt < 15 4$ 2 

2 ^ X < 5 Pivifciin entn c 3 

Por lo tamo, el conjunto solution es [2, 5), como se ilustn en la ligura 2. m 

Desigualdades no lineales 

Para resolver desigualdades que contienen la variable al cuadrado o a oiras poten- 
cias, aplicamos Ea factorizatidn junto con el printipio siguienie. 


crial prole 


m derecho 
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El signo de un producto o cociente 


Si ur producto 0 un codeine deceit un ndmcro pardt. faetores negatives* en- 
tonces su valor us posiiivo- 

Si un producto o un codeine tienen un nuraero hnpar de factores negatives, 
eutnnee.s su valor es negativo. 

3 Una destgualdad cuadratica 

Resuelva la desigualdad x 1 — 5jc + 6 ^ 0. 

Solution Primero factorizamos el primer miembro, 

(x - 2)(jc - 3} £ 0 

Sabemos que la ecuaeidn coircspoitdiente (jt - 2 )(jt - 3) - 0 liene las soluriones 
2 y 3, Como se ilustra en la figura 3, Ids numeros 2 y 3 dividen la recta de los nume- 
ros reales en tres intervalos: (-oo, 2), (2, 3) y (3, oo). Determinamos los signos de 
Lost factores usando valores de prueba en cada uno de estos interval os. Elegimos 
un nuroero dentro de cada intervale y comprobamos el signo de los faetores x — 2 y 
x - 3en el valor selecrionado. Por ejempio. si usamos el valor de prueba x = 1 para 
el intervalo {— oo, 2) mostrado en la figura 4, entrances la sustitucidn en los facto- 
ries jc “ 2 y jc - 3 da 

j“2 = l“2 = “l<0 
y jc — 3 = 1- 3= — 2<0 

Ambos factores son negatives en este intervalo, (Los factores x — 2 y x — 3 cambian 
de signo sdlo en 2 y en 3, respeefivamente, de modo que conservan sus signos 
en cada intervalo. £sta es la raztin de que osar un solo valor de prueba en cada in- 
tervalo es suficiente.) 

La siguiente tabla de signos se e labor'd usando los valores de prueba x = l\y 
x = 4 para los intervales (2, 3) y (3 t oo) (vease la figura 4), respectivamente, El ren- 
gldn final es el producto de dos factores. 


Y&ordit 

VWOr As 

Valor do 

prueba 

pruflb* 

prueba 

H K 1 

K= 4 


1±— * Jr — w 

0 2 3 

Figura 4 


(-», 2} (2- 3) (3, «) 

— i * 

0 2 3 

Figure 3 


Ejempio 



Intervalo 

(-oo, 2) 

(2,3) 

(3, oo) 

Signo de x. — 2 

— 

+ 

+ 

Signo de x - 3 

— 

— 

+ 

Signo de U - 2 >(jt - 3} 



+ 


Si lo prefiere, puede represents esta informacidn sobre una recta numerica, como 
en el siguiente diagnuna de signos. Las lineas verticals indican los puntoR en los 
cuaks !a recta de los ndmeros reales se divide en intervales: 
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Signo de x - 2 
Signo de i-' 3 

Signo dc(x - 2iU - 3i 


2 


+ 


3 


+ 

+ 

+ 


De actierdo con la labia o con el diagrams vemos que (j - 2)(x - 3) es ne- 
gative en el interv&lo (2.3), Por eonsiguienie, la solucibn de la designs! dad 
(x - 2)(x - 3) ^ Oes 

"5 \ J {*12=5** 3} -[2.3] 

Figure 5 Esttfo bcluidoft los eatremos 2 y 3 porque bust antes vakm de x tales quo el pro- 

ducto es menor que o iguat a cero, La solucidn se ilustra en la figura 5. ■ 


En el ejemplo 3 se ilustran los siguientes criterion para resolver una desigualdad 
que se puede factor! zar. 


Criterios para resolver desifjualdades no lirteales 


Paw todos los term i nos a un micro bro, Si es necesario, vueWa a escribir 
La desigualdad de modo que todos los terminus no cero aparezean a un lado 
del signo de la desiguuldad. Si el lado no cero de la desigualdad contiene co- 
denies* busque un denominador t cumin , 

Factxkrice* Factorice el miembro no cero de la designs Idad. 

Determine los inter* id os, Calcnle los valorcs para los cuales cadu lac tor 
es cero. Estos numcros dividirin la recta numeric* en iniervulos. Lisle los in- 
tjervaios dcteirotnados por medio de csius numcros 

EC label re una labia o diagrams. Ulilice Jos valorem de prueha para cons- 
truir una tab! a o un diagram a de los signos de cada factor en cads intervale, 
En el ultimo rengldn de la tahla determine el signo del producto o cociente 
de esios fae tores, 

Re.su el vu. Determi ne lu sol ud bn de la desigualdad a parti r del u I ti mo 
renglbn de la labia de stgnos, Compmebe si alguno de los extremos de los 
interval os cuniplen con la derigualdad, lo cual es valido si la desigualdad 
contiene ^ o >). 


IK I La cecnica de factorizacibn deseriia en estos cri tends f'undona sdlo si todos los 

terminos no cero aparecen en un lado del simbolo de desigualdud Si la destgualdad 
no esii expresada en esta forma, primero ™£lvala a escribir, eotno se indica en el 
paso 1 . Esta tecnica se ilustra en los ejeniplos que siguen. 


ate rial prolegido por d creches dt 


tuto 




so 


CaHTULO 1 f undamcntos 


Es len Eftiior mMiiip! icar am ho* 
mtemhfos tie 3a desiguiildad por 3 v 
(coma sc huria si cm a fucra un.i 
tiuncffin). Esio no funoona pon|ue no 
HobcmtH si I — x es posilivu o negative, 
de modoque no podemos deck si in 
dcsLguatdjid nccesita ser invertida. 
(Vfrise cl ejerdcio I Itid 


Past I os t£mnino& a un lado 


Ejemplo 4 Una desigualdad qua contiane un aocianta 

_ 1 + x 

Rcsuelva: I 

1 - X 

So I uc ion Primero pasamos todos las i^rminos no cero al lado izquierdo, y luego 
simplifkamos usando un denominador comun. 


1 + x 
l ~ x 

1 +jt 


a l 


1 - x 
1 + x 1 - x 


[ - x 1 - x 

] + i- 1 + x 


-1^0 
0 


1 - x 


2x 

1 — jt 


0 


> 0 


de 1 pars pa ear toAoz Eos 
t^rrnlFia^ a! primer rniemphj 

Derrornina^or cemun t — m 
C cFitsblnacidfl ds las frsicionc^ 


El numerador es cero cuando x = 0 y el denominador es cero cuando x = I , de 
modo que elaboramos el siguiente diagrams de signor usando los va lores para 
definir intervalos en la recta num&ica. 


0 


1 


Elabore un diagrams 


Signo dc 2.v 
Signo de I — x 

Signode ^ 


+ 


+ 


+ 


ftcsuelva 


0 


*> 

I 


A partir del diagrama vemos que ia solucidm es {x j 0 ^ x < 1} = [0, 1 ). Estd 
Lnduido el extreme 0 porque la desigualdad original requiere que el cociente sea 
mayor que o igual a 1. No obstante, no indiumos d otro extreme porque el co- 
m ciente de la desigualdad no estd defmido en 1. Conipruebe siempflS los extremes de 
los intervalos de solucidn para determinar si cuntplen ia desigualdad original, 

El conjunto solucidn [0, 1 ) se ilustra en la figura 6, ■ 


Figura 6 


Pase las t^nninos a un lado 


Factorice 


Ejemplo 5 Resolud6n da una desigualdad con tres facto res 

2 

Resuelva la desigualdad x < . 

jf " 1 

So I uc ion Despu^s de pasar todos los tgrrmnos no cero a un lado de la dcsiguaP 
dad> utilizamos un coraun denominador para combinar los terminos, 

2 

< 0 Resta dp 

a ” 1 

< 0 Comun dendmifisdor k - 1 

< 0 Comlpmacian de fraccione^ 

< 0 FdcM'nZziti^n Jel r- .mfradci- 


x - 


x - I 

- I) _ 2 

x — I x — ! 
x 1 - x - 2 

x - 1 

(*+ 0^-2) 
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Determine Ins interval os 


Hlnbont m diagram^ 


Los factores en esie codente cambian de signo en — I , ] y 2< de modo que debemos 
examinar lew intervales ( -t», - 1 ). ( - 1 , 1 ) T (l* 2) y (2. oo). Al usar los valores de 
prutba, obtenemos el siguienle diagram a de signos. 


Signn de x + ] 
Signo de x — 2 


Signo dc jf - I 

l-T + I MX - 2 j 
SlEClIO tic ^ | 


-l 

-d— 


+ 



* 


+ 


+ 

+ 


-1 I) J 2 

Fig ura 7 


Como el codenie debe ser negative, la sduddn es 

(-00,-1) U (1,2) 

como se [lustra en 3a ligura 7. ■ 


Desigualdades con valores absolutos 

Aplicamos las propiedades siguientes para resolver desigualdades que contienen va 
lores absolutos. 


Propiedades de desigualdades con vafores absolutos 



Oesiguafdad 

Forma equivalents 

Grgfica 





1- |jt| < c 
2. |jr | ^ c 

I , 

— c < X < c 
-f Sj<c 





ILstas propiedades sc cum plea cuatrdo j 

— c 

0 

c 


se reemplaza por cualquierexpresidn 
algebraica. ( l.n la htniLU- suponemos 

— £ 

0 

c 

■*“ 

que c > d) 

& “ J *-1 | ** C 

4. 1*1 

,r ^ r 0 f Jf 

X =S — C 0 (’Sjf 

”4’ 

0 

1 

c 



-c 0 c 


h 

* 


~€ 


f n « 


x 0 

H*H 


c 


-H 

— * — ► 

€ 


Estas propiedades se pueden dernostrar usando la definicibn de valor absoluto, 
Para demostrar la propiedad l , por ejemplo, observe que 3a desieualdad j x | < ces- 
tableee que la distancia desde x hasta 0 es me nor que r t y segdn la figura 8 usted puede 
observar que esto es cierto si y sblo si Jtcest4 entre -eye. 


Figura 8 



■h - | \ 0 ! I I -5 - | ► 

0 3 5 7 

Figura 9 


Ejemplo 6 Resolution de una desigualdad que contiene 
valor absolute 

Resueiva la dcsigualdad [ .t — 5 J < 2. 

Solution 1 La desigualdad j* - 5 | < 2 equivate a 

-2 < jc ™ 5 < 2 PropiiKUd ] 

3 < jc < ? Sums dc 5 

Ei eoujunlo solution es el intervalo abierto (3,7). 

So I uc ion 2 Desde el ponlo de vista geometrico, el conjunto solucidn consiste en 
todos Jos numcros x cuya distancia desde 5 es menor que 2. Segun la figura 9, ve- 
mos que es el intervalo (3 P 7). ■ 
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CAPfTULO 1 Funda mantes 



Figure 10 


Ejemplo 7 Resolution de un a desiguaktod 
qua contiene valor absotuto 

Resueha la desigualdad | 3,x + 2 | ^4. 

Solution [>e acuerdo con la propiedad 4 la desigualdad | 3,r + 2 | a 4 
equivale a 


3v + 2 > 4 
2 


o bier 


x > 


3.x + 2 < -4 
3x s — b 
t ^ -2 


4c 2 

□ vision z^Xre 5 


De modo que el conjunto solucidn es 
{xlx ^ —2 o bier 
El conjunto se grata en la figuxa 10 


*H} “ (-oe.-2]Uli.«>) 




Modelado con desfgualdades 

El modelado de problems de la vida eotidiana da con freciieneia desigualdades 
porque estamos interesados a menudo en determinar cu antic una eantidad es mas o 
menos que otra. 


Idcntifiquc la variable 


■ • jp'j» ■ 

Ejemplo 8 Boletos para el carnaval 

Un eamaval tiene dos planes de boletos. 

Plan A: tarda de entr&da de 5 dtiiares y 25 centavos eada vuelta en los juegos 

Plan B: tarifa de entrada de 2 ddlares y 50 centavos eada vttelta cn los juegos 

^.Cuanlas vueltas tendriaque dar para que el plan A resu tiara mentis earoqueel plan B? 

Solucidn Se pide el mimero de vueltas en los juegos para quo el plan A sea. 
menos cam que el plan B. Enlonces 

.t — tiumero de vueltas 

La informacidn en el problems se podria organiicar como sigue. 


Bxprcsc todas las canddades 
desconoeidas en temunos de la 
variable 


En palahraa En lengusj# algebrsico 

Ndmero de vueftas x 

Coito con el plan A 5 + 0.25* 

Casio con el plan B 2 + Q,5Qx 

Abora planteamos el modelo. 

costo con el plan A < costo con el plan B 


PJimtee el modelo 


Resuelvsi 


5 + 0.25* < 2 + 0.50.x 
3 + 0.25.x < 0.5 Ox Fr.sta Ae 2 

3 < 0.25.x At Q2$x 

12 < x Pr/is-idn cnuie 0.23 

De modo que si plane a dar max de 1 2 vncEtas, el plan A es menos cam, * 
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— m — &g 


4 i 


Idcnrirtque la variable 


Exprest Si.wJii'' lus tamkkdes 
descanocidas en (emiinos 
de la variable 


Planlee el modelo 


Efemplo 9 Escalas Fahrenheit y Celsius 

Las instrucciones en un empaque de pel tenia indican que 3 a eaja debe conservarse 
a tins temperatura entre 5 C C y 3D ,3 C. ^Que temperatures corresponden en la esc ala 
Fahrenheit? 

Solution La relacion entre grados Celsius (C ) y grades Fahrenheit IF l la da 
la ecuacion C = g{F - 32). A1 expresar Ea condicion de la caja en ttirminos de 
designaldades, [enemas 

5 < C < 30 

De modo que las temperatures Fahrenheit corraspoiKhemcs cumplen con las 
designaldades 


5 < 1{F - 32) < 30 
1 > 5 < F - 32 < 1 * 30 

Muitlpiicadin por 

9 < F - 32 < 54 

SiTipl-ficscl^n 

9 + 32 < F < 54 + 32 

5urHei de 32 

41 < F< 8b 

SiTTipl.ftMCi^n 


La pellcula se debe conservar a una temperature de entre 4 1 y 86 r, F. ■ 

Ejemplo 10 Boletos para un concierto 

Un grupode estud tames decide asistir a un concierto. El costo de contratara tin 
autobus para que los lleve at concierto es de 450 ddtanes, lo cua! se debe repartir en 
forma uniforme entre los estudiantes, Los promolores del concierto ofreeen des- 
cucntos a grupos que lleguen en autobus. Los bolelos cuestan normal merle 50 
dblares eada uno, pero se reducer 10 centavos de dblar del precio del boleto por 
cada persona que vaya en el grupo (foasta la capacidad maxima del autobus). 
^Cu&ntos estudiantes deben ir en el grupo para que el costa total por estudiante sea 
rneitor a 54 dblares? 

Solucibn Se pide determinarel numeno de estudiantes que debe ir en el grupo. 
Enforces, 

.v = cantidad de estudiantes en el grupo 

La information del problema se podria organtzar como se indica a conlinuacion. 

En palabras En tenpuaje alqebraico 

Ntimem de estudiantes en el grupo 
Costn del autohiis por estudaante 
Costo de] bnletn por estudi ante 


x 

450 

JE 

50-0.10* 


Ahora plantcunios d modelo. 


costo del autobus 
de cada estudiante 


+ 


costo del bolclo para 
eada csrudiantf 


< 


54 


450 

x 


{50 - (UOjr) < 54 
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CaHTULO 1 funds me ntos 


Resue] va 


450 , „ 

4 - 0.1Q.V < 0 

x 


450 - 4r - Qjqv- 
x 

4500 ~ 4Q.c - x 2 
x 

(90 + x)(5G - x) 
X 


< 0 
< 0 
< 0 


$USftKCl6N M $4 
D,s>iGfTi Inador co m iin 
MuLtipIcacion par 10 
f-'acUJf'izacion dsl numerador 


-TO 0 50 


Signo de 90 + .v — 

+ 

+ 

Signo dc 50 — x + 

+ 

+ 

Signo dc x — 

— 

+ 

, 190 -1- jcK50 - x) 

Signo de ] + 


+ 


El diagrams de signus muesEra que La sol Lid tin de la desiguiildad es 
( -90, 0) U (50, OO )♦ l>ehidt> a que no podcitios lener ur numero negative de eslu- 
diantes, s* inhere que el grupo debe tener mas de 50 e&udiantes para ejue el total 
del costo por persona sea menor de 54 dolanes. ■ 


Ejercicios 


1-4 ■ Sea S = ( - 3, - 1 , 0 T { T 1, V5 P 2, 4}. Determine euaLes, 
elemenlos de S cumplen con La desigualdad. 

L. 3 - 2x s j 2. 2J“ I 

3. ] < 2x - 4 =s 7 4, -2 J - * < 2 

5. — ^ — 6. x 2 + 2 < 4 

x 2 

7-28 ■ Refuel va la deslgualdad lineal. Entprese la soludtin 
usando la notacitin de intervals y grafique el conjunlo solucion. 


7. 

2,.t - 5 > 3 

8, 

3x + n <5 

9. 


10. 

5 - 3j ^ -16 

11. 

2 :r + ! < 0 

12. 

0 < 5 - 2x 

13, 

3j + 1 1 ^ 6x + 8 

14. 

6 - x ^ 2x + 9 

15. 

i* - 1 > 2 

16. 

jx + 3 < i — 2x 

17. 

jx + 2 < gjc - S 

IS. 

3 jJ — (V i" X 

19. 

4-3*s -(1 + &t) 

211. 

2(7* - 3) s 12* + 1* 

21. 

2sjt + 5 <4 

22, 

5 £ 3,x - 4 ^ 14 

23. 

-i < 2x - 5 < 7 

24. 

] O* + 4£ 16 


25. “2<8 — 2x 


2ft. J s + 7 s j 


6 E2 3 


„ 1 4 — 3 j I 

28 --^ — s i 


2 ( Mi2 * Rcsuelva La dcsigualdad no lineal. Exprese la solucidn 
usando la notation de intervales y grafiqitt el cuujunto sducitin. 

29. [x + 2)(x - 3) < 0 

31. x(2x + 7) is 0 

33. r : - 3*- IH £ 0 

35. lx 1 +Jt£t 

37. lx 1 - 3uc < 2.v 2 + 4 

39. x 1 > 3(jr + 6) 

4L v 2 < 4 

43, -2x 7 ^4 

44. (x + 2)(x - I )(.v - 3) ^ 0 


30, 

(-< 

- 5){x + 4) s 0 

32. 

x(2 - 3x) s 0 

34. 

j? " 

+ 5r + 6 > 0 

36. 

.t 

< x + 2 

3H. 

5,r 

2 + ;lr s 3,r + 2 

40, 

x 1 

+ 2x > 3 

42. 

1 

.r 

>9 


45, ,i J - 4,t > 0 
x - 3 


*16. Hit ^ jr 


) 


47. 


49. 


x + I 
4x 

2.t + 3 


0 


> 2 


«.^<0 

V — 7 


3f +■ ] 

5(1. -2 <- 


x — 3 
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51. £ 3 

x - 5 


„ 3 + * , 

52. — — & 1 
3 - x 


53. - <x 
x 


55, 1 + 


2 2 


x + I x 

6 6 

57. — a i 

x - 1 X 

+ 2 j - I 

jt + 3 x — 2 

61, x* > Jf 3 


54 . 


x + 1 


> 3x 


56. — ^ 1 

x — 1 x 

x 5 

58. - 5: — + 4 

2 jf + 1 

60 , + — ] — ^ 0 


x +■ ! x + 2 
x 3 


62. x J > - 3 


63-76 » Resuelva |a desigualdad con valor absolute, Expre* la 
respuesta usando la notacibn de intervalos y grafique el conjunto 
solution, 


63. \x\ s=4 
65. \2x\ >1 
67, \x ~ 5] ^ 3 
60, | lx - 3 | s 0.4 



73. \x +■ 6 1 <0.001 
75. 8 - [2* - I j 5=6 


64, ]3j;i < 35 
66, J | x | si 
68. [x + I | s i 
70. |5s- 2 | <6 


74, 3 - S 2x + 4 | ^ 1 
76. 7|x + 2 1 + 5>4 


77-80 ■ $e propordona. una frase que describe un conjumo de 
ndmcros reaies, Exprese lafrase comouna desigualdad que con- 
[iene valurtS ufcolutOs. 

77. Todos, los mimeros reales X menores que 3 unidades a partir 
del 0 

78. Todos los mimeros reaies x de mis de 2 unidades a parlir 
del 0 

79* Todos los numeras rtales x de por lo mencs 5 unidades a 
partir del 7 

80, Todos los numeros reales x cuando mueho de 4 unidades a 
partir del 2 

81-86 ■ Esti graft ratio un coojunto de ntimeros reaies. Encuen- 
tre una desigualdad que contenga un valor absolute que describa 
el conjuntu. 

g| 1- *— + * 1 P I « + ►“ — H ► 

’ —5 -4 -3 -2-10 1 2 3 4 5 

ti2 f — r- t a — i — +•*-+' r f t — t — ► 

-5 -4-3-2 -10 I 2 3 4 5 

ti3 — * — t — q — i — i — i — * — i — o — < — p — ► 

-5-4-3-2-10 I 2 3 4 5 

84 * 0^ H U 1 . 1 | | | . ► 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

85 h — i t f - — r 1 i i i ■ r - — ■+■ 

-5 -4 -3-2 -10 l 2 3 4 5 

£6 ' --t ’—5 — i — a 

-5 -4 -3 -2 -1 0 I 2 3 4 5 


87-90 * Determine los valures de la variable para la cual la 

exprastin esti defirtida como un niimerc real. 

88. V3m 3 - 5x + 2 

1/3 

90. 


87. Vi6~9? 
1 


89. 




- x 

X 


9 1 . ftesue iva la desigualdad con nespectn a x r supon iendo que 
a, by c son const ante s posi d vas. 


aJ offer — c) ^ fer 


b) a ^ fer + c < 24 


92. Suponga que o, fe. c y d sem numeros positives tales que 

a c 
“ < - 
b d 

_ a a + c c 

Pemuestre que - < - < - 

fe b + u d 


Apticaciones 

'f3. Escalaa do tsmparatura Aplique la relacidn entre C y F 
dada en el ejemplo 9 para determiner el intervale en la es- 
cala Fahrenheit que corrcsponde al intervalu dc temperalura 

20 s: C s 30. 

94. Escalas do temparptura ^Qu£ intervale de la escala de 
Celsius eorresponde al intervalo 50 ^ F ^ 95? 

95. Costo de la renta de un automOvll Una compafiia que 

rent a vchiculos ufrocc dos planes para rental un automdvil. 

Plan A: 30 dblares por dla y 10 centavos por ntilla 

Plan B: 50 dOlares por dla y gratis millas recorrtdas 

ilimitadas 

^Para qui valor de mil las el plan B te hari ahorrar dinero? 

96. Cost os de lea II am ad as de large distancia Una com. 
pariia telefdnica ofreec dos planes dc liirga distancia. 

Plan A: 25 ddlarcs par mes y 5 centavos por mi nut u 
Plan B: 5 ddtares por mes y 1 2 centavos por minuto 

^I’bra cudntos mtnuios de llamadas de lai^a dislancia el plan 
R *ok ventajoso desde el punto de visui financiero? 

97. Costos da manejo de un eutomdvll Seestima que el 
costa annul dc manejar un cicrto uulomovil ntieVo sc obtiene 
ntcdianlc La Formula 

C = 0.35f n + 2200 

donde m representa la camidad de mil las rtcomdas al afto y 
C cs cl costo cn d blares. Jane comprd uno dc esos vehiculos 
y decide apart iw para el aflo proximo entre 6400 y 7100 
dblarcs para los costos de manieja, £Cu£l es el inlervalo 
correxpondiente de mil las que poede recorrer con su nuevo 
automdvil? 

98. Crrntidnd da millaa par gal bn de gnsolina La cantidad 
de mil [as que rccome un vchacuto particular por cada ga- 
16n de gasolina, manejado a v mil las por horn, &e obtiene 
mediantc la formula q = 10 + 0.9r? — O.Olu 3 . siempre qutw 
cslc entre 10 milLas/h y 75 millsts/h. :.Par,L qud vclocidadcs 
la cantidad de mil las recorridas por galdn es 30 millas/galdn 
a mi$7 


rial 
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CAPiTULO 1 Fundamental 


Graved ad Ui fuciza gravitational F que ejercc la Tierra 
subie un objelo cuya masa es de 1 00 kg se deiermina me 
dianle la ecuacibn 

4 000000 
d z 

J hi ride d es la distance cr km dd objeto desde cl centra da 
la Tierra y la fuerza Fse mide ers newtons (N). ^Para que 
disUncias la fuerzaque ejerce la Tierra sohre este objelo 
estara enlre 0.0004 N y 0.0! N? 

] HO. Temperatura da una hOguerD En las, eertanaas de una 
hogucra, la temperatura T cn °C a ana distancia dc x mc- 
tros desde cl centra dc la hogucra sc deiermina mcdianlc 


J03. Temperature del sire A niedula que el a ire seco 

asclende, se expands, y a I baccrlo sc enfria a un rittno de 
a 1 rede dor de 1 ,J C par eada 1 CM) metros que subc, hasta casi 
las 1 2 km. 

a) Si la temperatura del suelo es de 20 Q C. plantee una fdr* 
mu la para la temperatura a una all ura h , 

b) (,Que tempefaturas se pueden esperar si un aeroplane 
despega y alcanza una altura maxima de 5 km? 

104. Prntio del boleto de avidn Una aerulinca que (feta 
aviones ohservaque en sus vuelns del s^bado desde 
Filadelfia a Londies, los 1 20 lugarcs se venderan si cl precio 
del boleto es de 2W ddlares, Pero por cada 3 dtflares de 
iacremenlo cn el pnetio del bolero, las luganes vendidos 
disminuirfn en uno. 


600000 
jr 1 + 300 

lA que dtstantias del centra del fuego la temperatura sera 
menw de 50CFC? 



HU. Distancia de frenado Para un cterto inodelo de au- 
tomovil la distancia d que requlerc para detenense sii estii 
viajando a una vclocidad v rnilkn.'li sc encucntra mcdianlc 
la formula 


dtnde d se mide en pies. Kerry desea que su distancia de 
frenado noexceda 240 pies. ^.Entne que rangode velocidad 
debe viajar? 



102. Gan an era de ur> fabrics me Si un fabricame veude x 
unidarks dc un cicito producEu, >us ingresos R y sus cosEus 
C lodo en dGlares, son 


a} Determine una formula para el mimero de tugares ven- 
didos si el precio del boleto es F ddlares. 

h) En un cierto penodo, eE numerode lugares vendldos 
para este vuelo varian entre 90 y 115. ;,Cu£l fue el in- 
tervaln carrespondiente de prectos para el boleto? 

105. Costo de una tuncion de tcatro Un bareu en el no 
ofrece funciones de leatrp y el viaje en sutobtis para gru- 
pos de personas con las siguientes bases. Alquilar un auto- 
btis cuesta a! gmpo 360 drilares, que los del grupo de ben 
aportar par partes iguaics. Los boletus para la funtritf n dc 
leulro cuesEan normal mente 30 ddlares cada uno. pero se 
ks dcscucctan 25 centavos de ddlar por cada persona del 
gnupo. ^Cuanlas personas deben tr cn grupo para que el 
costo de la larifa de! autobds mis el boleto de la funcidn 
de tcatro sea dc menus de 39 ddlarcs par persona? 

1 06. Cere ado de un jardin Una mujer tiene 120 pies de una 
cerca resistente a los venados. Quiere delimiiar un buerto 
rectangular en su terreno que mida por 1 o menus 8W pies 
cuadrados. iQu^ valores son posibles para cl largo de di- 
dto buerto rectangular? 

L07. Espesor de un malarial la min a do Una compafiia fa- 
bric a laminados industrialcs (bojas dclgadas con una base 
de RfliloTi) de 0.020 pulg. de espesor. con una toleranda de 
0.003 pulg. 

a) Determine una desigualdad que conlenga valores abso- 
In Eos y que describe cl intcrvalo de espc.-sores posibles 
para cl material laminado. 

h> kesuel va la deslgaatdad que encontm en el inciso a). 

I 0.020 pulg. 



R = 2Ux 

C = 2000 + at + 0.0025.r 2 

Apliqnc cl hoc ho dc que 

ganancia = ingresos — cosEos 

para determitiar cuantas unidades dehe vender pan disfru- 
tar dc unu gananciu de pisr lu menus 2400 dolares. 


I OS. Estaturas posibles La esDtura promedio de un var6n 
adullo es dc 68,2 pulg. y 95% de los vamoes adultos ticne 
una altura h que cumple la desigualdad 

ft - 68.2 
2.9 ~ 2 

Re sue l va la desigualdad para determinar el iniervalo de 
esutturas. 
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De sc u brim lento * Debate 

109. ^Cort las potencies se oonserva el Orden? Si a < b, 
£65 a 1 < b 2 ? (Compruebe tamo el valor positivo como el 
ncgativo para a y b.) Si a < £,cs a 3 < b 3 ? Con base en 
sus ob sen- adores pkniec una regia genera! con res pec to a 
La relacton enlre a n y 6" cuando a < b y n es un entem 
positive. 

1 10. ^Qu4 es lo que esta trial aqm? Bs tenlatior traiar tie 
resolver una dcsiguaJdad como si fuera una ccuacibn. For 
cjcmplo, pod names iratai dc resotver ] < 3 /j multipli- 
cando ambus miembros por .i, para obecner x < 3, de 
modo que la solucitfn seria (— cc, 3). Fern esio cs falsot 


por cjcmplo, x = —l csitf en cste iuiervalo, pero no sacis- 
face La desiguatdad original. Explique porqu^ estc metodo 
no funciona Lpiense con respecto al .yigw de jr). Resuelva 
I Lego- La desigualdad conectamcnte. 

111. Uso de las distances para resolver desiguaLdades 
que contienen vb lores absolutes Keeuerde que 

| a - b | es la tiislancia entre cr y h en la recta numerics. 
Para cualquier nfiroero x, t,qu£ represeiuan j jr — 1 1 y 
| x - 3 J? AplLque esLa Inierpretacidn para resolver 
gcometricamcnte la desigualdad \x - 1| < | jr - 3 j. En 
general, si a < ^cual cs la solueiun de la desigualdad 
| jt — a j < | x — h | ? 


1.8 


Geornetria analitica 


El piano coordenado es el vinculo entre el algebra y la geometria. En el piano coor- 
denado podemos trazar grifieas de ecuaeismes aJgebrakas, Las gnificas. a su vez, nos 
pemiiten "ver" la relaeidn cxLsicme entre las variables de la eoiaeitin. En esia seccidn 

se trala ql piano c oordenado. 


El piano cartesiano Itcva esu n ombre 
cn honor al male mal loo trances Rene 
Descartes (. 1 5 96- 1 650k LLLmquc olio 
francos. Pierre Fermat 1 1601 - 1665) 
cambitin inventd los prinetpios de la 
geometria analt'lica al mistno tk-mpo. 
(V^anse sus bjograffas en las pjginas 
1 12 y 652.) 


Antique la notaeidn para un pumo 
[a.h) es la niisnu que la notaddn para 
un intcrvalo abierto, cl conies to debe 
ayutdar a aclarar qu£ es lo que sc quicre 
represeniar. 


El piano coordenado 

Al igual que los puntos sobre una recta se pueden representor con numcros reales 
para fomiar la reels nmmt-rica + los puntos sobre un piano se pueden idcniiliear por 
medio de pares ordenados de numcros para formar el piano coordenado o piano 
cartcsianu. Para hacerlo, trazamos dos rectas de nunieros reales enlre sf y que se 
cortan en el 0 de cada recta. Por lo regular, una recta es horizontal con direccibn po- 
sitiva hacia laderecha y se llama ejer; la otra recta es vertical y la direccidu posi-liva 
es hacia arriba; recibe el nombre de eje y. El punto de interseeddn del eje .t y del eje 
y es el origen O h y los dos ejes dividen el piano en cuatro cuadranles. Ilamados Q, 
III y IV en la ligura L (Los punlos que se local izan sobre los ejes coortiena' 
dos no se asignan a niuglin euadranie.) 
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Figure 1 Figura 2 

Cualquier puiUo P en el piano coordenado se puetle ubkar por medio de un unieo 
par orden ado de ndmeros (o./?), como se muestra en la tiguru I . El primer numero 
a sc llama coordenada x de P; y el segimdo numero b se llama coordenada y de P. 
Podemos pensar que las coontenad&s de P son como su ^domicil io" porque espe- 
cilican su ubieaci6n en el piano. En la figura 2 se muestnin varies puntos eon sus 
coordenadas. 
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88 


CAFfTULQ 1 Fun-dam entos 


Las coordenadas 
son como domicilios 

[.as. coordertadas de un punto en el 
piano jrv Jelcmunjn cxelusivarnen- 
ic su ubicacitiiL Podrfamos decir 
que las ooocdenBdaa son como el 
"domicil in" o la direction del pun- 
to. En Salt Lake City. L’IllIi, Lis. di 
rceciones de la mayor parte de In- 
edifitikts se dan de hecho coma 
eoordenadas. La ciudad se divide 
en cuadrantes dontk la Main Struct 
cs cl cjc Vertical (Norte-Slirt y S. 
Temple Street c* cl eje horizon- 
tal (Este-Oesie). Una direction tal 
como 

1760 W 2100 S 

veil ala un lugar 17.6 cuadras ;tl 
oeste de Main Street y 2 1 cuadras 
al *,ur de S, Temple Street. its la 
direction dc la oficina principal de 


corrects cn Sail Lake City.> Con 

y 


tile si stema Iri^ieo t: S. jwsible para 



eualcjutera que no coudzca la ciu- 
dad local izai dc mancra inmcdiani 



cuidquicr direct [tin f uin ftidl como 

~b 

X 

cuando uno localiza un punto sobre 



el piano coordenado. 

- 

*■ 



Ejemplo 1 Graf teas de regiones en el piano coordenado 

ITescriba, y gruhque lits regiones representadas mcdianle cada conjunto, 

a) {fry)|x^ 0} b) {fry)|y = 1} c) {(*,?} I |y | < 1} 

Solution 

a) Los puntos cuyas coordenada x son 0 o positivas quedan en el eje y o a la 
derecha de 61. como &e muestra en la figure 3(a). 

b) El conjunto de todos los punlos eon coordenada y igual a 1 es una recta hori- 
zontal situada una uni dad por arriba del eje de las x, como se ilustra en la 
figure 3(b). 

c) Recuerde que en la seccidn L7 se establecid que 


y\ < I si y s6\o si 


-1 < v < l 


Entonces, la region dada consists en aquellos puntos en el piano cuyas coorde- 
nadas y quedan entre - 1 y 1. Por consiguiente, la region consists en todos los 
puntos que esUSn entre las rectas horizontales y — 1 y y — — L, pero no sobre 
elJas. Estas rectas se ilusEren como lineas discontinuas en la figure. 3(c) para 
serialarque los puntos sobre esas rectas no estan en el conjunto. 



y 

y-1 



i i 

11 0 

' 1 X ft 

X 

b) J 

t = 1 c)l y I 

y- -1 

< 1 


a) j; St 0 

Figura 3 


Formulas para la drstancia y el punto medio 

Ahora determinaremos una formula para la distancia d(A t B) entre dos puntos 
Afr, y L ) y B(x^ y a ) en el piano. Recuerde que en la seccidn 1.1 se establecid que la 
distancia entre los puntos ay b sobre una recta num^rica es d(a, b) — | h - a \ . En- 
tonces t de acuendo con la figura 4 T la distancia entre los puntos Afr.yJ y Cfr.yj) 
sobre una recta horizontal debe ser | jr a - JC| |, y la distancia entre y 

Cfr 2 * y | ) sobre la Ifnea vertical debe ser | y 2 — V| |. 
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Puestoque el diangulo ABC es un tmngulo retiangulo. mediant? d teorema de 
Pitdgoras se obtiene 

d(A. B ) - V|.v, - .x, (- + |y ; - v, | 2 = V(, tj - .x,f + (v, ~ },) ! 


Formula de la di stand a 


Li ill slant ia cnLri: bs pun ton A(.v f .y , ) y #(*;, y 2 ) en d plant ) es 

XL B) = V(a 3 - J ,) 2 + (y : - v,) a 



Ejemplo 2 Aplicacion de la formula para la dtstanda 

^.Cual de los puntos XU -2) o £?<X 9) esta mfct cerca al punto A(5, 3)? 
Solution Segun la formula de la distant in, tenemos 

d{P. A) = If + J3 - {-2)f = V4 3 +■ 5’ = V4T 

40, A) = V(5 - 8) 3 + (3 - 9f = V(-3 f + (— 6) 3 = V45 


Esto demuestra que d{P , A ) < 4£?* A) + de mode que P «st4 mis cerca a A (v6ase la 
figura 5). ■ 


Figura 5 


Ahora determine in os las coordenadas (j, y) del punto medio M del segmento de 
recta que une el punto A(r|, V] ) con el punto B{x 7 , y 2 ) . En la figure 6 vemos que los 
irjingulos APM y MQB son eongruentes porque d{A<M) — d{M h B) y los Angu- 
los Correspond ienles win iguales. 



Se infiere ententes que d(A t P) - d(M „ {?) y que 


X ~ Jt] = JEj — x 

Al determinar cl valor dc x, en esta eeuaddn, tenemos 2x = x : + * 3 , y ententes 

Jt, + J 2 Vj +■ v h 2 

x - — - — De igual manercu y — 

d_ ■_ 
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CAPETULO 1 Fundamentcs 



F 


1 — i — i — i — i — i — i — ► 

0 4 x 

Ftgura 7 


Principle fundamental 
de la geometria analitica 

Vn punto (a, y ) pert^nect a una 
gru tica de una ecuacidn si v solo si sus 
cuordcnadas sLids-ftiCcn 9a ecuacidn. 


Formula del punto medio 


El punto medio de] segmenio de recta desde A(.Tj, v,) a y 3 ) es 

/ *1 + J 3 >'l + >2 \ 

\ 2 ' 2 ) 


Ejemplo 3 Aplicacion de la formula del punto medio 

DemuesHre que el cuadrildtero con vertices P( E, 2), Q(4, 4), tf(5„9) y S(2, 7) es un 
paraielogranoo al probar que sus do* diagonale* se bisecan. 

So lu cion St las dos diagonales. tienen el mis mo punto medio, enlonees dehen. 
bisccarse, El punto medio de la diagonal PR es 


( 


4*4*) -ME) 


y el punto medio de la diagonal QS es 


M + 2 4 + 1\ 
\ 2 ' 2 ) 



de modo que ambas JiagOflales se bisecan. como se i lustra en I a hgura 7. (Un 
teorema de la geometria elemental estahlece que el cuadrilatero es por lo tanto un 
paralelogramo.) ■ 


Graficas de las ecuaciones eon dos variables 

Una ecusridn ctedos variables. lal eomoy = r + 1 , express una nel&cidn entre dos 
eantidades. Un punto (x,y) satisiace la ecuacidn si k ecuacidn es verdadera cuando 
los valorcs para x y y sc sustituyen en dicba ecuacidn, Fdr ejemplo, el punto (3, 10) 
satisface la ecuacidn y = x~ + 1 porque 10 = 3 : + l, pero el punto (U 3) no porque 
3 * I 2 + I. 


Graftca de una ecuacidn 


I Jt griitica de una ecuacidn con a y y es el con junto de todos los puntos (x y l 
del plono coordenado que sutisfacen la ecuacidn. 


La graliea de una ecuacidn es una eurva, de modo que para graficar una ecuacidn 
tra/amos tantos puntos como podamos y* Utego, los unimos por medio de una cur- 
va suave. 


Ejemplo 4 Trazo de una grafica mediante la ubicacrdn 
de puntos 

Trace la grifiea de la ecuacidn 2 a - y = 3. 

Solution Primero resol vernos la ecuacidn para encoticrar d valor de 

y = 2 a “ 3 
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Figura 8 


Un andlinii cxh;iuMivo de las paiibolus 
y sus propiedudcs geortiAricas sc 
presents en el capitulo 10, 



-4 -2 0 2 4 Jf 


Emo ayuda a calcular las cwrdertadas y en la tabla siguiente, 


J 

y — 2x — 3 

(*.*) 

-1 

-5 

(-1.-5) 

0 

-3 

(0.-3) 

1 

-1 

(lp-1) 

2 

1 

(2.U 

3 

3 

(3,3) 

4 

5 

H.S) 


Clare, hay una infinidad dc puntos en la graft ea. per lo que es imposible local izar 
todos. Pero entre mds pantos ubiquexnos mejor i magi nare jugs edmo es la grfftca 
que represents la ecuacidn. Hrazamos Los pumos que encontr antes en la figura 8; al 
pareeer fonman una reeia, Entonces, para cotnpletar la grifica unimos los punlos 
nurd i ante una Ifnea. (En la section 1.10 CQmprobamos que la gratica de esta 
ecuacion es realmente una recta.) ■ 


Ejemplo 5 Irazo de una grafica mediant© la ubtcacion 
de puntos 

Trace la grafica de la eeuacidny = x 2 — 2. 


Solution Detemiinamos al juntos de los puntos que satisfacen a la ecuacidn en la 
Labia siguiente. En la figura 9 graficamos estos pun los y los uuimos mcdianle una 
curva suave. Una curva eon esta forma se llama purdbafa. m 


X 

y = J-l 

(*.?) 

-3 

7 

(-3.7) 

- 2 

2 

(-2.2) 

“1 

-1 

(-1.-0 

0 

-2 

(0,-2) 

1 

“1 

(1,-1) 

2 

2 

(2,2) 

3 

7 

(3.7) 


Ejemplo 6 


Grafica de una ecuacion que oontiene 
valores absolutes 



Trace la grtflka de ta ecu&cidtt y = |x| , 

So I ucion El aboramos una tab] a de valores: 


X 

y — 1*1 

<*.r) 

-3 

3 

(-3,3) 

-2 

2 

(-2,2) 

-1 

1 

(-M) 

0 

0 

(0,0) 

l 

1 

(1.1) 

2 

2 

(2.2) 

3 

3 

(3-3) 


En la figura 10 localizamos estos puntos y los uttlizamos para graficar la ecuaeion. 


Material prolepido 


dot dart 


nat 


Figura 10 
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CAPITULO 1 Fundamentcs 


Intersecciones con ios ejes 

Las coorder adas x de los puntos donde una gratica corta al eje x se de norm nan 
intersection con d eje x de la grafica y se obliene habentio y = 0 en ta ecuaeidn dc 
la grafica. Las coordenadas y de los puntos dondc una grfUiqa corta al eje y se 11a- 
man iitlerseccldn con cl eje y dc la grifica y sc dcEerminan hacienda x = 0 en la 
ecuaci&i de la grdiica. 


Definition de las interseceiories ton los ejes 


Intersect tones 

Intersection!^ eon cl eje jr 

Las coordenadas a de los puntos donde 
la grafica de una ecu acton corta a] eje x 


Manera de determ in arias 


Hacer y - 0 y 
delerminar x 


En qud parte de la grafica 
se encuentran 



Intersections cun cl ejey 

Las cuordenadas y de lo.s puntos donde Hacer .r = 0 y 

la grUlica de una ecliacbtf corta a] eje y delcnninar y 



Ejemplo 7 Determination de las interseceiones 

Eneuenlre las mterseeciones con los ejes x y y de la grdfica de la equation 
y ™ x 1 — 2 , 



■a y = x z -2 


h 1 — H 


2 1 ntflrsecciDn 

t con el eje x 

— 1 1 — 


2 - 0 


2 


_1 




\rilsT 6 ccc-. 6 n 
con d eje y 


Figurfi 11 


Solution Para encontrar las intersections con d ejc x hacemos y = 0 y dctcr- 
minamos x, For b Unto, 

0 — X~ — 2 Be 'r ace y = O 
X 2 ~ 2 Sums ftmbw .-nieirljpos 

X = i V2 j : or de ■- : .adratfa 

Las imersecciones con el eje x son V2 y - V2* 

Para calcuhr las intersect icmes con el eje y hacemos a = 0 y cakuhmos y, 
Entonces, 

y - 0 2 - 2 &cw^O 

y = -2 

La intersection con el eje y es -2. 

La grSfica de esta ecuaeitin se ilgsira en el ejemplo 5- Se nepilc en la figura 1 1 
con las iniersecciones sefialadas. ■ 


Circunferencia 

Hasia ahora homos e stud i ado edmo determinar la grafica de una ecu ac ion que con- 
tienc x y y. El pmblema inverse consists en encontrar una ec nation de una grafica. 
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Figura 12 


es dccir h i ina eeiiaeidn que reprcscnta a una eurva dada en el piano jsy. Las coor- 
denadas de I os punios dc lacurwa, y 00 otros, saiisfaceti lal ceuacidn. Lata es la otra 
mi cad del principle fundame ntal de la geometria analitica segun lo formularon Des- 
cartes y Fermat. La idea es que si una curva geometrica puede ser representada me- 
diante una eeuacidn algebraica, entonees las reglas del itgebra se puede n utilizar para 
anali&ar la curva. 

Pant ejemplirtcar este tipo de problems deierniinemos la ecuacibn de una cir- 
cunferencia con radio ry centro en (k k). Pordefinicibn, la circunferencia es el con- 
junto de todos los puntos y} cuya disrancia desde el centro Jt) es r ( vease la 
figura 12). Por b iimta, P esl£ sobre la circunferencia si y sblo si C) = r. De 
acuerdo con la formula de k distancia tencmos 

V(x - hf + (_y - kf = r 

(jf — A)* + (y “ it) 1 = r 1 Seesewan a\ rricnbroft 

lista es la ecuaddn deseada, 


Ecuadon de una circunferencia 


l na ecuactbn de 3a circunferencia con centre) en ( h , fr) y radio res 

(jc - kf + (y - kf = t 1 

Esta e\presi6n sc denoniina forma urdmuria de k ecuacibn dc k eircunl’e- 
renda, Si el centro de la circunferencia esc! on gen (0 P 0) t entonces la 
eeu-acibn es 

r* + y 1 - r 1 


Ejemplo 8 Grafica de una circunferencia 

Grafique Las ecuariones* 

a) x 1 + y 2 = 25 b) (x - if + [y + if - 25 

Solution 

a) Volvemos a escribir la ecuactdn como x 2 + y 2 = 5 2 , y advertimos que es una 
ecuacibn de una circunferencia de radio 5 y centro en el origen. Su grifica se 
i lustra en la figura 13, 

b) Reescribimos la ecuacibn como (jt — 2f + (y +■ l) 3 — 5 3 , y nos percakmos 
de que es una ecuacidn de una circunferencia de radio 5 y centro en (2, — 1 )» 
Su grafica se muestra en la figura 14. 
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CAPfTULO 1 Fundamentos 


yk 



.. [j- 2) J + (y + 5) J =9 


Figure 15 


>' + 

Pil% 



Qi%- 6) 


[x - 53 1 + (y “ l) 1 = 53 

Figura 16 


La t^cnica de completur cuadrados se 
utiii?^ en machos conlextos en el 
iigebra, En b ^ei^n 1.5 ulilizamns 
dicha (denies para resolver ecuaciones 
cuadiiticas. 


Debemos sunruar bt* mi s mas 
canlidades a ambus nuembros para con- 
vervar la igualda.cE 


Ejemplo 9 | Determ inaci on de la ecuacion de una drcunferencia 

a) Determinar la ecuacidn de una circunferencia cuyo radio es 3 y su centro 
es (2, -5). 

b) Encomrar una ecuacidn de la circunferencia euyos puntos P{ 1 , 8) y Q(5, — 6) 
son los extremes de su diimetro, 


Solution 


a) Aplicamos la ecuacidni de la drcunferencia con r — 3,h — 2y k ~ — 5 T y 
obte nemos 

(a: — 2) 3 + {y + 5) 2 = 9 
La gr£fica se ilustra en la figura 15. 

b) Primero observamos que el centro es el punto medio del diimetro PQ, de modo 
q u e, segun la formula del punto medio, el centro es 


( 


1 -§- 3 S - fe 

2 * 2 



El radio r es la distancia desde P hasta el centro, por Jo que segdn la formula de 
la distancia 

r 1 - (3 - l) 2 + (l — 8) 2 ^ 2 2 + (~7) 2 = 53 


For lo tan to. la ecuacidn de la drcunferencia es 


<JC - 3)’ + (y - l) 5 = 53 

La grali Co se muestra en la figura 1 6. • 

Desanollemos la ecuacidn de la drcunferencia del ejemplo anterior. 

(jf — 3) 2 + (y — l ) 2 = 53 Florrna eraliraaria 

x J — 6 jt + 9 + y 2 — 2y + 1 — 53 DeearroHodc fos cuadrzfdas 

j 2 — ^ ■+. _ 2 y = 43 &uatraeci6rt de 1(3 para obtefipr ta 

forms dezarrotiaite 

Suponga que se nos da la ecu ac ion desarrollada de una drcunferencia. Entonces, para 
encontrar su centro y su radio, tenemos que expresar la ecuacidn en su forma ordi- 
naria, Esto quiere dedr que tenemos que invertir los pasos de los citculos anterio- 
res> y para hacerlo necesitamos conocer qu£ s innar a una expresidn como x 1 — 6x 
para convertjrla en un cuadrado perfecto, es deeir, necesitamos completar el euadra- 
do, como s* haee en el ejemplo stguieme. 


Ejemplo 10 Identification de la ecuacidn de una drcunferencia 

Demuestre que la ecuacidn jr 1 + y i +-'2jt"-6y+'7 = 0 represent! una circuiiferem 
cia y determine su centro y su radio. 


Solution Primcm agrupamos (os idnnitios que contienen x y los t^rminos qtie 
contienen y. Luego completamos el cuadrado dentm de cada grupo. Es decir, com- 
pletamos el cuadrado para jc 3 + 2jc sumando * 2) 3 = L y completaitios el 
cuadrado de y 1 — 6y sumando [| * (— 6)] s = 9, 


{x 1 + 2x ) + (y 2 - 6y ) *7 

(x 2 + 2x + !) + (y 2 - 6y + 9) = -1 + I + 9 
(j + l) 2 + (y - 3) 2 = 3 


Be nagrgpsri bs tirminos 
CcmpIcJtaffligs $\ cuadrado 
Sumandc 1 y 9 a arnbe-s rnlffmbras 
FactoHsimoff.y eimpliflc^mcs 




ii 
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Al comparer esia ucuacibu con la ecuacion undinaria de ana circunferencia, vernos 
que h = — 1 + Ar — 3 y r = V3 , de modo que k ecuacidn dada sf representa una cir- 
cunferenck con centre en {— 1, 3) y radio V3. ■ 



Figura t? 


Simetria 

En la figure 17 se muestra Ja grarica de y = x s . Observe que la parte de la gratica a la 
izquierda del eje y es la imagen e specular de la parte que se encuentre a la derecha 
del eje y La raztin es que si el pun to (x, y) esti en la grifica, enlonces tambi^n lo e&- 
td (— jt* >■)* y estos pWFitos son Jos reflejos de los otros con respecto al eje y. En esta 
siluacidn dec i nos que la grafica es simetricu con respecto al eje y. Con un ra- 
zor amiento similar, decimos que una graft ea es simetrka con respecto a I eje x si 
siempre que hay a un punto (jc, y) en la grdfica, hay un punto (jf + — y). Una grafica 
es sim&rica con respecto al origen si habiendo un punto (x, y) en la gratica, hay 
un punio (~x T — y). 


Definition de simetria 


Tipo do 
simetria 


C6mo probar 
la simetria 


Como se ve la grafica (las Significado 
figuras de esta seceion) geometrico 


Simetria con respecto 
al eje jt 


Simetria coti respecto 
ul eje y 


La ecuacidn pemrancce 
sin cambios cuando y 
es reemplazada por —y 


La eeuacitin permanent* 
sin cambios cuando x 

es reemplazada por —x 




(Figures 9, 10, [ I, 13, 17) 


(Figtlras 13. IB) 


La gnilicu no eumbk 
cuando se refleja en 
el eje .r 


La gnliica no canihia 
cuando sc reileja cn 
cl eje V 


Simetria con respecto 
ul ori gen 


La ecuaeton permunece 
sin cambios cuando 
.tes reemplazada por 
—x y y por — y 



(Figures 13, 19) 


La grafica no cambia 
cuando gira 180 con 
respecto al origen 
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CAPiTULO 1 Fundamentals 


Los ejemplos resumes de esta seccion muestran ccimo la simetria ayuda a trazar 
las grfficas de las tenacities, 


Ejemplo 11 Aplicacion de la simetHa para trazar una grafica 

Ptuebe si la ec nation x = y 2 es simftrica y trace la grafica correspond] ente. 

Solti don Si rcemplazarnos a y por —y en la ecnacidti x - y 2 , abtenenxu 

X = (-y) 1 Rflemplazo de y par -y 

x ~ y 2 SfrnpiiflCiacidFi 



!a ecuaddti permanece sin cambios. For lo tanto, la grafica es sim£trica con res- 
pecto al eje x, Fere al cambiar x por —x se dene la ecuacitin —x - y\ lo cuaJ noes 
lo mismo que la ecuacion original „ de modo que la grafica no es simetrica con nes- 
pecio al eje y> 

Aplicamos la simetna con respecio al eje x para trazar la grafica itbicando pantos 
para y > 0 y luego reflejamos la gridica en el eje x como se muestra en la ftgura 18, 


y 

.r = v" 

(jc. y) 

0 

0 

(0.0) 

i 

l 

(U) 

2 

4 

(4.2) 

3 

9 

(9,3) 


Ejimplo 12 Aplicacion da la simetna para trazar una grafica 

Pruebe si la ecuacidn y = x 3 - 9*48 sim&rica y trace la grafica. 


So l u cion Si reemplazamos x par — x y y por — y en U eeuuaci6n T (enemas 


—y = - 9{— je) 

—y — —j 3 + 9s 
y “ x y — 9* 


KwmpJsd de * par -* y y por -y 

SliFTfHfftcasEAfi 

Multlpllcflcldn por “1 



y la ecuaridn no se modifies. Esta signifies que la grifica cs simdirica con respecio 
al origen. La grffica se elabora Localizando pantos para* > Oy luego aplicando la 
simetna con respecio al origen (vGase la tigura 19), 


X 

y = jc 3 — 9* 

(*. y) 

0 

0 

(0 t 0) 

1 


(1.-8) 

1,5 

-10,125 

(L5+-10J25) 

2 

-10 

(2, — 10) 

2.5 

-6.375 

(2.5. —6.375) 

3 

0 

(3,0) 

4 

28 

(4, 28) 


■ i 3 1 proleqid 


1 - roc h c 


1U 


Figure 19 
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1.8 


Ejercicios 


L Gratique los puntos dados cn cl piano coordenado: 

(2, J). (-2. 3). (4.5). (4. -5}, (-4.5). (-4. -5) 
2, Encucntrc las coordcnudus dc los puntos moslmdos cn la 
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3—6 ■ Esli graficado un par dc puntos. 

a \ Determine I ll di stane ia cm re cllos. 

hi Catcule d punto medio del segmento que los urie. 





7-12 ■ Estl graficado un par de puntos. 

a) Grafiquc Jos punlos cn un piano coordenado. 
h) Determine la distune ia eolre elloa, 
c) Determine cl punto medio del segmemo de recta que Los 
une. 

7* (0, S), (6. 16) 

8+ (-2,5), (10.0) 


9- (-3, - 6 ), (4, 18) 

10. (-1,-1), (9, 9) 

11. (6 r -2 ),(~6 ,2) 

12. ( 0 , - 6 ). (5,0) 

13. Dibuje cl reciAngulo con vertices A(1 T 3). jS(5, 3), Cl( I , ~3 ), 
y D(S t -3) en un piano coordenado. Catcule el ire a diet rec- 
tAngulo. 

14. Dibuje el paraletogramo con vertices A( 1, 2), £r(5, 2), 

C(3, 6 ) y D{ 7, 6 ) en un piano coordenado. Calcule el irea 
del paraJelogramo, 

1 5. Localicc los puntos A ( l , 0 } , P(5, t>) , C{4 , 3 } y D( 2, 3 ) , en 
un plana coordenado. Trace Iqs segments AS, BC„ CD y 
DA. iQne clase de cuadriiAtero es. ABCD t y cuAl es su Area? 

16. Localise las puntos f\5, 1 ), 0 ( 0 , 6 ) y 1 }, en un piano 

coordenado. ^D 6 nde &e debe situar el punto $ para que el 
cuadrilatero PQRS sea un cuadrado? Calcule cl Area de estc 
cuadrado. 

17-26 ■ Dibuje la negidn dada por el conjunto. 

17. ((^y)|x£3} 

18. (foy) |> < 3) 

19. {(xy)|^2) 

20. {(x,y) | x “ - 1} 

21. i(&y)\l<x<2) 

22 . {foy)|0sy:s4} 

23. {(x,y)\\x\ >4} 

24. {{x,y)\\y\ S3) 

25. fey) | x ^ l y y< 3} 

26. {(*,y)] j*| s2 y |y| ^ 3} 

27. t.Cuil de tos puntos A( 6 T 7 ) o fl(— 5, 8 ) estA mis cercano al 
origen? 

2 S. ^Cual de los puntos -C(— 6 , 3) o D£3 r 0) eslA mAs cercano al 
punto E(— 2, 1)7 

29, 4 C 0 il de bs puntos JX3. 1 ) 0 Q{ - 1 , 3 ) estA mAs cercano al 
punto ^(- 1 ,- 1 }? 
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30, a} Demuestre que los- puntos (7, 3) y (3, 7) ectlD a 3a 
nusma di s-t^nci a del origen. 

b) Dcmuestre que Eds puntos {a, t>) y [b, a) c&LSn a la 
mlmM ditianciu dd origen. 

11. Denmestre que el tri&igulo con vertices A(0, 2), 

£( - 3, - 3 ) y C( ■ -4 t 3 ) es isdscetes, 

12, Determiner d area dd iriingulo ilustrado en la figure. 



11. Refitfrese al triingulo ABC de la figure. 

a) Dunam que el tri4nguk> ABC es un triSngulo reetao- 
gulo usando el Lnverso del teorema dc Pitagora* (vfiase 
pig 54). 

b) Encuentre d Area dd triingulo ABC, 



34, Dcmuestrc que cl triingub con vertices A(6, -7), 

5(11, -3) y C[2, -2) « un tri&ngulo reet&ngulo aplicando 
el lnverso del teorema de Pitigocas. Calorie el area del 
tri Angulo. 

35. Dcmucstrc que los puntos A(— 2, 3), 5(4.6), C(1,0) y 
D(-5, 3) son lu* vertices tie un cuadrado, 

36- Demuestre que los puntos A( — 1, 3), B(3, 11) y C(5, 35) soo 
colinealcs probtmdo que d{A, 5) + diB, C) — (/(A, C)- 

37, Encuentre un punto sobre el eje de la v que cs equidistant^ 
de Ids punto* (5, —5) y (1, 1 ). 

IS, Determine las. longitudes de las mediums de un trianguh 
con vertices A( 1 , 0), 5(3. 6) y C(S, 2). (Una mediana c* un 
segmento de recta que parte de un vthtiee y se dtrige al 
punto medio dd lado opuesto.) 


30* Orafiqne los puntos 5( [- ] . -4), Q( 1 , 3 ) y 5(4, 2), sobre un 
piano coordenado, < Domic dehe estar el punto 5 para que la 
figure PQRS sea un paralelogramo? 

4U* Si W(6, 8) e& el purtlo medio del segment*; dc recta AB, y si 
A tiene las coordenadas. (2,3), determine las coordenadas 
de B. 

41* al Trace el parelelograino eon vertices A(-2, - 1 ), 

5(4, 2), C(7,7) yD(l, 4). 

b) Determine los puntos medlos de las diagonals de esle 
paraleiogramo. 

cl De la parte h i demuestre que las diagonals se hisecan 
entre si 

42* El punto Af de La 11 guru cs el purtlo medio del segntenio de 
recta AB, Dcmuestre que Af es equidisiante de los vertices 
dd tridnguio ABC. 



43—16 ■ Determine si los puntos dados satin art la grille a dc la 
ceuation. 

43* j- 2 y- 1=0; (0.QM1, □),(-], -1) 

44 . + 1) = 1; (I, I ).(!,;), (-1. 1) 

4J. 4 s + « + >■* = 4; (0, -2). (!, -2), (2, -2) 


46. 


»*&*)• ($i) 


47-50 ■ Sc propoedonan una ecunctdn y su grifica.. C.’alcule las 
incersecdones con los ejes jr y y. 


47. y = 4.r - i ? 
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49. x 4 + y 2 - xy = 16 Sfl. x 1 + f - x 2 y 2 = 64 



51-70 ■ Ekborc una tabia tie valorem y trace lagidfica da Ea 
ecuacitfn. Encuentre las intersecciones con ios ejesx y ye invest 
tsgue si hay simetria. 


5L 

y — -x + 4 

52, 

y - 

3x + 3 

53. 

2 x-y = 6 

54. 

X + 

y-3 

55. 

y = 1 - x 2 

56. 

y- 

x 2 + 2 

57. 

4y = x 2 

58. 

8y = 

= x J 

59, 

y = x 2 - 9 

641, 

V = 

9 - j 2 

61 , 

xy = 2 

62. 

y = 

\7 +4 

63, 

y — V4 “ x* 

64. 

y = 

K 

1 

? 

t 

65. 

M 

+ 

'vf 

H 

1 

■t- 

66. 

X = 

y 3 

67. 

y = 16 ~ x 4 

68. 

X = 

\y\ 

69. 

y = 4 - jxj 

741, 

y — 

|4-Jt| 

71- 

76 • Investigue si la < 

Ecuador es 

simetrica. 

71. 

y = x 4 + x 2 

72. 

x = 

y 1 - y 1 

73, 

x z y : + xy — i 

74, 

*V 

‘ + x'Y = l 

75, 

y 31 x 3 + 10* 

76. 

y — 

x 2 + \x\ 


77-80 * Complete la grifiea ysandu la propiedad ite 
simctria dada. 

77. S imet rioa con rcspccto 78. Siiuftrici con nespecto 

al eje y al eje x 


79. Siro&rka con reipecto 80. Sim£trieacnn respeeto 
al nr i gen al origen 



8] -86 ■ Encuetxtre una ecuuciftn de la drcunferencia qae 
cumpla con las conditioner daias, 

8L Centro [2, - 1 ); radio 3 

82, Centra (— l s —4); radio 8 

83, Centra cn cl origen; pasa por (4, 7) 

84, Los extretnos de un diSmetra son P{— I , l ) y <>(5, 9 ) 

85 + Centra {7 T - 3): tan ge ate al eje x 

86. La dminfcrenda estd en d primer cuadrante y es tangente 
tan to al eje x como al eje y\ radio 5 


87-88 ■ Determine la ccuactdn dc la circunferereia mostradn 
cn la figura. 

87, 88, 



89-94 ■ Demacjitnc que la ccnacion represent a una circunferen- 
cia. y determine el centra y el radio, 

89. x 2 + y* - 4t + I0> +13 = 0 



90, x 2 + y 2 + 6.v + 2 = 0 
9L x 1 + y 1 - U + j_y - £ 

92. jr + y 1 + |x + 2y + ^ = 0 

93. lx 1 + 2y J - 3x - 0 

94. 3x 2 + 3y ; + 6x - y = 0 
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?£-% ■ Grafique la region dada pnrel conjtinto, 

95. + > ! == 1} 

96. {(*.>)!** + r > 4} 

97. Determine ei lirea. de la region que quedEi fueni de la circun- 
ferencia x i + > ,: ^4 pert> demra de la circunferencia 

x 1 + y 2 - 4v - 12 = 0 

Crafique la region en el piano coorderiado que cumple con 
las desigualdadcs x 2 + y 3 ^ 9 y y ^ |.r |. ^CuAI cs cl area 
de esta rcgidn? 


a) (.Rn que interseccidn esla situftdo el caf£? 

b) ^Cuinio ticne quo eaminur cada uno de ellos para lie- 
gar a l cafe ', 3 

1I)U Ofbtta da un sat el it# In sate I tie esta en drhlia alrede- 
dor dc la Luna, Un piano coords nado que canliene la dr- 
bila tula, esmbleeido tk ml mantra que d eeniro dc la Luna 
esuten el ongen. cornu se muestrien la grtffica. Las dis- 
tances se ntiden en inegameiros (Mm). I j ecuacidn de la 
drbkadei sat£lile es 


Aplicaciones 

99. Distancing an una ciudad Una ciudad ticne caltes que 
van de norte a sur y avenidas que van de oriente a ponien- 
te. links lienen igual separation Las ealles y las avenidas 
eslan numeradas en forma consecutive, segun se muestra 
■en la figure. Lu distancia si uno va commando entre Eos 
puntus A y B cs de 7 euadriLs. cs dexir. 3 tundras a] uric me 
y 4 euadras al none, Para encontrar Lets dittemcim tn Itoea 
recto d. ienemos que usar la formula de la dislancia. 

a) Determine la dislancia cn Ifnea recta (en cuadrask enlrc 
Ay B, 

b) Cakule la dislancia que sc recorre euminando y la d is- 
[and a en linen recla CntrC la esq i.i inn de la euartu calle 
y la wgnnda avenida y La esqulna de la calle dedmo- 
primera y la vigesimosexta avenida. 

c) iQue licne que scr cicrto cn relation con los puntos 
Py Q si la dislancia que se return; caminamJo en- 
ure P y Q es igual a la dislancia en ll'nea reela entre 
Py Q? 


O 



S 


I 1 I 

a 



r — 1 1 — ] i — j [ — i 


7a. Av. 
6a. Av. 


5a. Av. 
4a. Av. 




3a. Ac. 
2a. Av. 
1 a. Av. 


y 



-H 


US 


”E 


"r: 

o 

o 

u 

■Ll 

Lt 


d 

cd 

ZS 

d 



r^i 

*T 



100. Punto intormedio Dos amigos vjven en la ciudad des- 
crita en el ejercicio 99; uno en la esquina de la 3a. calle y 
la 7a, avenlda, y el otro en la esquina de la 27a. calle y la 
1 7a, asicnida. Con fnccucncia sc encuentran en un cafe que 
esld a milad del camino a sus casas. 


a) fjegdn lagrdfica, determine lo mlscetca y lo mis lejos 
que puede eslarel satclilc aJ centra de La Luna. 

bt E lay dus puntos en la drbita que ilenen euordenada y 
igual a 2, Eneuenln: las coordenadas x de estos punUw 
y calcule sus distancing al centro de la Luna, 

y 



Descubrimiento * Debate 

HU. Cambio del plaoD de coord enad a* Suponga que cade 
punto del piano de coordenadas sc desplaza 3 unidades a Ea 
derecha y 2 hacia arriba. 

a) (r A qu6 punto nuevo sc desplaza eE punto (5, 3)? 

ID ,'A qu£ punio nuevo se Jespla^a el punto (a, hy} 

c) ti Que punto sc desplazd a |3, 4)? 

d) Hi iriDngnlo dflC de la figure *e nwvtd al iniogulo 
,4 r A r f ". Determine las coordenadas de Ins puntos A'. 
B’yC. 



4(-5, -I) 
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103. Reflexion en el piano toordenado 5 y pong a que cl cjc 
y actiia co mo un espejo que refleja cada punto de La 
dcnscha tk €\ eri un panto a la izquierda de el. 

a) iEn qu£ punto se refleja cl panto (3, 7)? 
h)- iBn qu£ punto se refleja el panto (a. b)7 
c) iQu£ panto sc rcflcja en el punlo (—4, - I )? 

d} El iridngulo ABC de la (igura se refleja corrio cl Erian- 
gulo A'B'C'. Determine las eoordenadas, de los ptmios 
A' r ByC. 



104. Completer un Memento de recta Gralique los puntos 
M( 6 n 8) y A( 2. 3) en an piano coordetiado. Si Af es cl 
punto medio del segmento rectillneo determine las eo- 
ordcnadas de 8 . Escriba una breve descripcidn de los pasos 
que siguib para determinar B t y las razoncs que 3o llcvaron 
a seguirlos, 

10*. Completer un pmletogra mt) Grafiquc los puntos 
3>, <2(2, 2) y R(5, 3) en un piano de coordenadas, 
iDdnde se debe colocar el punto S para que la figure FQRS 
sea un paraletogmmo. Escriba una breve explicacidn de los 
pasos que siguib y las razones de bactrlo asf. 

10*. ^Circunferencte. pmrto o conjunto vecto? Complete 
los cundrados de la ecuaeidti general x 7 ■+ ax + > |J + 
by +■ c = 0 y simpiibque el resultado tanto como sea 
posible, E n quc condi clones dc los cocficicntes- a, bye 
eslaecuacibn reprcscnia una eircunfcrcncia? ^,Y un solo 
punlo? i Y un conjunto vaefo? En el oaso de que la 
ecuaeidn si represent una circunfcrencia, determine el 
cenlro y el radio. 


107. ^5« intenecBft las circunfarendn*? 

a) Calcule el radio dc cada uno dc los cireulus del par y 
la distaneia entre sus ceotros. Aplique despuis esta 
inform acidn para determi ner si las circunfereocias 
sc intersccan. 


(i) 

{* 

- 2} J 


(y- 

i) a = 

9^ 


(j 

-6) 2 

+ 

(y ^ 

4) 2 = 

16 

(it) 


+ [y 


2} 3 = 

4; 



( t 

-5) 3 

+ 

(y - 

14) z ^ 

^ 9 

my 

(j 

-3) 3 


(y + 

l) z = 

i; 


(* 

-2? 

+ 

(>“ 

2) 1 “ 

25 


b) ^Cdrno se puede deeir, s6Lo con saber los radios de 
dos. d renm ferend as y la d island a entre sus centros, si 
las circunfererreits se intersccan? Escriba un p&rrafo 
pcquerio en el que expJique c6mo se decidinTa es(o y 
trace una gjifica para ilustiar su respuesta. 

10B. Como hac«r tfmttrica ■ una grifica La grdfica 

moslrada cn la figure. no cs simctrica con rcspccEo at eje x 
ni at eje y ni al origen, Aflada segmentos dc recta a la gii- 
fiea de modo que muestre la simetrfa que se pide. En cada 
casoariada lo me nos posible. 

a) S imetrfa con respecto al eje x 

b) Simetria con respectn al eje y 

c) Simetria con rtspeetc al origen 




En las secciones 1.5 y 1.7 resol vimos ccuacioncs. y dedgiual dados median le dlge- 
bra. En la seccifin anterior aprendimos a trazar la grSfiea de una ecuaci6n en un pk“ 
no coordenado, En esta seodbn usanemos las griEcas para resolver ecuaciones y 
dcsiguaidados, Para haterlo, primero necesi tamos dibujar la grafica mediante un dis- 
posilivo que graft que. Entonces, empezamos por dar atgunos criterios que ayuden a 
utilizar con efectividad los dispositivos de graficacibn. 
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I a,d) d l h,d) 

x =* a x = h 

la, cl £ \b> c) 


Figure t 

Rectangulc dc vision [ti, b] por c, */] 


Uso de una caicutadora para graficar 

Una. CikuladOfft para eiaborar gnilicas 0 una comptltadora muestrait, una panic dc la 
griftoa de una ectiacion en un rectangulo de la palilalia, llamado rectangulo de vi- 
sion. La paiilalla que aparece automdticamente propore iona una imagen incomplete 
o enganosa, dc modo que es importante elegir eon cuidado el reet&ngulo de vision. 
Si elegimos que los valorem de x varien desde un valor mini mo de Xmin = d a 
un valor maximo de Xirbx - by que los valores de >' varien de un valor mfnimo de 
v mi n = t a un valor maximo de Ynax. = d, enlonees la parte que se muestra queda 
en el rectangulo 

[a, b] x [c. d] = {(.i, r v) | fi — x < b , c < y ^ d} 

como se ilustra en la figura 3 . Nos referimos a el como el rectdngulo de visidn - b] 
por [c, d]. 

Los dispositivos para grafiear trazan fa grdfiea de una ecuacidn tal como lasted lo 
podrfa hacei\ Localizan los puntos de la forma U + y) para un cierto numero de valo- 
rem de x, igualraente se parados enire a y b. Si la eeuacidn no estl detin ida para un 
valor de x o si el valor correspond iente de v queda fuera del rectangulo de visidn, el 
dispositive ignora esie valor y pass a! siguiente valor de x . La maquina une cada uno 
de los pantos con el graft cado anteriormente para generar una representacidn de la 
grafiea de la ecuacidn. 


2 


-2 


2 




Ejemplo 1 Election de un rectangulo de vision aceptable 

Grafique la ecuacidn y = x 2 4- 3 en un rectlngulo de visidn aceptable. 

Solution Expert mementos con diferentes rectdngulos de visidn, Iniciemos con 
el rectangulo [ -2. 2] por [—2, 2], de modo que tenemos 

Xm i n " —2 Ymln = ~2 

XmsK — 2 Xmas — 2 


La grifica que nesulta y que se muestra en la figura 2(a) ^no se vel La raztin es que 
x 2 s 0. de mode que .r + 3 5 3 para todas las x, For consiguiente, la grdlica esta 
totalmeme ardba del rectangulo de visirin. de mode que este rectangulo no es ade- 
cuado. Si agraodamos el rectangulo a [-4. 4] por [-4, 4], como en la figura 2(b), 
empe/atnos a ver una pane de la grdlka. 

Intcnfemos ahora eon el reclAngulo - 10, 10] por [ -5, 30], La grifica en la 
figura 2(c) parece dar una visidn mds completa de la grdfiea. Si agrandamos adn 
mas el rectangulo, como en La figura 2(d.) f la grdfica nos muestra con claridad que la 
intersection con el eje v es 3. 

Entonces > el rectangulo [ — 10, 10 por [—5, 30] proporciona una representation 
aceptable de ta graft ca. 
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Figura 2 Grificas dc y — x 1 + 3 
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Alan Turing ( E912- 1 1 esiuvu 
en el centra de dos hechos deter- 
m mantes del siglo xx: lu Segunda 
Guerra Mundtal y la invention de 
las eompmadorus. Cuundo ttnia 23 
aflos* Turing: peso su marca eu las 
matemAticas a I resolver un, prn- 
blema irnportanle de las has ma 
lerrJlECiLH que habui plantcado 
David Gilbert en el Congreso In 
tenwcinnal de Matemitkrw de 
1 928 { vfoae pag . 708 ). kn e sun mv es- 
tigacidn invento uua maquiua teo- 
rica, que en la actualidad sc ctmoce 
coma ntiquinu de Turing. Esu m£- 
qu]n;i fue la inspiracidn |>arj las 
compuladoras modemas dig i tales. 
Durante Ja ScgnrtJa Guerra M tin- 
dial, Turing esluvo a cargo del cs- 
t'uerio que hideran las britinicos 
para descitrar lew eOdigos alema- 
nes, El £xilo total que Luva cn esta 
emptesa tuvo un papel decisive* cn 
la victoria de los al nidus. Para lle- 
var a cabo kw numerosov paws 
log tens requeridtw para JexdlYur 
un mensaje cn eixligo Turing eta* 
boro pruccdimicnlos dc decision si- 
ms tares a las prfigrarna.s ntodemos 
para las computational . Despuik de 
3a guerre ayudO a dHanolhir las 
primerus computaduras eleotrdni- 
ea.s dc los britanicos. Tamhien fue 
de los pnmerus cn Irahajar cn la in- 
tdigencia ani.lici.il y cn modeless 
para computadora de los prate - 
sos biotogicos, Tunng murid en- 
venenadu a la edud de 42 anos 
Eucgo dc comer tma man/ana que 
habla sido rociada irustcriosaiiten- 
te eon ciamiro. 


Ejemplo 2 Dos graficas en la misma pantalla 

Grafique las ecuaciones y = 3 r 2 - fur + 1 y y = 0 . 23 a — 2.25 juntas en el rectin- 
guto de visidn [ — 1 , 3 ] por " - 2 . 5 , 1 , 5 ]. ^.Las grdfieas se comn en este rectdngulo 
de vision? 

Solution La figura 3 (a) muesira las caracterfsticas esenciales de ambas gra fleas. 
Una es una pardbola y la otra es una recta. Se ve como si las. graficas se eortaran 
eerca del punto (1 .— 2 ), Sin embargo, $i hacemos un acercamiento de lu zona que 
rodea al punto como se muestra en la flgura 3 (b). observamos que aunque las grdfi- 
cas casi se tocan, en real! dad no se internee an. 


1,5 


- 1.85 



a) 


h! 


Figura 3 


Dc acucrdo con los ejempkw I y 2, venios que la election del reelanguto de vision 
tiene gran importune ia en el aspeeto de la grdfica. Si listed desea una vista global de 
la gnLfica, tiene que selecctonar un reetangulo de vision relativamente grande para 
ver la grdfica. En cambio, si desea investigar los detailed, debe eleciuar un acerca- 
tniento con un reeling ulo de vision pequeflo que muestre s 61 o la caracterfstica de 
interns. 

La mayor parte de las calculadoras con las que se pueden elaborar grdficas s 61 o 
pueden graflear ecuaciones en las que y esti aislada en tin miemhro. El stguienie 
ejemplo miuestra crinto gralic nr ecuaciones que no licnen esta pmpiedad, 


Ejemplo 3 Grafica de una circwnferencia 

Graflque la circunferencia x 2 + y 2 = I. 

Solution Primero despejamos y, para que quede en un solo tniembro. 

y 1 = I — x 2 &e refftfl 

y = ± Vl ~ OHanci6n da U* rsfccs cuadr&Aaa 

For lo tanto, la circunferencia se describe mediante las gjificas de dos ecuaciones: 

y = Vl - x 2 y y - -Vl - a 2 

La primerj ccuacirin mpresenta la mi lad superior dc la circunt'crcncia (por- 
que y Sr 0), y la segurda mepnesenta la mjiad inferior de la circunferencia (porque 
y ^ 0). Si graficamos la primera ecuatidn en el reetangulo de visidn [-2. 2] por 



Material Drotecndc per d creches do au 




104 


CAPfnjLO 1 Funds mantes 


2 



-2 

a) 


La grifica uLc la figura Me} parecc algo 
apianada. La mayor pane dt la* calou- 
ladoraH. permiien fSjsu 1 la> escaias en los 
ejes de nwxio que las eircunferencias se 
vej_n como talcs. En las calculations 
TI-82 y Ti S3. en d menu lioow, 
escogemos 1 S qua r e para fijar 
ademadamenhe las esc alas. (En la 
TI-86. laordcncs Z sq \ 


'‘El algebra es ana rienda festival", 
diria cl bo Jakob. “Vamw a etrai k on 
aninwlsio cuy® fiombre desroucemos. 
as/ que to It anumos x. Cuaodo ms 
cmbolsamo* nucstn pnrvi. L c&lamoa 
y It d&roos m nomfere cometo.“ 

AJLREKT Eisstetn 


[—2, 2], obtenemos la senile ircunfeneficia mostrada en la figura 4 a). La grifiea de 
la segunda ecuacibn cs la scmkiramfereocia de la figura 4 b). A I graficar cstas 
semicircunferencias juntas en el mismo nect&igulo de visidn obteuemos la figura 
complete en la figura 4 c}> 




-2 -2 

b) c) 


Figura 4 Grifica fk la ecuaeirtn x 1 + y 1 


Resolucion de ecuaciones mediante metodos graficos 

En la seccidn 1 .5 aprendimos a resolver ecuaciones, Para resolver una ecuacidn como 

3jc — 5 = 0 

aplicamos el metodo algebra ico. Esto quiere deck que usaremos las reglas del alge- 
bra para aislar a x en un I ado de la ecuacidn. Consideramos a x como una incdgttila y 
aplicamos las reglas del dJgebra para cazarla. He aquf las pasos de 9a solucidn: 

3jt - 5 - 0 

3* = 5 iie 5 

X — \ Pivt&b&T eotre 3 

De modo que la solucidn es Jt — f, 

Tambi6n podemos resolver la ecuacidn mediante el tti^UKto grdfiqo. En este 
metodo consideramos a x como una variable y trazamos la grtffica de la ecuaci6n 

y * 3 x — 5 

Valorem diferentes de x dan valores diferentes para >■, El objetivo determinar el 
valor de x para el eual v - 0, Segun la grUfioa de la figura 5 vernos que y = 0 cuando 
x 1 „7, Por consign iente, la solucidn es x =** 1 .7. Observe que de acuerdo con la gri- 

fica obtenemos una soiucion aproximada. 
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El prove tin de (kscubnmienlo de la 
ptfgjiH - S3 describe u n rnHitodu 
nu memo para resolver ccuacioncs. 


La formula cu.iddlica sc esludia era la 
p£gina 49, 



La ventaja del rrtftodo algcbntfco es que proportions rexptiestas exactss, Asi- 
misnui, el proocso de destilrar La eeuacido ayuda a eniender la estructura algebra ica 
de la ecuacion. Por otro lado, en el caso de muchas ecunciones es diffcil o impost- 
ble aislar _r. 

El meiodo grdfieo propore ion a una aproximaciun mim£riea a la respuesta, Esto 
es una ventaja eunndo sc desea una rcspuesia numerica. (Por ejemplo, un iageniCro 
podria enconirur una respuesta expresada comox 2.6 que tiene mayor utilidad in- 
mediaia que x = V'7.) Ademis, la gralka de una ecuacion ayuda a imagtnanios 
ctimo esia relationada Ja solution con otros vaJores de la variable. 


E j e m p I o 4 Resol u c i 6 n a I g e br a lea y por m eto do s graficos 
de una ecuacion cu ad rat ica 


Rcsuclva iilgebraicamerle y mediants metodos graheos las ecuaciones cuadralicas. 
a ) .i“ — 4jc + 2 — 0 bl x 2 — 4.t + 4 = 0 c) x 1 “ 4x + 6 = 0 


Solucidn 1; por medio de dlgebre 

Aplieamos la formula cuadrdtica para resolver eada ecuacidn. 


-(-4) ± V(-4) ; -4-1-2 4 ± VS _ 

a) x — = 2 ± V2 

2 2 

Hay dos soludonca, x —2 + V2 y .t = 2 — V5, 


-(-4) ± V(^4) 3 -4-1-4 4 ± Vo 

b) x — “ — = 


Hay sdlo una .solucidn * x = 2. 

”(—4) ± V(-4) 2 - 4*1*6 4 ± V-8 

1 = " ' 2 = 2 

No hay solucidn real. 
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Solud^n 2; m&todo grifico 

Graficamos fas ecuaciones y — x 1 - % + 2, y — x 1 - 4.v + 4, y y = x 1 — + 6 

en la figura 6. A I detemiinar las intersect: iones con el eje x de las grahcas, encon- 
Bamos las soluciones siguienies. 

a ) x *= 0 . 6 y x ** 3 .4 

b) x = 2 

c) No hay intefsecdoiies con el eje x por lo que la ecuacidn no tiene solution. 



Figura 6 


Las graficas de la figura 6 muestran por qu£ una ecuacidn cuadratica podria Eener 
dos solnciones. una solution, o n ingun a solution real, Demostramos este hecho aL 
gebraicamente en la seccibn 1 .5 cuando estudiamos cl discriminante. 


10 



N*f. 27277*3 


-25 

Figura ? 


Ejernplo 5 Otro motodo graflco 

Rcsuelvu |y ecuacion en forma algebraica y median le melodos gralicos; 5 — 3or = 


© 

(N 

1 

c2 



Solucidn 1 : 

Mttodo algebraico 



5 - It = %x-m 



“3.t = “ 25 

Rests de 5 


- 1 1.1 = -25 

Rests de 


,= " 25 = 2 3 
T -II 2M 

PMal^n erttns —11 y Bimp1iflc*cl6fi 

Solucidn 2; 

Metodo grafico 



Podrfamos pasar todos Eos ttmiinos nun lado dd signo iguuJ, igualar d result ado a 
y. y gralicEtr la ecuacion resultanie. Pern para evilarestos pasos algebraicos. mejor 
graheamos las dos ecuaciones: 


)', = 5 - it 


V, - 8jf - 20 


La solution de la ecuacion original sera el valor de x que hate que y, sea igual a y 2 ; 
es decir, la solution es la coordenada x del punto de interseccion de las dos grificas, 
Usamos la earactertsiica del comando intersect en una calculadora 

para elaborar grdfieas, y veinos qut\ segun la ligura 7. la solucidn cs x “* 2.27, m 


En el ejernplo siguiente apli tamos el metodo grafico para resolver tina ecuacidn 
que es muy diffcil de resolver de manera algebraka. 


Material proiegidc pot dorse hos de autor 



SECClOiM 1.9 Calculations pa^a gi'aficsr y resoiucidn de ecu ati ones y desiguaidades por m^todos erifieos 


107 


Ejamplo 6 Resolution de una ecuacion en un intervalo 

Resue Iva la ecuacidn 

jf 3 - 6uc s + = Vx 

en el intervalo [ l t 6]„ 

Solution Se nos pide cakular todas las soluciones x que cumplen 1 ^ jt ^ 6 S de 
modo que gralicaremos la eeuacidn eti un reciangulo dc vision para el coal los va- 
lorcs xc*tfa\ restringidos a este intervalo. 

r 3 - 6r a + 9,r = Vx 

x y ~ 6V + 9jc - Vx - 0 Kff&t a de Vs 


Tambita podemofi uliltzard eomando 
zero para dctcrminar las soluciones, 
como se mueslra en las figuras 8(a) 
yS(b). 


5 


6 I • — * — — < — — 6 

tin 

Jf-1. 7ZD0S0Z 

-5 -5 


\ 

■ \ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 


1 

/ 







K-l. 17 * 71*2 

Y«-D 



tin la figura 8 se ihutra la gidiica dc la ecu acuta y — j 3 - 1 + 9 x - Vx en el 

recttSngulo de vision [1,6] por [—5, 5]. Hay dos inrersecciones con el eje x en esta 
pantalla; si efectuamos un acereamiento vemos que las so Luc tones son x •* 2.18- y 
x ** 3.72. 


Figure 8 


a) 


b) 


Ert realidad, la ecuacidn del ejemplo 6 tiene cuatio soluciones, Se piden las otras 
dos soluciones en el ejercitio 57. 


Ejamplo 1 


Intensidad de la luz 


Dos luentes de luz eslin separadas 10 m, Una es tres veces mis intensa que la oua. 
La intensidad de la luz L (en tuxes) en el punlo a x metros desde la fuente mis 
debit es 

10 30 

Jt 3 + (10 - jt) 2 


(' Vdase la figura 9 ) Calcule los puntos a los euales la intemidad de la luz es 4 luxes. 



Solution Necesiiamos resolver i a ecuacidn 


10 30 

x 2 + (10 - x? 
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Figura 11 

jc j - 5 * + 6^0 


Las grdticas de 


>i - 


4 


y 


y 2 - 


10 30 

x 2 + (10 - x) 1 


se muestnn en la figure ! 0. A I efectuar im aoercaitiiemo o usar el com undo 
intersect eneontramos dos soludones, x ™ 1.67431 yx ™ 7.1927193. Enten- 
tes* la intend dad de la Iilz es 4 tuxes en los pumas que estin a 1.67 y 7.19 de hi 
fuente mfa debil. ■ 


Resolucion grafica de desigualdades 

Las desigualdades se pueden resolver graficamente, Para expticar el nietodo resol- 
vamos 

x 2 - 5 r + 6 s 0 

Esta JesigualJad esii re sue It a algcbraicamente en la section 1.7* ejcmplo 3. Pare re- 
solver la design a I dad grificamente, dibujuraos la gr&fica de 

V = x 2 — 5x + 6 

El objelivo es tabular aquelios valores de x para tos cuales y ^ 0. Estos son simple- 
menie los valores de Jt para los cnales la grafica queda ahajo del eje jt. Podemos ver 
en la figura 1 1 que la solution de la desigualdad es cl intervalo[2, 3} 

(Ejemplo 8 Resolucion grafica de una desigualdad 


5 



Figura 12 

Vj = 3Jx* + Ui - 1.9 

.Vj a 2.0 - i ,4.f 


Resuelva la desigualdad 3.7.v : + 1 .3.r - L9 s 2.0 — 1 ,4.v 

Solucron Grafitamos las etuaciones 

V ( “ 3.7jc 5 + 1,3* — 1.9 y Vj = 2.0 - 1,4* 

en el misrno rectfLngulo de vision de la figura 12. Nos interesan los valores de 
x para los cuales y a ^ y 2 ; son los puns os para los cuales la grafica de y 2 queda sobre 
la grifiea dc y, o por arriba de el la. Para determ inar el imervalo adecuado, husca- 
mos las coordenadas x de puntos donde las grdficas se coitan. Concilia mos que la 
soluddn es apTOximadamente el inlervalo [ — 1.45, 0 72;. 

| Eje mp to 9 Resolucion grafica de una desigualdad 

Resuelva la desigualdad jt 1 “ 5x 2 ^ —S. 



15 



Figura 13 

jt 3 - 5x 2 + g > 0 


So I uc ion Escribimos la desigualdad como 

* J - 5* 2 + 8 s 0 

y luego grafi tamos la ecuacidn 

y — jc- 1 — 5 jt 2 + 8 

en el rectingulo de vision [—6+ 6] pur [— 1 5* 1 $\ cornu se ilustra en la figura 1 3. 

La solution de la desigualdad eons isle en los interval os en los cuales 3 a griiika 
queda sobre el eje .ro arriba de el. Al desplazEtr el cursor a las intersecciones con el 
eje x eneontramos que la solution es [— 1 . 1 , 1 .5] U [4,6. oo) correcta a una eifre 
decimal. m 
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Ejercicios 


1-6 ■ Uti lice una cakuladora para graficar o una eompuEadoni 
para decidirquC rcclingulo etc vm6n a) a d) genera la graliea 
mas adccuada de la ecuacidn. 

hy = x* + 2 

a) [—2, 2] por [-2, 2] 

b) [0, 4] por [0 T 4] 

C> [-8, 8] por [-4, 40] 
d) [-40. 40] por [-80. 800] 

2. y = x 1 + lx + 6 

a) [-5,5] por [-5. 5] 

b) [0, 10] por [-20. 100] 

c) [- 15. 8] por [-20,100] 

d) [-10. 3] por [-100. 20] 

3. y = 100 - x 2 

a) [-4, 4] por [-4, 4] 

b) [-10, 10] por [-10. 10] 
c> [-15, 1 5J por [-30, 110] 
d) [-4, 4] por [-30, 110] 

4. y = 2x 2 - 1000 

a? [-10. 10]par[-10, 10] 
bj [-10, 10]por[-100 T 100] 

c) [-10, 10] por[- 1000. 1000] 

41 [ - 25, 25] por [ - 1 200. 200] 

5. y= 10 + 25x - x 3 

a> [-4.4] por [-4. 4] 
hi [-10, 10] por [“10, 10] 
c) [-20, 20] por[-l00, 100] 

4) [ ■ - 1 00, 1 00] por [- - 200, 200] 

6. y = V&x - x 2 

a) [-4. 4] por [-4, 4] 

b) [-5, 5] por [0, 100] 

c) [- 10, 30]|por[- 10, 40] 
m [-2. 10] por [-2, 61 


7-18 « Deiemnine un rectangulo de vision adeeuado para 3 a 
ccuacidn y ulilfeelo para trazar la gjdfica. 


7. y = lOOi 2 
9. y - 4 + 6x - x 2 
11. y = \ 4/ 256 - jc* 


8 . > = - 100* 2 
10. y = 03x 2 + 1.7x - 3 
12. y = V\2x - 17 


13. y= D.01 t % - i 2 + 5 
15. y = x 4 - 4x 3 


14. y = x[x + 6)[x - 9} 
x 


16. y - 


X 3 + 25 


17. y « 1 + | x - 1 1 18. y = 2x - |jr* - 5| 

19* Gratique la cireunferenciax 2 + >' 3 = 9 despejando y y 
irazando las dos ecutriones como en el ejernpLo 3. 

20. Grafiquc la cireunicrcncia (y — I) 3 4- x 2 = 1 despejando y 
y trazandu las dos ccuaciones como en el ejtmplo 3. 

21. Grafiquc la ccimei-tin 4x 2 + 2y 3 = I despcjiUnJci y y 
irazando las dos ccuacioncs que eorrespunden a Las raicts 
negadva y positiva (Hsia grafiea se llama tlipse.) 

22. Grafiquc la ecuacidny 2 - 9x : = I determinandoy y 
irazando las dos ecuaeiones ftoapofutientes a las raices 
cuadradas positiva y negativa. (Kstagrilka se llama 
kipirbokt.) 

23-26 ■ i,Las grificas se eomn en el nea+ingulo de vision 

dado? Si es asf, ^cudntos puntos de interseceion hay? 

23* y = ~3x 2 + 6x - }, y = V7 - YiX 2 : [- 4 . 4] por [-1. 3] 

24. y = V49 - x 2 , y = |[41 - 3x); [-8. 8]por[-L, 8] 

25. y — 6 - 4x - x 3 , y = 3x + 1 8; [-6. 2] por [-5, 20] 

26. y = x 3 - 4x . y — x + 5; -4. 4] por [- IS, IS] 


27-36 ■ Resue] va laecuacidn por medio del algebra y de Los 
m^tndew grafiens. 


27. x-4 = 5x + 12 

29. - + — = 7 
x 2x 


31. x 2 - 32 = 0 


28. |x - 3 = 6 + 2x 

30. — — = — - — 

x + 2 2x 2x + 4 

32. f 16 - 0 


33, I6x 4 - 625 34. 2x 5 - 243 = 0 

35, (x - 5)* - 80 * 0 36, 6(x 4- 2) J * 64 


37-44 ■ Rcsuclva La ecuacidn gjificamcntc cn cl intervalo 
dadu. De eada respuesla eurreeca con do^cil'ras decimales. 

37, x 1 - 7x + 12 =0 l [0,6] 

38, x 1 - 0,75x + 0, 125 - 0; [-2. 2] 

39, x 3 - fix 2 + 1 lx - 6 = 0; [-1,4] 

40, \bx 3 + 16x 2 — 1 4 I; [-2,2] 

4L x — VjTTI =a [-1, 5] 

42. 1 + Vx = Vl + x 2 ; [-1,5] 

43* x L| ^ — x - 0; [-3.3] 

44. x 1 ^ +x Lfl -x =0; [~1.5] 


45-48 ■ Calcule rodas 3as soludones males, de la ecuaddn con 
dos cifras dees males. 


45, x 3 - 2x 3 - x - 1 - 0 46. x 4 - 8x 2 + 2 - 0 

47. x{x - l)(x + 2) - ix 48. x 4 = 16 - x 3 
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49-56 ■ Calcule las soluciones de la desigualdad trazando 
grilicas ade cuadas. Proporc Lane cada rcspucsta con dos t ifras 
decimates. 

x' - 3* - 10 s 0 

50 + 0.5r 2 + 0.875i s 0,25 

JL x 3 + JLts6ur 2 + 6 

52. I fix 3 + 24I 1 > — 9i “ I 

53. x m <x 

54. V0.5i 2 + 1 

55. (i + I ) 2 < (jt — l) 1 

56. (. x + l) 1 ^ i 3 

57. En cl cjemplo 6 cncunlnunos dos soluciones de la ecuaddn 
x 3 - bx 2 + 9x = Vi, las soluciones que quedan entre I y 
6- Determine dos soLuciones mas con dos cifras decimates. 


Apltcaciones 

58. Gananqla eatimada Un fabricanle de electrodom£sticos 
cslima que la gananciay en ddlares que genera la produc- 
cidn x de cl las por mes se detomina mediaute la ecuacidn 

y = 10* + 0.5I 1 - O.OOli* - 5000 

dande 0 ^ x ^ 450, 

a) Gradque la ecuaeidn- 

b) ^Cuintas ollas sc ticncn que fabricar para empezar a 
gencrar gananrkis? 

e) £,Para qud valores de x la ganancia de la compania es 
mayor que J 5 000 ddlarcs? 

5U, iGue tan lejos puede ver? Si se pone de pie en un 
banco que va por mar cal mo. entonces su esiatura x en pies 
por arriba del nivel del mar sc rdaciona con la distancia mis 
lejana y en mil las que alcanza a ver mediante la ecuaCidn 

3 ' V 1 * + (ss) 

a} Ciraftque la ecuacidn. para 0 ^ x ^ 100. 

b I {r Qite tan alto tiene que ester usted para ser capaz de 
alcanzar a ver 10 millas? 



Descubrimiento * Debate 


mi, Notftcioa de las eeuacioore en tee caLcul adorns pare 
graf icar Cuado usted introduce los dates de las ecua- 
cioncs. siguientes cn la calculadora, ,r,quc tan to dificrc la que 
usted vt en la panlalla de la man ora usual de escribir las 
ecuaciones? (Verifique eti el man wa t de usuario si no csti 
segurcO 
•) y = |jc| 
b) y = 


c) 

d> 


>' = 


jr 

X - 1 


y = i 1 + ^xTl 


61, Introduction cuidadosa de los datos de una ecuacion 
Un estudiame desea graficar las ecuaciones 


en la misma pantalla, de modo que introduce la informacidn 
si guiente en so oalculadora: 

¥-,=** 1/3 Y*=X/X + 4 

La cakuladora grafica dos recias en lugar de las ecuadones 
que el estudiante querfa. ^Qu6 estuva mal hecho? 


62, Met ado 5 de solucion algebmco y grifico Escriba 
un breve ensayo para comparer los metodas algcbraico y 
grifico eu la resolucidn de ecuaciones. Flantee sus propios 
ejernptos para ilustrar las ventajas y desventajas de cada 
meiodo. 


63, ^Cuantas soluciones? Este ejercido traia sobre la fa- 
milia de ecuaciones 

i 3 - 3i = Jr 

a) Trace las graficas de 

y y a =t 

en el tnismo iectinguk> de visidn, en el caso de k = -4 + 
-2. 0, 2, y 4. ^.Cuintas soluciones dc la ccuaeidn 
i 3 - 3i = k hay en eada caso? Calcule las soluciones 
correcias con dos cifras decimals 

b) ^Para qut valoies de Jt la tcuaddn Uene una solucion? 
i Dos soluciones? ^Tres soluciones? 


f\ a' 


01 


:>or dr 


_ 1 _ 

3cr 
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En esta section determinamos ecuactones para rectas que eskn en un piano coor- 
denado, Las ecuaciones depended de la inclinacidn de la recta, de modo que tm- 
pezamos por anaJizar eJ concepto de pendiente. 


La pendiente de una recta 


Primero neceskamos un modo de medir la “inciinaddn" de una recta, o qud tan rd- 
pido se levanta o deseiende cuando nos desplazamos desde la irquierda hack k 
derecha. Definimos desplazamiento horizontal coma la distancia que nos movemos 
a la derecha y despla&imiento vertical como la distancia correspondiente que la rec- 
ta sube o cac. La pendiente de una recta es k relacidn de desplazamiente horizontal 
a desplazamiento vertical: 


pendiente - 


desplazamiento vertical 
desplazamiento horizontal 



En la figura 1 se muesli an situaciones donde la pendiente es importante. Los carpi n- 
teros utillzan el tdrmino decline para dar a entender la pendiente de un techo o de una 
rampa; el t£rmino rasanie se utiliza para la pendiente de una carreieni. 



Dec live de una rampa Declivc dc un techo Rasantc dc una eanxiera 

J 1 g 

Pendiente = — Pendiente = y Pendiente =* 

Figura 1 

Si una recta esti en un piano coordenado. entonces el desplazamiento horizon- 
tal es ei cambio en la coqrdenada x y el desplazamiento vertical es el cambio co- 
rrespondiente en la coordenarfa y entie dos punt os cualesquiera de la recta f vease la 
figura. 2). Asf llegamos a la siguiente definictdn de pendiente. 



Material protegidc por dorochos do autor 




11Z 


CAPITULO 1 Fundamental 



Kent Descartes (I596-I65G; na 
ci6 ni la ciudad dc La Haye eci d 
stir de Francis, Desde tem prana 
edad, a Descaites le gustaron la* 
rnatcmlticas debido a “[a ccrtc/a 
do sus result ados y a la clandad de 
s?j raifufiainiento \ FI opinabii que 
ci in el tin de lie ear a la verdud a no 
debit! tmptvsr por dudur de lodo. 
incluso de Ha propia existent: i a ck 
lino misma, Estu 3c Ikv6 a fbrrmi- 
lar qul/ii la fra.se mas cononda de 
loda la tikisofi'a: “Picnso, luCgo 
existn” Hn -,ll libro Di.\t:ufst.y dr\ 
metotki dcssTihid la que ahora cc.>- 
rvocetnos coiftp piano carte slants. 
E-.ni idea de combiner el algebra y 
la geometrfa permitib que los ma- 
reniiiiiwH "vier:JTi"(HH primera v&. 
las ecuac tones que estudiaban. hi 
liidsni'o John Stuart Mill llamfl « 
sa invention M el paso mis grande 
jannis dado cn el aviirtuc de las 
CLcnctas esactas". A Descartes le 
gustaba levantarse tank y pasar U 
man ana cn la canft pensando y es- 
cribkndo. Jnven(6 el piano coorde- 
nado miciUras yacht cn la cama 
observando el recocrido eriitko de 
unu rTu.Ksca cn el (echo, y raionun 
do que podria dcscrihir la posiclon 
exacta de la rnosca si supiem su 
disbntcia a, do* nturos perpcndicu- 
larcs. En 1649, Descartes se to] via 
tutor de la rdna Cristina de Sueda. 
A el la le guslaha Eorn„sr sus lee 
clones a las 5 de la moflana, bora en 
quo, segun cl la, su mente estaba 
mis de spier) a. Pern el caanbio en 
los habit ns dc Descartes y la hi 
blioteca tit a como el lileln doode 
estudiaban fuenm demattiado para 
it, Ft) febrero de S65C, juslo do* 
mcscs despucs. enl'crnirt Ju neu- 
niom'a y murid 


Pendiente de una recta 


La pendiente fn dc una recta que no cs vertical y que pa.sa por los puntos 
'to-,vi) yB{x 2 .y,) es 

tlcxplazamictuo vertical _ >% - y, 

desp laz ami ento horizontal x 2 ~ X\ 

La pendiente de u na recta vertical no esta delinida. 


La pendiente es independiente de los puntos que se escogen cn la recta. Podemos 
observer que esto es verdadero a partirde los Lridngulos 

yi - >'l = y? ~ >1 

X 2 - jt l xk - x[ 



En la figura 4 se muestnin varias rectas con sus pendientes marcadas. Observe 
que las rectas con pendiente positive estdn hacta iirriba a laderecha, y la.s de pendieri' 
te negativa estiji fcacia ahajo y a ia denecha. Las rectas con mayor pendiente son aque- 
tlas cuyo valor absoluio de la pendiente es mas grande; una recta horizontal tiene 
pendiente cero. 



Figura 4 

Rectas dc varias pendientes 
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Figure 5 


Ejemplo 1 Determination de la pendiente de una recta 
que pasa par dos puntos 

Calcule la pendiente de la recta que pasa por los pantos P[2 t 1 ) y (?(&> 5)* 

Solution Puesto que dos pantos cualesqutera determ man una recta, solo una 
recta pasa por esus dos puntos. De acuerdo eon la definition, la pendiente es 

Vj - > t _ 5 - l _ 4 _ 2 
Jj ■” 1 1 8 2 6 3 

Esto quaere decir que por cada 3 unidades que nos movamos hacia la derecha, el 
despliazamiento vertical es de 2 unidades. La recta sc i lustra cti la figura 5. ■ 


Ecuaciones de rectas 



o 


Determinemos la ectiatidn de La recta que pasa por un panto dado y tiene 

pendiente m. Un punto P(.r t v) con x y* jt, quedaen esta recta si y solo si la pendiente 
de la recta que pasa por P ] y P es sgual a m (v^ase la figura 6), es decir 


Da^'laiianmanto 
wan:. If. a I y - y. 


y - Vi 


“ m 


Qe$p \ a&ftmieirtc 
horizontal x - x, 


Esta eeuacidn se puede voher a escribir en la forma y - y, = m(x - Jt t ); observe 
que la ecuacion iamb ten se cample cuando .t = .tj y y = vy Por lo lanto, es una ecua- 
cidn de la recta dada. 


Figura 6 


Forma de la ecuacion de una recta que pasa por urs punto y 
tiene una pendiente riada 


Lfna ecuacion de la recta que pasa par d panto (xu, y\ ) y tiene pendiente m es 


v - v, - m{x - J£ e ) 


Ejemplo 2 Determination de la ecuacidn de una recta 
mediante un punto y la pendiente 

a) Encuentre una ecuaeidn de la recta que pasa por (L —3) y su pendiente es - 
b> Gralique la recta. 



Figura 2 


So I u cion 

a) Aplieando la ecuacidn de la recta que pasa por un punto y tiene una pendiente 
dada con m — —[,x ] — 1 y v, = —3, obtenemos una ecuacidn de la recta 

y + 3 = ™ 1) SeqfalMXuat^d/^unpwtoytapenAeitiU 

2 y + 6 “ — jc + I Mli/ttlpli-cacldn por?. 

x + 7y + 5 = 0 Rc&comQdQ tie t^rmlnos 

b) El hecho de que la pendiente e$ indies que cuaodo nos dcspluzanios a la 

derecha 2 unidades, la recta cae una unidad, Esto posibilila que dibujemos la 
recta de ta figura 2. m 
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CAPITULO 1 Fundamentos 


Podemns utilizer cuuiquier punto, 
(-3,2) D bii'ti [3, -4), i la ecuacion 
don.de seda un punio y Ja pendiente. 
LJegaremo* li Eu misma rcspuesta linnl. 


y 



Figure 8 


Oisicfiada en e\ 

FfeitditffTPe drigert y 

y " jjf + j 


Ejemplo 3 Determ inaci on de la ecuacion de una recta 

por medio de dos ptintos dados 

Caiculai la ecuackki de la recta que pasa por las puntos (— 1 T 2) y (3, -4). 

So I uc ion La pendiente de la recta es 

“4 “ 2 6 3 

m ~ 3 - ( — I) _ 4“ 2 

Al apticar la ecuacidn de una recta que pasa por un punto y conocemos la pendiente 
con Jj — —1 y >| - 2 r Eenemos 

y — 2 — — + I) Scgun Id ecuacion rfp punto y pendente dados 

2y — 4 * -3* - 3 Multiplication per 2 

3j + 2y — I — 0 RAaccmodo de k?& ■ 

Suponga una recta no vertical que tiene una pendieuEe m y una ordenada al ori- 
gen b (vease la figura fi). Esto signifies que la recta cotta al eje de las y en el punto 

(0, b) y de mode que la ecuacidn aianda se da un punto y la pendiente para la ecua- 

ci6n de la recta, don v — G y y — b. se vucEve 

y - b = — 0) 

Se simplifies a y = aw + b, que se conoce coma ecuacion de la recta dttda In pen- 
dtente y ta ordenada en el origen, 


Ecuacion de una recta dadas la pendiente y ta ordenada 
en el origen 


Una ce nation de la recta que tiene una pendiente m y cuya ordenada en el ori- 
gen es h es 

_v - nut + h 

Ejemplo 4 Ecuacion de rectas dadas la pendiente 
y la ordenada en el origen 

a) Cakular la ecuacidn de la recta coo pendiente 3 y ordenada en el origen iguai 
a -2. 

b) Encontrar la pendiente y la ordenada en el origen de la recta 3y - 2 jt = L 

Solucidn 

a) Puesto que m = 3 y h = - 2, de acuerdo con la ecuacidn dc una recta dadas la 
pendiente y la ordenada al origen tenemos 

y = 3x - 2 

b) Primer o eseribimos la ecuacion en 9a forma de y = mx + b: 

3y - 2x = 1 

3y — 2 jt + 1 Suma 2x 

y = | Jr + j Division ontnc 5 

Segdn 9a ecuacidn de la recta dadas la pendiente y la ordenada al origen, vemos que 
la pendiente es m = ^ y la ordenada es b = « 
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h 

i 

y — b 

\tt, b) 



x - a 

0 


a x 


Figura 9 


Si la ice La qs horizontal, su pe ridicule es m = E), de modo que stl ecuacidtl esi 

v = h, donde b es la ordetiada en el origen (v£a$e la iigura 9 ), Una vertical no tiene 
una pendienle, pero podemos expresar sM ecuacion cocno x — a r donde a es la in- 
terseccidn con el eje .1 porque la coordenada x de cada uro de los pur (os sobre Ea 
recta es a. 


Rectas vert Scales y hortzontales 


Una ecuacifoi if b vertical qne pasa por (a, b) es v - u. 

I 1:1,1 LVLiacidn lLl- I a horizontal que pasa pur (u, b) es y = b. 


T T 1 

1 

j 

H 

H 

-2 ' 0 

II 

2 

r r 

4 x 

n 

I 

II 




Figura 10 


Ejemplo 5 Rectas vert Scales y horizontales 

a) La grafica de la ecuacidn x = 3 es una vertical cuya interseccidn con el eje 
x es 3 

b) La grafica dc la ecuacidn y — -2 es una horizontal cuya intersecci6n con el eje 
y es una horizontal cuya irlerseccidn con el eje y es —2. 

Las rectas se grafican cn ia figura i 0. m 

Una ecuucinn lineal cs una ecuacidn de la fomaa 

Ax + By + C = 0 

donde Ajiy C son consbntes y Ay B no son simultlneamenlc igualcs a ccro. La 
ccuaddn de una recta cs una ccuacidn lineal: 

■ Una recta no vertical tiene por ccuaridn v — mx + b o bien -mx + y - b = (1 
la cual es una ectiacion lineal con A — — m, B - 1 y C — —h. 

■ Una recta vertical tiene por ecuacion x = a o bien. x - a - 0. que es una 
ecuacion lineal con A - L B — 0 y C = —a. 

Por lo contrario. la grafica dc una ecuacion lineal es una recta: 

* Si B ?= 0, la ecuacion se transforms en 



y ^sta es b forma de b eetiacidn dc una recta tbdas la pendiente y la onjenada 
en el origen (con m = —A/B y b = — CjS). 

■ Si B — Oja ecuacidn se vuelve 

Ax + C = 0 

o bien x = — C/A, la cual representa una lined vertical. 

Memos demostrado Lo siguiente. 


Ecuacion general de la recta 


La grafica dc toda ecuacfctn lineal 

Ax + By + C = 0 (A, B no son sisnultaneaniente ceroi 

cs una recta, Kn caso eunlnirio, cadu recta es la grafica de unit ecuacion lineal. 
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Figure 11 



EjempJo 6 


Grafica de una ecuacion lineal 


Trace la grf.fi ca dc la ecuacidn 2.r — 3 v - 12 - 0, 


So I uc ion 1 Puesto que la ccuncion es lineal, su grafica es una recta. Para dibujar 
Ea grafica es sufidente encontrar dos pgntos cualusquieru sohre III recta. Las inter- 
scceiones eon las ejes son Jos pmUos mas facilcs de determ inar. 

Interseccton con el eje x: susdluva y = 0 para obtener 2x - 12 = 0. 

de tnodo que x = 6 

Intersecekin con el eje y: sustiiuyu .v = 0 para obtener — 3v - 12 = 0* 

de mode que y — - 4 

Con estos pumos podemos tni/ur la grafica cn la ligura 1 I , 


So lu cion 2 Expresamos la ecuacion en la forma de pendienie y ordenada en el 
origen dadas 

2x - 3v — 12 = 0 

2x — 3y = 12 Surname 12 

— 3y — — 2jt + 12 festa Ac 2x 
y = lx — 4 Division entre -3 

Esia ecuacion esta en la forma de y - mx + b. dc nxxJo que lu pendiente es m — l 
y lu ordenada al origen es b = -4, Para graiicar. localizumos la interseccton con el 
eje y y luego nos despla/anios 3 unidades a lu denecha _y dos uni duties haeiu urriba 
como se muestra en lu ligura 1 2. ■ 


Rectas paralelas y rectas perpendicular es 

Puesio que tu pendiente mide lu iriclinadtin de una recta, es razonable que las rectas 
paralelas tengan la irtisma pendienie. De hecho, podemos demoslrarlo, 


Rectas paralelas 


Dos rectas no venicales son paralelas si \ sdlo si tienen In misma pendienie. 



Figura 13 


■ Demostracton Sean las rectas /] y F de la figura 13 que tienen pendienies 
m] y m 2 . Si las rectas son paralelas. entonces los triangulos rectangulos ABC y DEF 
so n semejuntes, de modo que 

d{B. C) d(E y F ) 

“ d{A,C) “ d(D, F ) ~ Ml 

Y ul contrario, si las pendientes son i gunks. entonces los triangulos son semej antes, 
por lo que ABAC = A EDF y las rectas son paralelas. ■ 

Ejennpfo 7 Determination de la ecuacion de una recta 
paralela a una recta dada 

Calcular la eeuacton de la recta que pusu por el pur to 15. 2) que es paralela a la 
recta Ax + by + 5 = 0. 

Soluddn Frimcm escrihimos la eeuudon de lu recia dada en la forma de pen- 
dienie y ordenada en cl origen, 

4.r + 6> + 5 — 0 

6y = — 4.r — 5 4d a* + 5 

y= — yx _ ^ Pwiaidfi efltre 6 
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Por Io que la recta tiene la pendiente m = — Como la recta requerida es paralela a. 
la recta dada, tiene tamhidn la pendicnte m — — De acuendo con 3 a ecuacidn de 
una recta que pas a por un punto y se conoce su pendiente obtenemos 

y — 2 = — §(jc — 5} PeruherttB rtt — — §, pendiertte (5,2) 

3y — 6 = — + 10 Mutepticaciiai per 3 

2x + 3>' — 16=0 t,£&GDmodo ste los tcnm?rsos 

Por lo tan to, la ecuacidn de la recta requerida es 2x + 3 y -16 = 0. ■ 

La condicion para rectas perpend iculares no es tan obvia coma con las rectas. 
paraklas. 


Rectas perpendicufares 


Dos rectas con pcndientes m\ y m 2 son perpend iculares si y s61o si 
/n 1 m. 3 = 3, es decir, siis pendienles rectprocas y de signo conlrario: 

I 

m 2 = 

W 1 

Avimismo, u [ill recta hori/.onlu] ipendienie 0) es perpendicular a La recta verti- 
cal (pendiente indetinida). 



Figura 14 



■ Demostracion En la ligura 14 se ilustran dos rectas que se cortan en el ori- 
gem (Si las rectas se cortan en algdn otro punto, consideramos rectas paralelas a £s- 
tas que se cortan en el origen, Estas rectas tienen las miarnas pendi cutes que las 
rectas originates, ) 

Si las rectas fj y l 2 lienen pendienles m t y m 2t entonees sus ecuac tones son 
y — m L jr y y = m^x Observe que 4(1, m,) queda sobre /, y B(l T m 2 ) queda sobre 
Segtin el teorema de PjtfgOr&S y Su in verso (v£ase pig. 54), OA 1 OB si y sdto si 

Mcu)] J + [d(o,i*)p = KA.fl)] 3 
De acuerdo con la formula de la distancia T esto se transforma en 

(l 2 + m l) + 0 2 + ml) = (1 - l) 2 + (m 2 - 
2 + if*} + m\ = - 2m ] m 2 + m\ 

2 - — 2m : m 2 

= - 1 • 


Ejemplo 8 


Rectas perpendiculars* 


Demuestre que los punlos ^{3, 3), £{8, 17) y 1?(11, 5) son los vertices de un trian- 
gulo reckngulo. 


Solution 

vamente, 


Las pendi entes de las rectas que con tienen a PR y QR son respect! - 



y 


m 2 = 


5 - 17 
11 - S 


—4 


PUesto que m, ym 3 = -1, estas rectas son perpend iculares y, entonces PQR es un 
trkngulo recta mgulo. La grdfica se ilustra en la figura 1 5. 
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Figure 16 

y = 0.5* + b 


Ejemplo 9 Determination de la ecu acid n de yna recta 
perpendicular anna recta da da 


Determinar una ecuacion de la recta que es perpendiculars la recta 
Ax + 6y + 5 = 0 y que pasa por el origen. 


Sol u cion En el ejemplo 1 encontramos que la pendiente de la recta 
Ax + 6y +■ 5 = 0 es — f. For cousiguiente. la pendiente de una perpendicular es la 
pendiente recfproca y de signo negative, es decir, Puesto que la recta requerida 
pasa por (0, 0), la ecuacidn de la recta cunndo se conoce un pun to y la pendiente es 


y - 0 = §(* - o) 



Ejemplo 10 


Trazo de una familia de rectas 


Utiltce la calculadora para elaborar grartcas con el fin de trazar la familia de rectas 


y = 0.5* ■+ b 

para b - -2, -1,0, 1,2. £Qu£ propiedad co mpa rt M las rectas? 

Solution Las rectas se grafican en la figure 16 en el rectitigulo de visidn 
[-6, 6] por [—6,6]. Todas las rectas tienen la misma pendiente, de modo que 
son paralelas, ■ 


Aplicaciones: pendiente como razon de cambio 

Cuando una recta se utilize como modelo de la relacidn entre dos cantidades, Ja pen- 
dietrte de la recta es la razon de cambio de una cant idad con respect® a la otra. For 
ejemplo, la grifica de la figura 37 (a) da la cantidad de gas de un tanque que se est3 
Hernando. La pendiente entre los puntos indicado? es 

6 gakna 

m - — -2 galones por minuto 

2 minuEos 

La pendiente es la razon a la cual el tanque se estd Eienando, 2 ga tones por minuto. 
En la figura 1 7<b), el tanque se estd vaciando a la rax/fa de G.03 gaJones por minuto y 
la pendiente es -0 03. 



Tiempo (min) 



a) Tanque que se tlena a raztin 
de 2 gal ones por minuto. 

La pendiente de la recta es 2 


h) Tanque que se vacia a razon 
de 0,03 galones por minuto. 

La pendiente dc la recta es -0.03 
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Los dos ejemplos siguientes representan otras situaciones donde la pendiente de una 
recta es una ra?.6n de cambio. 


Ejemplo 11 Pendiente como razon de cambio 

Una presa estsi construida sobre un rfo para tetter un embalse, El nivel del aguo w en 
el embalm estd dado por la eeuacidn 

w - 4.5 / + 28 


donde t es la cantidad de anos deade que la presa se construyd y w se mide en pies. 

a) Trace una grdfica de esia ecuacitfn. 

b) ^Qu£ representan la pendiente y la interscccidn con el eje w de esia grdfica? 

Solucion 

a) Esta ecuacidrt es lineal, de modo que su grafica es lineal, es una recta. Como 
dos (juntos defmen una recta, local izamos dos punt os que que Jan sobre la gra- 
flea y dibujamos una recta que los una, 

Cuando r = 0, entonces w = 4.5(0) + 28 = 28, 

por lo que 10. 28} esta sobre la recta. 

Cuando / = 2, entonces w - 4,5(2) 4- 28 = 37, 

por lo que (2, 37) esta sobre la recta. 

La recta definida por esto& puntos se muestra en la figura 18. 




b) La pendiente es rn = 4.5: represenca la tasa de cambio del nivel del agua con 
respeeto ill t tempo. Esto quiere dedr que el nivel del agua sc incremenm 
4,5 pies por aiio. La interseccibn eon el eje w es 28 y ocurre cuando i = 0, 
de modes que represents el nivel del agua cuando la presa fue construida. ■ 

Ejemplo 12 Relacion lineal entre temperatura y altitud 

a) A rnedida que d aire seco asdende, se expan.de y se enfria. Si la temperatura 
del suelo es de 20 n C y la temperatura a una altura de I km es 10°C, exprese la 
temperature T (en °C) en t^rminos de la altura h (en kildmetros). (Suponga que 
la relaeibn entre T y h es lineal.) 

b) Dibujc la grifica de la eeuaeibn lineal, iQot represen ta la pendiente? 

c) ^Cu^l es la temperatura a una altura de 2.5 km? 

Solucion 

a) Como estamos suponiendo una relacidn lineal entre Ty h. la ecuacion debe 
tener la forma 

T = mh -1- b 
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donde my b son cons (antes, Ciiando h = 0, sabemos que T — 20 p par lo que 

20 = ffi(O) + b 
b-m 

Por la tamo, tenemos 

T - mh + 20 

Cuando h - l , tenemos que T = 10 y ententes 

10 = m{ 1 ) + 20 

m = 10 - 20 = -10 

La ex pres ion requerida es 

T= -IQk + 20 

b) La gralka se ilustra en la figura 19, La pendiente es m — - 10*C/km* que re- 
presenta 3 a razdn de cambio de la temperatura coo respecto a la dislancia por 
aniba del suelo. De este modo P Ea temporal ura. desciende lO^C por kiidmeEro 
de altura. 

e) A una altura de k = 2.5 kirq la temperatura es 

T = - 10(2.5) + 20 = -25 + 20 - -5°C 


1.10 


Ejercicios 


1-8 ■ Determine la pendieritc de la recta que pasa por I os pun- 
los. P y Q. 

1. WO), 0H.2) 2- W.0), «2. -e) 


10. a) Grafique las recta s que pasan por (0, 0) con pendientes 
b) Graft que las nectu que pasan por (0. 0) con pendientes 

M* "iy 3 - 


2. P(2,21Q(-\0.Q) 
5. P(2.4)'Q(4>1) 

7. P{ L.-3),0“L6) 


4> ^1.2). <2(3, 3) 

6. / 1 (2 b —5). Q(-4 h 3) 
8. f(-L -4). GM) 


9. Calcule las pendientes de las rtcias 1,. /*„ L. y i a en la ligura 
que fi]gue. 



11-14 * Determine una ecuacidn para la recta cuya griifica se 
proportions. 



13. 
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15-34 ■ Galenic unaetuaci6n dc Ij recta que cimipki las. condi- 
cianes (Lidas. 

15* Pasa pur (2, 3 ); pendiente 1 
16, Pasa pen: (-2, 4); peodiente - 1 
17* Pasa pur (I, 7); pendicnic f 
IS. Pasa pur (-3, -5): pendiente —i 

19. Pasa por (2, l)y(l,6) 

20* Fisa per (- 1, -2)y(4,3) 

21. PendLenle 3: ordenada al origen y - 2 

22. Pendkrmt- \\ ordenada ol origen y 4 

23. Intersreceidn con e! eje x 1 ; ordenada a] origen y —3 

24. Intcrsoccion con cl eje x —8: ordenada al origen i 6 

25. Pasa por {4, 5); paralela al eje x 

26. Pasa pur (4. 5); paralela al eje y 

27. Pasa por(l, -6); paralela a Ea recta x + 2\ - fi 

2K. Ordeiuda at origen 6: para Ida a la recta 

2x + 3> + 4 = 0 

29. Pasa pur (— 1 . 2 ); paralela a ta recta jr = 5 

30. Pasa por (2, 6); perpendicular a la recta y - 1 

3 1 . Pasa pur ( — ! , — 2) ; perpendieu tar a la rccla 

2jt + 5y + 3 = 0 

32. Pasa por (|. — j}; perpendicular a la rcela4.r - 8y = 3 

33. Pasa pnr ( t T 7 }; para I ela a la recta q ue pasa por (2. 5 ) y 
{-2/1) 

34* Pasa pur ( — 2* — I ] ); perpendicular a la recta que pasa por 
(U)y 15,-1) 

35. a) Grali que ta recta eon pc ridicule l que pasa por el punto 

(-2.1). 

b I ] >eterm i ne u na ecuaciOn para esia recta . 

36. a) Gralique la recta con peodiente - 2 que pas*i por el punto 

(*-!)■ 

bj Bncuenire la ecuaddn de esta rccEu. 

Gg 37-411 ■ Utilice una cakulAdofi o una compuiadora para 
graficar y trace la famiiia de rectasen el mismo reeling u to de 
vision, ,-,Quc tienen las reel as en connin'? 

37. y = -2jc + b por ft - 0* ± I , ±3* 2:6 

38. y = mr — 3 por m = 0, ±0.25, ±0.75. ± 1-5 

39. y = m(.r - 3 ) por m = U P ±0.25. ±0.75, ± 1.5 

40. y *= 2 + m(jt + 3) per m = 0. ±0.5, ± I. ±2, ±6 


4L-52 ■ fJcierrmne la pendtenie y la ordenada al oncen de la 


recta y trace la grafica. 

41. x + y = 3 
43. x + 3y = 0 
45, jj; — jy + l = 0 
47. y = 4 
49. 3a - 4y = 12 
51. 3jt + 4v - I = 0 


42. 3j - 2y = 12 
44. 2x - 5y = 0 
46. -3x - 5y + 30 = 0 
48. 4y +8=0 
50. x= -5 
52. 4jt + 5y - 10 


53, Utilice las pendienies para dermwtrar que 

A(l t I ), 5(7, 4}, C(5,. 10) y D[- 1, 7) son vertices de un 
paraletograiTiD. 

54. Utilice las pcndicnles para demostrar que 

A[ — 3, — 3 ) P 5(3*3) y C(-9, 8) son vertices de un triangulo 
rcClirtgulu, 


55. Utilice las pend ientes para demostrar que 

A( I „ I ), B{ 1 1, 3 ), C( 10, 8) y D( 0, 6) son vertices de un rec- 
languto. 


56. Utitiue las pc id ientes para detemunar si Eos puntos dados 
son culioeales, cs deeir, esnin sobre la misma recta. 

a) (U), (3, 9), (6,21) 
h) (-1,3), (1,7), (4, 15} 

57. Determine una ceuacion dc Ea biscclnz pcipendicular a la 
recta que une Ids puntos A( 1 . 4) y 5(7, —2), 

58. Taleule el area del triangulo formadn por los ejes de ccorde- 
nadas y 9a reel a 


2y + 3x - 6 - 0 


$% a) Demuestre que si Eas imeneccunes con los ejes Jt y y 
de una recta son numeros no cero ay b, entonces la 
ceuacion dc Ea recta se puede expresar de la forma 


x 

it 



= 1 


Esin forma se denomina ecuacion sintetrica de Ea recta. 
h| UtiEice el incteo a) para deicmtinar una ecuacidn de la 
recta cuya interseecidn con el eje x sea 6 y cuya orde- 
nada al ortgen sea - 8. 

6ft, al Galcute una ecuadtfn para la tangente a la circunfcrencia 
j- + v 2 = 25 en el punto(3 + "4). (V^ase la figura.) 
hi i Un que ulro punlo de la circunfcncncia una tancente 
serd paralela a la tangentedel inciso a)? 
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CAPiTULO 1 Fund aim enlos 


Ap lie act ones 

6L Rasante da una carretara A I oeste de Albuquerque, 
Nuevo Mexico, lu carrelera 40 con rum bo ai este es recta y 
tierte wia fticrte pendiente haula la eiudad. I.a earretera bene 
Lina rasante del f>%, lo cual quicrc deeir que su pendiente es 
— A) maocjai por cstu tEineEcra Listed puede ver porlus 
seflaiamiealos que ha bajado 1000 pies, ^.Cuil es e! cainbio 
en la distanda horizontal? 



62, Advertencia mundial Algunos cientffkos opt nan que la 
temperature superficial promedio del mundo esti aumen- 
[andn cn forma constants. La tempo raturu superficial pro- 
medio se expresa medianle 

T = 0.02/ + 8.50 

dnnde T es la temperarura en y / es afios desde 1900, 
a} < Que representan la pendiente y ]a interscceion con cl 
eje r? 

ta) Utiliee la venation puni predevir la temperatura superfi- 
cial pro medio del muiidn en 2M>o, 

63. Dosis de medicamentos Si la dosis de un medicament® 
que sc pcconuenda para un uduliu es D en mg, enionccs para 
detenu inar la d*>K.is: aeepEUhle c para un nirto de edad a , li>s 
tarmaceimcos Lisan laecuacidn 

c = 0,04l7D(a + 1) 

Supnnga que ta dosis para an adult® es de 2Qb mg. 

a) Determine la pendiente. £,Quc represents? 

In <,Cuil es la dosis para un recton narido? 

64. Mercado de pul gas La admin islradora de un mcrcadodc 
pul gas, de tin de semana sahe por experiences anteriores 
que si cobra x dotares por un espacin en renla en el mer- 
cado, cnlonccs cl nuincro y de espacios que puede rental sc 
representan mediance laecuacidn v ~ 200 — 4 jt. 

a) Trace una grafica de esta ec nation lineal, t Recuerde que 
el ctKilo de la renta pur el espacioy la canlidad Je espa* 
cios tentodos deheu set cunt idades no negatives. ) 
bp ^Que representan la pendiente, la intersection con el eje 
v y la intersection con cl eje .r? 

65, Costas de production Un pequefio fabricume de eleu- 
trodonkslicns observaque si produce.* tosiadores en un 
ines su coslo de produce ton csla repress ntado por Ja 
ecuacido 

y = fa + 3000 
donde y sc mide cn delates, 
up Trace una gralica de m eeuacidn Lineal. 


b) ('.■Qu^ represen tan la pendiente y la ordenada en cl ori- 
gen de la grtlflca? 

6ft. E sea las de temper atura La relacidn entre lix esealas de 
temperatura Fahrenheit [F] y Celsius (C) sc expresa me* 
diante laecuacidn F =■ |C + 32. 

a) Complete la tab! a para comparer las dos escalas en los 
valores dados. 

bj Dctenulne La Eempcratura a la cual las dos temperaturas 
concucidan. 

[Sugerencia; suponga que cy cs la icmpcratura a la cual 
las escalas concuerdan. F - ay C = a. Luego de- 
termine a.] 



67. Grill os y temperature l .os bidtogos han observado que 
la tasa de chirridos de los grillos de ciertas especies se reta- 
ciona con la temperature, y la relacidn parece sercasi lineal. 
Un grillo produce 1 20 chirridos por minuto a 70T y 168 
chirridos por minuto a 80’ F. 

a J Encucnlre la ecuacidn lineal que relaciona la tempe- 
natura f con Jacantidad dc chirridos por minuto n. 

b.l Si los grillos cstan chiniando a 1 50 chirridos por mi- 
nuto, esLime la lemperaiura. 

68. Depreciacidn Una pequena empress compra una conipu- 
tadora en 4000 ddlarcs. Despuds de cuatro ahos. el valor 
esperadb de la computadiira scradc 200 ddlarcs, Para cues- 
tioncs tie contabilidad, la empresa aplica la depreciaci&n 
tttieni para evaluar cl valor de la computadora cn un tiempo 
dado. Lsto signilica que si V ,r cs d. valor dc Li computadora 
en td tiempo i. ententes se usa una ecuacidn lineal para rela- 
cionar V y t. 

a) Determine una ceuacion lineal que relacione Ty /. 
b J Grafique la ecuacinn I meal . 

c) i'.Quc representan la pendiente y Ja intcrscccion con cl 
eje V de la grifiea? 

d'3 Calcule d valor dcpreciado dc la computadora tics arms 
de Spues dc la Ibuha de la compra, 

69. Preston y profundi dad Eo la supertiuie del mar, la pre- 
sion dcE agua es La misma que la prexidn del alne por arriba 
del agua, 15 lb/pulg 2 . Abajo de la superficie, la presidfi del 
agua aumenta 4.34 tb/pulg~ por eada 10 pies que se des- 
cientkn. 

a) Determine una ecu acton para la relricton entre presidn y 
profundidtid abaju dc la superficic del mar 

h) Trace una grifica dc esta ecuacidn lineal, 
cl ;.Que representan la pendiente y la ordenada en el ori- 
gen sic la grdfica? 
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d) i, A que profundidad se Uene una presidn tie 
100 IWpulg 3 ? 


- 



7#. Distancia, veloddad y tiempo Jason y Debbie salen en 
autom6vil de Detroit a las 2:0fJ pm y manejan a una veioei- 
dad constants viaj&ndo tiadnet oeste wbre la 1-90, Dejan 
atrds Ann Arbor, a 40 miliar de Detroit, a las 2:50 PM 

a) Exprc.se la disLitnciu reconhda en terminus del licmpo 
iranstunido, 

b) Trace la grdfica de la eeuaetdn del inciso a). 

C) ^Cuil es la pendiente de la recta? ^.Qud represent? 

71, Costds por manejar un automovil El cos to me usual 
de munejar un automdvil depend c de la canLuJad de millas 
recorrida, 1 *, Lynn observa que, en mayo, el cosiu de mancjjo 
fne de 280 ddlares por 480 mi lias y que en junio el eosto fue 
de 460 ddlares por 800 mil las. Suponga que hay una rela- 


tion lineal entre el eosto ntensual C por manejar un automd- 
vil y ]$. distances, recomda d. 

a) Caleute una ecuacidn lineal que relacjone C y d. 

6} Use el inciso a) para prededr e! cpsto por manejar 1500 
mil las al mes. 

c) Trace la grdfica de La ecuacion lineal. <,Quc represcnla 
La pcndicnlc dc la recta? 

d) ;.Q u d represent a la ordenada en el origen dc la grifica? 
el ^Por que una rclacion lineal cs un modelo adccuado en 

d caso de esta, Mltiaeidn? 

72. Costas de produce! on El gcrenie de una fribrica de 
mueblCs obsma que CUCSta 2200 dd lures manufacturer 
100 silks en un dfa y 4800 dtftarcs produck 300 sillas en 
un dfa. 

u) Si sc supone que la rclacion entre eosto y numcno dc 
sillas fabricadas es lineal, encucntre una ecuucitin que 
expire sc esta reladdn, Luego grafiquC la ccuacidn, 

b) iCuil es la pendiente de La recta del inciso a), y que 
representa? 

c) iCuk\ es la ordenada al origen de esta recta y qu£ repre- 
sent? 


Descubrimiento * Debate 

75. (jQue stgnrfica la pandiente ? Suponga que la griifica de 
la temperatura en el exterior en un cierto periodo es una 
recta. Que tanto esta cambiandocli licmpo si la pendiente 
de la recta cs positiva? si es ncgabva? si es cero? 

Suponga que lc dan las coordenadas 
de ires puntos c a cl piano, y que quicnc vrr si quedan cn la 
misma recta. j,Cdmo lo puede haecr usando las pendientes? 
( -,Y aplicando la formula de la disianeia? i Puede im a Lunar 
otm m&ndo? 



Los modclos matcmalicos sc csludian 
con may ores dctallcs en Enfoque en el 
inodelado, que snieia cn La pagina 239. 


CiiLinJo los cienttfieos hablan acerca de un modelo matematico para un fendnieno 
del mirndo cotidiano eon freeueneia se refieren a una ecuacidn que describe la rela- 
Cf6rt entre dos cunti dudes. For cjemplo, d tnodclo podriu desert hi r edmtj la pohladdn 
de espedes ani males varCa eon el tiempo o cbtno la presldn de un gas varia a medida 
que cainbia la temperatura. En esta seccidn se estudia la dase de model ado J lama- 
do vanuvidn . 


Variadon direct a 

Dos tipos de model os Tnatemiticos se present an cor tar la frecuencia que lienen 
nnitibres especiaks. El prime no se llama variacidn directa y se presen ta cuando una 
cantidad es un multiple constants del otro. de modo que usamos una ecuacion de la 
forma y ™ kx para modelar esta dependencta. 
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CAPfTULO 1 Fundamantos 


Variacion directa 



Si Ins UiintidLLLlt.-s. .v y y estan relacionadas me Ji ante una ccuacidn 

y — fct 

para alguna const arte k - 0, clecimo* que \ varia directamente con v, o v es 
dine tame nte proportional a x, o simplemente y es prnporciomil a ,v. La 
constants k sc llama const ante de pmpomonnlidad. 


Recuerde que la gtfifka de una ecuacidn tie la forma y = mx + b es una recta 
cnya pend ten le es m y la ordenada al origen es b. Entonces, la grafica de una ecuacion 
y — Jtr que describe la variacibn directa es una recta con pend ie me if y ordenada al 
origen 0 (vdase la figura l). 


Ejemplo 1 Variacion di recta 



Durante una tormenta de rayos usted ve el rayo antes de escudiar el trueno 
porque la luz viaja mucho mis rapid o que el sonido, La di stand a entre usted y 
la tormenta varia direcLamente con. el intervale que irartseurre entre el rayo y el 
true no. 

a) Suponga que el trueno de una tormenta a 3400 pies do lejaniu tardy 5 s para 
llegar hasta usted. Determine la constanlc de proportion alidad y pi ante? lu 
ecuacion de la variacion, 

b) Grafique la ecuacibn. iQue represents la constanie de proporcionalidad? 

C) Si el intervale entre el rayo y el trueno es ahora de 8. s, ^que tan lejos esia la 
tormenta? 


Solucibn 

a) Sea d la distancia desde donde est& listed hasta la tormenta y sea f el liempo 
irajiscurrido. Sabemos que d varfa directatnente con f, de modo que 

d = kt 

donde k es una constants, Para determinar Jt t usamos el hecho de que r — 5 y 
d — 3400. Al susLiLuiT esios valores en la ecuacidn oblenemos 



5400 — it(5) Suetrtucion 

k — — — — 108G de lr 

Al sustituir este valor de it en la ecuacion para d, obtenemos 

d = 1080/ 

cuando laecuacidn de d estl en funcidn de t. 

b) La griifica de la ecuacidn d = 1080/ es una recta que pasa por el origen con 
pundiente 1080, y se muestra en la figura 2. La constants k = 1080 es la veloci- 
dad aproximada del son i do en pies/segundo. 


ial 
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c) Cuando i - 8 n tcnenws 

d = 1080- 8 = 8640 

Entonces T la tormenta esli a 8640 pies, casi 1 ,6 nrilUs, ■ 

Variation inversa 

Otra ecuacidn que con frecuencia se utiliza en el mode I ado matemalicc es y — k/x, 
donde k es una constante. 


Variation inversa 


Si las cBnddades x y v se relactonan mediant? la ecuacrdn 

k 

para alguna constante k # Q, dedmcs que y es inversamente proportional a 
x, o que y variu Inversamente con x. 

Figure 3 La grifica de y — k/x para x > 0 se muestra en la figura 3 para el caso it > 0. Esto 

Variation inversa da una images de lo que sucede cuando y es inversamente proportional a x . 



Ejem pi o 2 Va ri a cto n i n ve rs a 

La Ley de Boyle esiableee que cuando una muestra de gas se comprime a 
una 

temperatura constante, la presidn del gas es inversamente proporcional al vohimen 
del gas. 

a) Suponga que la presidn de una muestra de aire ocupa 0. 506 m a 25 S C esti a 
50 kPa, Determine la constante de proporcional idad y plantee la ecuacidn que 
expresa la proporcionaiidad Inversa. 

b) Si 9 a muestra se exp&nde a un volumes! de 0,3 m 3 , cstinae la nucva presidn. 



Solucibn 

a) Sea P la presidn de la muestra de gas y sea V su volumen. Entonces, de acuerdo 
con ia definicibn de proporcional idad inversa tenemos 


P - 


k_ 

V 


dotide k es constante. Para determinar k apiique d hecho de que P = 50 cuando 
V - 0.106. At sustituirestos valores en la ecuacibn obtenemos 


50 


k 

0,106 




k — (50)(0.l06) ~ 5-3 ■' raciin , i^ t 
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A1 sustifuir esto valor de k en la ecuacidn de P, tonemes 


b) Cuando V - 03, tenemos 


P - 


53 

V 



17.7 


Ententes, la nueva presidn es de casi 1 7,7 kPa, 


Variation conjunta 

Con freeueneia, una cad Li dad ffsica depende de otra cane dad. Si una cantidad es pro- 
portional a dos o mas can tidades, esta relation se llama variacidn conjunta , 


Variation conjunta 


Si las cantidades y y r escin rclacionadas median to la ec nation 

2 — kxy 

Jtmde k cs una constant no ccro, dccinios que z varia tii forma conjunta 
con v y y, o que z cs coujimtamente proportional a x y y. 


En las ciencias, las relaciones entre tres o mis variables sen comuneSi y es po- 
sibte cualquier combinacidn de I os diferentes tipos de proportions lid, ad que hemes 
analizado. Per ejemplo, si 

t - k* 

y 

decimos que z es proportional a x y que es i nversamente proportions! a y. 


1.5 


0 


Ejemplo 3 Lev de Newton de la gravitation 

La Ley de Newton de ia gravitation establece que dos objetes con mas as m, 
y m 2 se atraen ense si con una fuerza F que es conjuntamento proportional a su& 
masas e inversamente proportional al cuadrado de la distaneia r entre los objetes. 
Express la Ley de Newton de la gravitation come una ecuacidn. 



5 


Solution Si aplicamos las defmidones de variation conjunta e inversa y la no- 
tation traditional G para la constante gravitational de proporcionalidad te nemos 


F = G 




v'n 


Fig or a 4 ^ 

Grifica dr F = — 
r 


Si. m | y m 2 son masas const antes, ententes la fuerza gravitational entre el I as es 
F = Cfr 1 donde C = Gmyrn^ es una constante. En la figura 4 se i lustra la grAfica de 
esta ecuadtin para r > 0 con C “ 1. Observe cdrrto la atraccidn gravitacional dis- 
mimiye cuando aumenta la distaneia. 
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miM Ejercicios 


1—12 ■ Escribe una ccuacion que txprcsc cl enunciado. 

1* T varfa directamente con x, 

2* P es dircctamcntc proporcional a w, 

%. v es directamente proporcional a z. 

4. w es pfoporcionai conjuntamente a m y n. 

5, > es proporcional a j e inversamente proporcional a f. 

6, P varfa inversamente a T. 

7, : es proportional a la rafz cuadradu de y. 

8. A es pioporc tonal al cuadrado de l e inversamente propor- 
cional a] cubo de x. 

9. V es coujuri tame nee proporcional a i, w y h. 

10. S es conjuntamente proporcional a Ids cuadrados de r y 9. 

11. if es conjuntamente proporcional a i e inversamente propor- 
tional aPy f, 

12. A es conjuntamente proporcional a las raises cuadradas de x 

y&y, 

13-22 ■ Esprese el cnunciado comouna ecuacidn. Utilic-c 

la infonnacidn dada para determ inar la constante de proper- 

cio nalidari 

13. y es directamente proporcional a x. Si x = 6, entonces 
y — 42. 

14. z varfa inversamente a r. Si t — 3. entonces 2-5. 

15. M vana directamente con x e inversamente a y. Si x = 2 y 
y — 6, emonces M — 5, 

16. S varfa conjuntamente con p y q. Si p = 4 y q ■ 5, entonces 
S = 180 . 

17. W es inversamente proporcional al cuadrado de t. Si r = 6, 
entonces W = 10. 

IS. / es conjuntamente proporcional a x y y e inversamente pro- 
porcioniil a r. Si x - 2, y = 3 y r = 12, entonces t = 25. 

19. C es conjuntamente proporcional a l. w y h. Si 
/ — w = k = 2 t entonces C — 128. 

20. H es conjuntamente proporcional a Jos cuadrados de l y w, 

Si I “ 2 y w = entonces H = 36. 

21. $ es inversamente proporcional al cuadrado de r. St j ^ 1 00. 
entonces l = 25. 

22. M es conjuntamente proporcional a a, b y c, e inversamente 
proporcional a d. Si a y d valen lo rnlsma, y si b y c valen 2, 
entonces M = 128, 

Aplicaciones 

23. Ley de Hooke La ley de Hooke establece que la fuerza 
necesaria para mmterver on resorte estirado x unadades mas 
alia de su longitud natural es directamente proporcional a x. 


En estc case, la constante de proporcionalidad se denomina 

constant? del resort e. 

a) Exprese la ley de Hooke en forma de una ecuacibn. 

b) Si un resorts tiene una longitud natural de 1 0 cm y se 
nccesita una fuerza de 40 N para mantencr el resorte es- 
tirado a una longitud de 15 cm. determine la constante 
del resorte. 

c) fuerza se nequierc para mantencr estirado el re- 
sottc a una longitud de 14 cm? 



2 i. ley del penduio El periodo de un p^ndulo (el tiempo 
que transcurre durante un balances complete del p^ndulo) 
varfa directamente con la raiz cuadrada de la longitud del 
pitidulo. 

a) Exprese esta relacidn mediante una ecuactdn. 

b) Con el objelo de duplicar el periodo, ^qu^ tamo ten- 
drfamos que modi Hear k longitud /? 


I 



25. Costos de impresibn El costo C de impnmir una revista 
es conjuntamente proporcional a la canlidad de pdginas p de 
k rcvista y la eamidad de revistas imprests m, 

■) Plantee una ecuacibn que exprese esta variacibn con- 
junta, 

b> Encuentre k constante de proporcionalidad si el costo 
de. impresibn es 60000 dblares para 4000 ejempla- 
rcs de la revista de 120 pdginas. 

c) ,-,De cu^nto seifa el costo de i mpresibn para 5000 ejem- 
plares de 92 pdgtnas cada uno? 
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26. Lay da Boyle La presidn P de una muestra de gas es di- 
rectainente proportional a La temporal ura T c invorsamcnlc 
proporcional al volumen V, 

a) Escri ba unu ccuac ion q u.c ex presc csta variacidn. 

b) Determine la constante <it profrordomslidad si 100 L de 
gas ejerccn una presidn de 33.2 kPa a una temperatura 
de 400 K (temperature absolute nxdida en la escala de 
Kelvin). 

c) Si la temperatura auinenta a 500 K y d volumen dis- 
minuye a SO L, ^cull es. la pres ion del gas? 

27, Potencia da un mol in o de viento La potencia P que sc 
puedt obetner de un mol i no de v Lento es dkectaioeate pro- 
portional al cubo de la velocidad del viento s. 

a) Plantee una ecttacidn que exprese esta variacidn. 

b) Determine la constante de proporcionalidad para un 
mol ino de viento que produce 9b watts de potencia 
curodo el viento esld sapUndo a 20 milla/hom. 

c) ^CuAnta potencia genera este mol i no si la velocidad del 
viento se incrementa a 30 miltas/hora? 

2S, Potancia necc&aria pars im pulsar un bota La potencia 
P medtda en cabal Los de fuerza,. hp, necesaria para jmpulsar 
una embarkation es ditcctamenle proporcional aE cubo de La 
velocidad s. Se requiere un motor de 80 hp para impulsar 
derto bote a 10 nudos, Bneuenire la potencia necesaria para 
dc splazar al bole a 1 5 nudos. 



I'K Inteniidad del sonido La intercsidad L de un sonido, 
medidaen decibeles, dB.es invereamenle proportional at 
cuadrado de la distance d destle la Ante del socudo, Una 
persona a 10 pics de una podadora ex penmen tu un nivcl de 
sonido de 70 dB; ^qu£ tan intense es el sonido de la po- 
dadora cuando la persona estA a 100 pies? 

MK Distancia de frenado Lft distancia D pare que un 

vehiculo se detenga despuf s que se ban aplicado Los frenos 
varia dirccEamenlc con cl cuadraiio dc la velocidad s. Un 
cierto outomdvil que viaja a 50 mill&s/hora puede detenerse 


en 240 pies. ^Cuil es La velocidad maxima a la que se puede 
viajar si cs nccesario dettnerse en 160 pics? 

31. Chorro de ague La fuerza P de un chorro de agua es 
conjuntantenle proporcionaJ al area de la seccidn transversal 
A del chorro y al cubo tic la velocidad v. Si la velocidad se 
duplica y el area de la section transversal se reduce a la mi- 
tad. (,en qu£ factor se incremental la fuerza? 



32, Empuje eerodinamico El empuje L sobre el alade un 
acropluno li I despegar varfa c unju nt-amente con cl cu&dredo 
de la velocidad $ del avi6n y el Area A de sus alas. Un 
aeroplane con un Area de alas de 500 pies cuadrados que 
se desplaza a 50 millas/hora experimenta un empuje de 
1 700 lb. ^Qu£ empuje experiments un aeroplane que 
ticnc un Area dc alas dc 600 pics cu ad ratios y que viaja a 
40 miUas/h? 



33. Fuerza de arraltre de on bote La fuerza de arrastre 
F dc una cmbarcacidn cs conjuntamcntc proporcional al 
Area de superficie mojadit A del casco y al cuadrado de la 
velocidad s del bote, Un bote experimenta una fuerza de 
armstre de 220 lb cuando se desplaza a $ millas/b con 

un Area de superficie mojada igual a 40 pits cuadmdos. 
t,Qud tan rApido debe ir una embarcaci6n si tiene 2fi pies 
cuadrados de superficie mojada y esli experimentando una 
fuerza dc arrastre de 175 Lb? 

34. Deslizamiento en cyrvas Un automdvt] se mueve por 
una curva que forma un areo circular. La fuerza F necesaria 
para evitar que el vehfculo se deslice es conjuntamente pro- 
pore ional a su peso w y al cuadrado de su velocidad j, e in- 
versamente proporcional al radio r de la curva, 

a) Escriba una ccuauion que cxprcsc csta variacidn, 

b) Un auiombvi] que pesa 1600 lb viaja por una curva a 
60 mitlas/h. El siguiente automdvil que pasaporesta 
curva pesa 2500 lb y rcquierc la misma fuerza que el 



O 
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primcro para no dcKlt/arse, t ',Quic [an rapido va ct se* 
gundo vehiculb? 

. ■ " -T-* 

/• / 

t ( 

i 

\ 



35. Resist <mc*a electric* La itsislcncia R ck un alambrc 
van's direcfamente con su longitud L e invcrsamente con d 
cuadrado de su diimetro d. 

a) Flantee una ecuacttic que cxprese esta variacitin corn 
junta. 

bi BncucnlrC la COCistftrHc ite proportional idad si un aJam- 
hre de 1.2 m de largo y 0 005 m de diimetro tiene una 
rcsistenria de 1 40 ohms. 

c) Determine la resisteneia dc un alambrc heeho del 
ntismo material que es de 3 m de largo y tiene un 
diiimelro de 0.008 m. 

3i Tww* Ley de Kepler La tercera ley de Kepler sobre 
cl movimiento tkr los planctas cslableec que d cuadrado del 
periods T de un planets (cl [tempo que tarda el planet* en 
compleEar una revolution alrededor del Sol) es directamenle 
proporcional al cube dc su distancia promedio da parti r 
del Sol. 

a l Express esta ley de Kepler coma una eeuacidn, 

b ) Del ermine ta eonstafllc de proporcional Idad aptteando 
el heeho de que el periodo para nuestro planeta es 
tie casi 365 dfas y kdi&tancia pro medio es dc casi 
93 nulkoes de millas, 

f) El planeta Ntptuno csta a casi 2,79 X 10^ millas del 
Sol. Calcule el period® de Nepiuno. 

3*. Energia de ndiacitrn La encrgta de radiation total E 
que entile una superfide caliente pur unidad de area vaifa 
con la euarta pole nc la de su temperatura ahsoluta T. La tern- 
pcraiura es 6000 K en la supcriioic del Sol y 300 K cn la 
superfick de la Tierta. 

a] ^Cuiintas veecs mas sc produce energfa dc radiation por 
unidad de iirea fur el Sol que por la Tierra? 
hi El radio dc la Ticrra cs dc 3960 millas y cl radio del Sol 
es de 435 000 millas. ^Cu&nias veces tnds emiie 
radiacidr total el Sol que la Tierra? 

38. Valor de un twreno El valor de un lotc para construe- 
cion cm In Isla Ga Hanoi’s conjunlamcntc proporcional a su 
superfieie y la canl idad de agua que produce un poao cn 

la propiedad. Un lotc dc 200 por 300 pies liene un pozo que 
produce 10 galones de agua por minutu y vale 48 000 
ddlarcs, j.Cudl es el valor de un lote de 400 por 400 pies si 
d pozo del terrene produce 4 galoncs dc agua por minuto? 

39. Cu'trva de Kn la corta estacitin de crociniknlo del 

lerritorio dnico eanadiensc de Nunavut, algunew jardineros 


logran cultjvar coles gi games con ei sol de medianoche. 
Suponga que d Lamano linal de una got es proporcional a la 
cantidad de mitrientes que recifce e inversamente propor- 
donal a I numero de otras coles que la rodean. Una col que 
recite 20 onzu de nutrientes y liene 12 coles a su al rated or 
1 3ega a pesai 30 lb. ^.Quf tamaiiu llcgari a cener si rccibc 
10 onms de nulrientcs y sdlo liene como vccinas otras 
ciiito coles? 

Mh Calor de una togata El calor que proporeiona una fogata 
a un eXcUrsioniSla es proporcional a la cantldad de lena en el 
fuego, c inversamenle proporcional al Cubo dc la distancia 
desde la fogata, Si el excursionista est^ a 20 pies del fuego y 
alguien duplica la eantidad de lefia que se quema, qte 
di&Lanciadel fuego tiene que estar el excursiemista de mode 
que sienta cl mismo calor que antes? 



41. Frecuerrcia de vibracioo La frecuencia / de vibracidn 
de unflcnerdade violin es invoumente proporcional a su 
largo t. La constants de proporcional i dad k es positiva y 
depende de la tension y dens idad de la cuenda. 

a l Plan tee una ecuacidn que represente csta variacidn. 

b) ^.Qu^ efecto hay al duplicar la longltud de la cuerda en 
la frecuencia dc su vibration? 

4-2, Disemioaciori de una eoferrntdad Latasara lacual 
una enfermedad se extiende dentro de una poblacidn de 
tamano P es conjuntamcnte proporcional a la eantidad x dc 
personas tnfcctadas y al numero P - x de quiettes no esi&n 
infectados. Una i.nfecci6n brota en un pequeflo pueblo euya 
poblacidn es P = 5000. 

ai Escriba una ccuacidn que exprese a r cn funcion de x. 

bl Compare 1 a tasa de di setni nacidn de esta i nfeoeidn 
cuando 10 personas estdn Infecladas con la tasa de di- 
scminacidn cuandoestdn infectadas 1000 personas. 
iQui tasa es mayor? ^Con qu^ factor? 

c) Calcule la tasa de dtseminacitin cuando loda la 
poblad6n est& infectada. i,Por qu6 esta respuesta es 
Intul tiva? 

Descubrimiento • Debate 

43. ;Todo es prop or eion alidad? Una gran eantidad . de ley es 
de la fliica y la qutmica se expresan como pr op ord oocs 
por lo menos un ejemplo de una fundtin que se encuentn en 
las ciencias que no sea una proporcldn. 
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Com probacion de conceptos 

1. Define cada term i no con sus proptas palabras. Compraebe la 
rcspucsta rcfiriendose a la definicidn del Tex to. 

a) Unentero 1>) Un ntimeto rational 

c) Un numero irrational d) Un niimero real 

2. Enuncic cada una d c csla,s propicdades de los numcras 
reaics, 

a) Propiedad conmulativa 

b) Propicdad asociativa 

c) Pmpiediul distribuliva 

3. i,Qu6 es un intervale abicrto? ^Que cs un intervalo cerra- 
do? l : ,Quc notation se uliliza para esios intervales? 

4* es el *alcr absolute de un otimoo? 

5, a) 1 Bn la expresidn a ttu&l e$ la b&se y tu£l es el expo- 
nents? 

b) ^Qu£ significa a J si jc = n, a un entero positive? 

(cl significa jt = 0? 

d) tO Ui ^ significa jr cs on entero negative: v = — n, donde n 
c& un entcro positive? 

e) iQvt significa jc = mjn, es un ndrnero rational? 
f } Enuncic las Icyes de lot exponentes. 

fr, a) ^.Qug significa tya = hi 

b) ^Por qu£ cs V-fl 2 = I a | ? 

c) iCuintas raices rt-nesimas reales lienc un ntfiDcra real 

positive si n es impaf?^¥ si cs par? 

7, Expliique edmo funciona cl proccdimiento de rational] za- 
ci6n dc un denominador. 

8, Enuncic las formulas de loi products especiales para 

(b + b)\{a - 6) 3 , {a + b) J y (a - 

9, Enurttie cada formula para factonzatidn, especial. 

a) Difercncia de cuadrados b) Difercntia de cubes 

c) Suma de cubes 

10, ^Qu£ es la solution de una ecuacidn? 

11. ( ',C6mo se resuclve una ecuacidn que concicne radicates? 
^Por que es impOftmtE compmbar las respuestas cuando sc 
resue] ven ecuacienes de esle tipo? 


IX (.Cdmo se resuelve una ecuacidn 

a) algebraicamcnte? b} grilfcamente? 

13u Escriha La fdrmula general de cada lipo de ecuacidn. 

;i> Una ecuacidn lineal b) Una ecuacirin cuadrilica 

14k i.Cuales son I us ties mancras dc resolver una conation 
cuadrdfica? 

15. Enuntie la propiedad del products nulo. 

16. Describa cl proceso de eornpktar euadrados. 

17. Proportione la fitamla cuadr&licn. 

IS, ^Cual es el discriminante de una ecuackSn cuadritka? 

IfJ. Enuncic las rcglas para trabajar con dcsigualdadcs. 

JO, £Cdmo rtsuelve 

n> una desigualdad lineal? 

b) i Y una desigualdad no lineal ? 

21, a) ■Como resuclve unaccuacien que contiene un valor 

absolute? 

b) iCdmo resuelve utia desigualdad que contiene un valor 

absolute? 

22, »} DescnbaeL plane eoeidenade. 

b) c ,Cdmo local lira punEos end plane coordcnado? 

23, Escriba cada frirmula. 

b| Formula de ladistancia 

b) Formula del punlo medio 

24, Dada ura ccuadon. c ;quC cs su griiliai? 

25, ^Cdmo calcula las intersecciones con el eje jc y con, el eje y 
de una gridica? 

26, Eseiiba una ccuacidn de ta circunf erencia con centro en 
<ft. y radio r. 

27, Explique el stgnificado de cada tipo de simetrfa, ^Cdmo la 
prueba? 

a} Stmetria con respecto al eje x 
b | Simctria con respecto al eje y 

c) Simctria con respecto aE otigen 

28, Delina la pendieme dc una recta. 


ten; 


2 - rc 


;ieci 
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29. Escri'ba cada forma de la eeuacidn de una recta. 

a) Ecuacitin de la recta que pasa por un punto y tiene una 
pendiente dads 

b) Ecuacion dc la recta dadas su pcndicntc y su ondcnada 
cn el origcn 

30. a) i,Cu*il es la ecuacion de tin a recta vertical 1 ? 
b) iCual es la ecuacion dc tina recta horizontal? 

31. ^CuaJ cm la ecuacidn general de una recta? 


32. Sean dos re etas con pendienie^ y mj, exptique edrno 

puede decir si las rectos son 

a) para kl as hj perpend fcularei 

33, Escriba una ecuadfa que exprese csda relaeidn. 

a> y es di reclamente proporcitHial a x, 
b | y es inversamente proportional a x. 
c) z es conjuntamente proportional a x y y. 


Ejercicios 


1—4 EsLablezca la pmpiedad de los nunwros reales que 
se aplied. 

L 3x + 2y = 2y + 3jv 

2, (a + b)(ti — A) = [a — + b) 

3, 4 {a + b) = 4a + 4b 

4, (A + IX* + y) = {A + l)x + (A + l)y 

5-6 Exprcse el intervale en terminus dcdcsigualdadcs y 
grafique luegoel intervalo- 

5, [-2,6) 6. (-oo,4] 

7-8 r Express la desigualdad en ta notation de interval ns y 
gratique despu&s cl inlervalo cmrrespondiente. 



29, Eseriba d numCru 78 250 UOO 000 en la notation tientitka, 

30, Eseriba cl numcru 2.08 X tO *cn la notation decimal 
eomtin, 

3L Si a « 0.00000293, h ■* I Ml X 10 l4 . y 

c ■* 2.8064 X I0 l2 r util ice una caleuladora para delcrminar 
el valor aprotimadu del numCfOab/c. 

32. Si su corazbn late 80 voces por minute y lEegu a % ivi.r 90 
afi os de edud, estime las vcccs que su coraztin late durante 
toda su vida. Eseriba la respmtoen notation cienrifica. 


7* x ^ 5 

S, 

-1 <x^ 5 

9- 18 ■ E Value las exprcsiOftes. 



». i3- | “9j | 

10. 

i - ! i - j -i 1 1 

11, 2 -3 - 3“ 3 

12. 

V- 125 

13, 216" l/J 

14, 

64”' 


16, 

^4^324 

17. I' -X 

IS. 

V2V50 

19-28 * Suuplifiquc la expreskSn, 


x J (2x) 4 

19. , 

X' 

20. 


2L (3 xr) 3 (ix-'>f 

22. 

/ y 

V r |,J j / 

2i , '¥U , y)V 

24, 

\4y 


33-48 Faclorice la expresitin [otalnicme. 


33. 

!2xV - 3 xy s + 9x 

y 

34. 

x 1 - 

- 9x + 

18 

35, 

j ! + lx - 10 


36. 

6i ■ 

+ x — 

12 

37. 

4/ 2 - I3r - 12 


38. 

x J - 

- 2x a + 

1 

39. 

'ji 

1 

Z 


40. 

2 y* 

- 32y : 


41. 

x^ - I 


42. 

y J - 

- 2y a - 

y 

43. 

r iti _ j,* + x »n 


44, 

if*b’ + 


45. 

4x 3 - 8x 3 + 3x - 6 


46, 

8x J 

+ v 6 


47. 

(x 1 + 2)^ +■ 2x(x 2 

+ 2)-‘ 

+ i‘v! 

x 2 + 2 


48. 

3.r J - lx 2 + IRx - 

12 






49-64 ■ Desarrolle las opencknes indicadas y simplifique. 

49. (2x ■+ I )(3x - 2) - 5(4x - l) 

50. (2y - 7)(2y + 7) 

51. (I + x)(2 - x} - (3 - x)(3 + x) 

52. Vx(Vx + I)(2V* - I) 
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S3, x\x - 2) + x{x ~ if 


54. 


j 2 - 2* - 3 
It 2 + 5t + 3 


„ jr + 2x - 3 3# 4- 12 _ f J - J 

jt ! + &r + 16 Jt - 1 t 2 ~ 1 

- 2.x - 15 x 2 - x - 12 

57. — : t- r 

i 2 - fiwr +■ 5 X s — I 



1 

jr — 2 


3 

+ - 

(x-2) 1 


59. 




60. 


4- 


JT + 2 x ~ - 4 X 1 - x - 2 


I I 



1 \ 


62. 


x “ jr + 1 

1 9 

- + 

x x + I 


8.1 Una mujer viajn en bicicktu 8 mil hts/h. hills rupido dc 3o que 
ella com*. Coda mailana recorreen bkiclela 4 milium y tme 
2 1 mi I las durante un tnial de una hnrade ejerricto. £ \Que tan 
rapida come? 

84. La hipcnennsa dc un uiAnguEo red Lingula mide 20 cm. La 
stuna de las longitudes de Itw colelos e* 2K. Celcuk toque 
mide cada cateto del thane ulo. 

85. Abhie pin La igual de rap i do que Reth y tres veces md-s 
rupido quc Cathie. Si sc tardan 60 min en pintar Ltua sala Ills 
ties Lrabajandu juntas. ^quc tanla sc lurdarik Abbic si Lrafoa- 
jar« sola? 

86. La itasiia dc una easa desea cereur irts jardints udyaccntcs, 
una para cada uno dc sus. ninos. eomo se mueslis en la 
figure. Si eada pareela es de 80 pies cuadrados dc area, y 
lienc ll la mana 88 pics de material para ccrcar, t '.quc dimem 
sianes debe icner cada puittla? 


63. 


VS 

V5 + V2 


( rational ice cl denominador) 


64. 


Vx + h - Vx 

k 


1 rational ice e L n ume rador \ 


65-80 ■ Determine lod^s ks soIucioeks reales de la ecuaddn. 


65* lx - 6 = 4* + 9 

47 , * . 

.* - I 3x - 6 

69. x 1 - 9x + 14 = 0 

71, lx 1 + x = 1 

73. 4x J - 25r = 0 

75, lx* + 4x - \ - 0 

x 1 8 

1 r - 2 " F " x + 2 _ x 1 - 4 

78. x* - S.r 2 - 9 = 0 

79, |jt - 7 1 = 4 


66. 8 - 2x = 14 + x 

68. (. x 4- 2f = (x - 4) 2 

70. x~ + 24x +144-0 
72. _\r J + - 2 = 0 

74. j 3 - 2r - 5x + 10 = 0 



80. |2jc - .1 1 - 9 


81. El duciio dc una licnda vCndc uva pasa a 3.20 tfdl arcs [a 
tibra y nueces a 2,40 ddlares cada Libra, litoeidc me/clar las 
uvas pasa y las nucecs y %'ende 50 Libras dc la men: La a 2.72 
ddlares cada libra. ( ',Qu£ eantidadcH. dc uva pusa y dc niioces 
debe usar? 


82. Anlhony sale de Kingsltjwn a las 2:00 FSt y maneja su au- 
tomdivil a 45 mi lias par tiara htisia Qucensvillc. a 160 mil las 
dedistmeia, A las 2:15 pm, Helen sale de Queensville y se 
dirige a Kingstown a 40 millas/h. ^.En que mamenta sc 
cniitardn cn la carrctcra? 



87-94 ■ Resuelva la desi^ualdad. Es prase la soluciAn usando 
nalacion dc inlcrvalns y gratique el canjunto salircian cn una 
recia de ndmeros reiilcs, 

87, 3x - 2 > - II 

88, -1 < 2x + 5 ^3 

89, j 3 + 4 jc - 12 > 0 
90l v 2 £ I 

jc — 4 

91, — ^ 0 

JE*' — 4 


93. \x - 5 1 ^ 3 

94. | x 4 | < 0.02 


\ 9>-98 * Resuelva la ecuacian a la dcsigualdad mcdiLLnlc melo- 
dos graticas. 

95. v z - 4.v = 2x + 7 

96. Vjt + 4 = .r - 5 
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97* 4x -3 Stj 1 

98. Jt J - 4jt 2 - 5* > 2 

99-100 a Se dan los pantos P y Q< 

a} Graftque P y Q cn un piano coordenado, 

b) Cakule la diiaoc ia desde P hasta Q , 

c) Determine el punto medio del segmento PQ. 

rf) Del ermine la recta definida per P y Q, y cKprcSc su ecua- 
dftn en la forma cuando se dan la pendiente y la orttenada 
Eil origen. 

e) Graliquc la circunfcrcncia que pasa por Q y ti c nc centre cn 
P, y encuentre laecuacitin d t dicha cireunferencia. 

99, 1^2,0). fl(-5,l2) 100* ^7.-1), Q{ 2,-11) 

101-102 ■ Graftque la ricgiPn definida por cl conjunto. 
lOt {fay} | -4 <x<4 y ™2 <y<2) 

102. {fey} |*^4 o y 2 2} 

103. ^Cu£l de los punios A(4, 4) o 0(5, 3) esta m4s cerca al 
punto CX— 1. — 3)? 

104. Encuentrie una ecuacidn de la circunferenesa que tiene cen- 
tra en (2. —5} y radio V2. 

105. Encuentre una ccuacirin de la ctrcunfercncia que tiene cen- 
tra en (—5, — l) y pasa por cl origen. 

106. Encuentre una ecuacidn de la cincunferencia que contiene 
los puntos P(2 , 3) y £(~1, 8) y cuyo punto medio del .seg- 
mento PQ es el centra, 

107-110 ■ Determine si la ecuacidn represenia una cireun- 
ferencia, un punto o no tiene grafic a . Si la ecuacitin es una cir- 
cunfc rcncia, determine cl centra y el radio. 

107. j 2 + y 2 4 2x — 6y + 9—0 

108. 2jt j + 2y J - 2x 4 8y = J 
109* x 2 + y 2 + 72 = 12* 

110. x* 4 y* - fa- lOy + 34 = 0 

II 1-118 ■ Compruebe si la ecuaddn es sundries y trace su 
grafica. 

lit y - 2-3* 

112. 2jt - y + 1 ™ 0 
11J. j+ 3y = 21 


114. x = 2y + 12 

115. y ^ 16 — x 2 

116. 8* + y a = 0 

117. x= Vy 

118. y - -V\ -jc 1 

1 19-122 « Ll ti lice una calculadora para graficar o una compu- 
uidora para trazar la grafica de la ecuacidn en un rectdngulo de 
vision adeeuado 

119. y = x 2 - fa 

120. y « V5 - x 

121. y = jc j -4i* -5x 
x 2 

121 — 4 y 1 ^ 1 

4 

123. Determine una ecuacitin de la recta que pasa por los 
puntos (- 1, -6) y (2, -4). 

124. Determine una ecuacitin de la recta que pasa por el punto 
(6. — 3} y tiene pcndicnle — 

125. Determine una ecuacitin de la recta cuya interseccion con 
el eje x es 4- y la inter&eccitin con el eje y es 12. 

126* Determine la ecuacitin de la recta que pasa por el punto 
(1,7) y es perpendicular a la recta j; - 3y 4 16 = 0, 

127. Determine la ecuacitin de la recta que pasa por el origen y 
es paralela a la recta 3* + iSy = 22, 

128. Determine la ecuacitin de la recta que pasa por el punto 
(5,2) y es p&raJtia a la recta que pasa por (- 1, -3) y 

( 3 , 1 ). 

129-130 ■ Cakule las ecuaciones de La CLrcunferencia y de la 
recta de la (igura. 
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131. La ley dc Hooke cslablece que si tin peso a? se cngancha a 
un resortc que esla coEgardo+ cntonces Ea lonmlud f que sc 
estirad reseme esttf relacionadu lineal meric con w. End 
casode tin resorte particular teneitios 

j — O.lru + 2,5 

dondc j se midc cn pulgadas y w en libras. 

A) (VQiii rcprescntiin cn esla ccuacion la pendicnlc y la 
inrerseoctfkt con eJ eje 

b) ^Quc tan largo cs cl rcsorte man Jo sc le coloca un peso 
tie 5 libras? 

132. Margarita empezd a Erahajur en una com pan fa da eoniahtli- 
dad con un salario de 60 000 ddlares por ano. Tres aftos 

rn as tilde su s&iaiio anual se habfa i ncncmentado a 70 500 
dritares. Supunga que tot ulario se increment en forma 
lineal. 

a I Determine una ccuacidn que relatione su salurio 
anual .5 y el ndmero ite aftos t que ella trabajd para la 
compalik. 

b) ^Que represculan La pcndicnlc y la intersect; ion trend 

eje 57 

c) t.C sera sli salario despues de 1 2 art is de trabajar en 
esfl compaftfa? 


133+ Suponga que M varia directamente con : F yW ■ 120 
cuando z = 15. Flamee la ecuttcitfri que expresa csta 
varia cion. 

134+ Suponga que z es invereamente proportional a y, y que 
l — \ 2 cuando y = 16. Escribu una ccuaeidn que exprese 
a ? en funcidn de y. 

135. La intensidad de ihimmacidn t de una luz van' a inversa- 
mcnlc con cl cuadrado dc la dislancia d de la luz. 

a) Escriba este enunciado como una ecuaeion, 
b| Determine la constant de propore imtalidad si se sabe 
que una Eampara dene una intensidad de 1000 candelas 
a una distaucia de 8 m. 

c) ^CuiL serd la inienstdad de esta UnpHl i una dislancia 
dc 20 m? 

136. La fnscucncia dc una cucrda que vibra a lensidn constable 
es invereamente proporcional a su kmgitud. Si la cucrda de 
ur violin de 12 pulg de largo vibra 440 vtces por segundo, 
^cuint® se le debe recortar para que vibre 660 veces por 
segundo? 

137. La vdoeidad final de un paracaidisia es dinectamenije 
proportional a la raiz, cuadrada de su peso. Un paracaidista 
de 160 libn& de peso adquiert una vdoeidad final dc 

9 mil'las/h. ^Cuil es la velocidad final de ur paracaidista 
que pesa 240 lb? 

138. El alcance reumnsodc un proyectil cs directamente pro- 
portional ul cuadrado de su vdoeidad. Un pitcher Itinza la 
pelota a 60 milLa&ti, con un alcance tniximo de 242 pies. 
^Cual sera el alcance maxi mo si lanza l a pelota a 

70 millas/h? 
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1 Evaluation 


1 - all Grafique los intervalns ( -5, 3] y (2* oo) sobm la recta de ndmeros re-ales, 

b) Express las dcsigualdadcs x ^ 3 y - 1 ^ x < 4 en La motacidn. de intervales. 

c) Determine la dislanda emrc -7 y 9 en la recta numdrica. 

2 . EmMe cadaexpresitin. _ . _ 2 

at (-3)* b) -3 4 0 3 -4 d) y e) ( jJ f> 

3. Escriba cada cantidad en notacidn. e lenliftca. 

a) 186000 000 000 b) 0.0000003965 


4. 


Sirnplitique cada expresidn. Eseriha su respuesut final sin cxponcntcs negatives. 


a| V300 - V32 b) Qa*b*)(4ab l ¥ 



x z + 3x + 2 
3 - Jt - 2 



x + i 
x + 2 



5. Racionaltee el denominador y simplifique; 


VIO 
V 5 - 2 


6. Ejeeute las operacioncs mdicadas y stmplifiquc. 

a} 3{x + 6} +■ 4{2x - 5) b) {x + 3 )(4j - 5) c) (Va + V5)(v£ - VS) 
d) (lx +■ 3) 1 el (x + if 


7. Facioiice del itxla cada enpresidm. 

a) 4x J - 25 b) lx 1 + 5x - 12 

d| x* + 27x o) 3x 3ft — 9x*^ + 

B. Encuentre tabu las soluciones reales, 

a) x + 5 * 14 — lx b) - — — = — - - 

X ■+ 1 X 

dl 2* 1 + 4x + 1 “ 0 el V'3 - Vx^5 = 2 

g\ 3|x-4[ = LO 


c) x J - 3x 2 - 4x+ 12 
f) x 3 y " 4xv 


c) x 2 -x - 12 = 0 


f ) x 4 - lx 2 + 2 - 0 


9. Mary rnaneja su automdvil desde Amity hasta Belleville a una veloetdad de 50 inillas/h. 
En d e ami no de rcjjreso iba a una vclocidad dc 60 millas/h. EE viaje total t'u e de 4| 
boras, Cakule ta disiancia emre estas dos ciudades. 


10. Una parcels rectangular es 70 pies rods iarga de lu que mide cl ancho. Cada diagonal 
mide 130 pies. ^Cudles, son las dimensioned de la percdi? 

11, Resudva todas las desigualdades, Esctiba la respuesta usando notacidn de intervalos, y 
grafique la soluciftn en una recta numerica. 

a) -4 < 5 - 3x £ 17 b) x(x - 1)(x + 2) > 0 
c) |jt - 4| <3 dly^s: 


12* Un frasco de un medicaments se va a alntacenar a una lemperattn emre S^C y I0 E C, 
temperature le connssp4>nde en laescala Pohnenheit? (iVtXo: las lemperaiuras 
Fahrenheit (F) y Celsius (Q cumplcn la relaeidn C = |^F - 32).] 

13. ^Para quS valorem de x la expresidn Vtiur - x 7 delinida como un ndmeru real? 
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1*. Resuelva laecuacidm y la desigualdad grifLcamente. 
a| j- ~ - ] = 0 bj x J - I 


b\ x 1 - I ^ | .c + J ] 


15. a) Grafiquc los punlos P(0, 3)„ Q(^ h 0) y J?{6, 3) cn cl piano coordenado, ^.Dondc sc 

dcbc localizar el puntc S para que PQRS sea uti cuadrado? 

b) Determine el Area de PQRS. 

16. a) Traee la grtlfca de y - x? - 4, 

bj Determine ddnde corta la grifica a los ejes x y y, 

c} i, La grdfica es simttrica con respcctu al eje x t al eje y o al origen? 

17. Sean F(-3J) y G(5,6) dos punlos cn cl piano coordcnado. 

a) Gratique P y Q en un piano de coordenadas, 

b) Calcule la distancia entre P y Q. 

c) Determine cl punto medio del segmento PQ. 

d| Determine la pendiente de la recta que contiene a Py Q. 

e) Encuentre la bisectriz perpendicular a la recta que contiene a P y a 

f ) Calcule la ecu acion de la circunferencia para la cual el segmento PQ es un 


IS, Calcule el centre y el radio de cadi cirturtftrttieia y trace 3a grifica. 

a) j; j + y 1 = 25 b) (a - 2) J + (y + I) 2 = 9 C} + fw + y 2 - 2y + 6 =■ 0 


ondenada al origen. y grafique, £Qu6 son la pendiente y la ordenada al origen? 

20. En cue litre una ecuacidn para la recta eon la pmpiedad dada. 

a} Para por el punto (3, -6) y es parakla a la recta 3x + y - 10 = 0. 
b) Cotta al eje x en 6 y la ordenada al origen es 4. 

21. Un getilogo utilize una sonda para medir la temperature T (en °C) del suelu a distintas 
profundidades por abajo de Ea superficie, y observa que a una profundidad de x cm. la 
temperature estsi represented a por laccuacidn T ~ O.OSj - 4. 

3) iL'uSI es la temperarura a una profundidad de un metro (100 cm)? 

b) Trace una grftfica de la ecuacion lineal. 

c) ^Que reprtsenlan la pendiente, la interscccidn con el eje x y la intereeccidn con el 
eje Tde la grdfiea de esta ecuacidn? 

22. El peso mix j mo H que pued# ser soportado por una viga es conjuntamente praporcional 
a su ancho w, y al cuadiado de su peruke h. c inversamente proporc ional a su largo L. 

a } Plantee una tcuacidn que exprtse esia proporcionalidad . 

b) Determine: b consume de propoTcionalidad si una viga de 4 pulg de anc ho, 6 pulg 
de peralte y 1 2 pies de largo puede sopgrtar un peso de 4800 lb, 

c) Si una viga die 10 pies fabricada con el mistno material mide 3 pulg de ancho y 
LD pulg de peralte. ^cudl es el peso m&ximo que suporta? 


di&metro. 




h 
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Si ent'orirrd difkaiiad ?n algutto rfe bfpmbtemas podrfa misur ta aeccidn de esre c&pf- 
tuto tfur .ff seiiidit rnseguida. 


Si luva difrcultad con este 
problema del examen 

Repase esta section 

I 

SectiOn LI 

2, 3, 4(a), 4(h), 4(c) 

Sccetfa 1,2 

4(d), 4(e), 4(f), 5 

Section 1,4 

6*7 

Section 1.3 

8 

Section 1.5 

9, ]0 

SecckSn 1.6 

II. 12, 13 

Section 1,7 

14 

Section 1,9 

15, 16. 17(a), 3 7(b) 

Section l.S 

17(c), 17(d) 

ScceiOn 1.10 

17(e), 17(f), IS 

Section l.S 

19, 20.21 

Section U0 

22 

Section 1,1 1 
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Enfoque en ia resolution de problemas 

Principios generates 



George Polya (1887-1985) es fa- 
me so cnlre Sos riuscmaucus por 
sus ideas acerca de la resolution tic 
problemas, Sus conferentias acer- 
ca de la resolution de problemas 
en Stanford University atrafan. a 
granules cantidades de personas a 
quicnes mantenfk aJ boide dc sus 
asicnlos, lIcvandoloN a dcscubrir 
solueiones por si inismos. Era ea- 
paz de haecrlo dcbido a su profun- 
do canoci entente dc lira fcnomeno'S 
psicoldgietts que hay en el memento 
de resolver m problema, Su obra 
mejor eonoeida How To Solve h 
esta tradudda a 15 idinmas. Dacia 
qua Euler (viasc pag. 2 88 > era uni- 
co entne los graodtt matemiticos 
porqiic cxplicaba coma babta en- 
comrade sus resuLlados. Polya de- 
eia a nrenudo a sys aJ urines: “Sf, 
ya veo que lu demostracidn cs ct> 
neda. pero /.edmo la descubrisieT' 
En el p re facto det lihro How To 
Solve It Polya escribe “Un gran 
descubrimieniu resuelve un gran jvnt- 
blema, pero hay un grano de des- 
eubrimiento cn la solution de 
cualquier problems, Su problema 
podrd ser modesto, pero si desafta 
a su curios idad y lo I lev a a poner e n 
mancha sun facullades invent ivas, y 
si Listed resuelve d problema con 
sus propitw medics, expert me ntarfi 
la fuerza v la alcgria del tri unfn del 
descubrimienlu'\ 


No hay reglas difieiles ni rSpidasque asegunen el exitoal resolver problemas. Peroes 
posible esbozar linos pasos generates en el proceso de la resoiucion de problemas y 
dur principios que son litiles para resolver cienos problemas. Estes pusos y prin- 
ciples son solo senlido com tin heehn expifeito. Adenitis, son adaptations del ugu~ 
do libro de George Polya How To Solve fs. 

1. Entienda et problems 

El printer paso es leer el problema y estar seguro de que ya lo entendid, Higase us- 
icd mismo las prcgunius siguientes: 

£ Cud! es hi incognita? 
j Cudles son las c anti dad es dados? 
jCudles son las conditioner dados? 

Para cualquier problems es util 

hacer un diagrams 

e idem ifi car en el mismo diagrams las cantidades dad as y las requeridas. 

Por lo regular es necesario 

insrvdm ir una notation convenient 

Al elegir simbolos para las cantidades desconotidas, a memido usamos letras come 
rt n h , c, m y n, x y y T pero en algunos casos ayuda usar iniciales o sfmbolos sngeren- 
tes, por ejemplo, V para volumen o t para el tiempo. 

2, Prense en un piars 

Halle una conexidn entre la infbrmaeidn dada y Ea incognita, que !e permita calcu- 
laila. Muchas voces ay tula prcguimar\c uno mismo: “^Crimo puedo rclacionar la 
infonnac idn dada con la incdgniiaTA Si usted no ve la cores ion cn forma inmedia- 
ta r las ideas siguleiites podrfan scr utiles para tr47.ar un plan. 

* Trate de identilkiir algo familiar 

Relacione la sttuaddn dada con un conocimicnto anterior Examine la incdgnila y 
iryle dc record at tin problema mSs corned do que tiene una incognita similar. 

- I ntente identifier r palrones 

Ciertos problemas se resuelven cuando se tdemihea que hay un patron. El patron 
podrfa ser geom^trico o numerico o algebraico. Si puede ver regular! dad o repeti- 
cidn en un problem^ entonces usted seria capaz de adivinar qu^ patrtfn es y de- 
mostrarlo. 

■ Use lu analogia 

Trate de pensar en uat problema analogo, cs dccir. que sea seme] ante o que esie rela- 
eionado. pern que sea mis facit que el original. Si puede resolver el problema simi- 
lar mas sencilki, entonces esro le podria dar las pistas que necesita para resolver el 
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problema original mis diffcil. Ror ejemplo, si ijei problema contierte numeros tmiy 
grande s, podrfct primero mien tar eon un problema similar con mimeros mis peque- 
nos. 0 bien, si el problema es de geometria tridimensional, podria buscar algo simi- 
lar en geometria bi dimensional O si el problema con el que empieza es uno muy 
general, podria trutar primero con algiin caso especial 

■ Inlroduzra sign nucvo 

Algunas voces necesilaia introducir algo nuevo — un auxliiar — para lograr la co-nex- 
i6n e litre loque se tie re y \a que se ignora. Porejcmplo, Ctl un problema donde Urtdi- 
agnmia es util, la ayuda ad ic tonal seria una mieva Ifnea dibujada en el diagra-ina. En 
la mayor parte de I os probtemas algebraicus la ayuda podria ser una nueva 
incognita que se rdacione con la incognita original. 

* Desgluse t l problema 

En algunas ocastones podria dividird problema en van as paries y elaborar un ra- 
zonamiento distinto para cada pane. Por cjemplo, lencmos que usar a menudy esta 
estrategia al tratar con el valor absolute. 


■ Irubujar huiiu atris 

Es ilii I imaginar que su problema esid resue ho y tmbajar bud a atfk paste por paso, 
hastu llegar a lus dates originales. Entonces podria ser capaz de invertir los pasos y 
consiruir por lo tanto una soiucion para el problema original. Este proeedimienlo es 
muy eoiniin al resolver ecuaci ones. Porejemplo, d resolver la ccuacidn 3.r — 5 — 7„ 
suponemos que ,r es un numero que satis lace a 3x - 5 = 7 y trabajamos hacia 
atras. Anadimos 5 a cada miemhm dc la ecuacidn y luego dividimos cada mieittbro 
enlre 3 para obtener x = 4. Puesto que cada uno de estos pasos se puede invertir, ya 
restdvmios el problema. 

■ Esttf blecer merits seen nda ri us 

Con frecucnria, en un problema complejo es util establecer objetivos secundaria*, 
cn los cuales la situation deseada solo se cample en parte. Si usted logra o alcanza 
esta meta secundaria, entonces podria ser capaz de utilizarlas eomo base para aJ- 
canzar el objetivo final 

■ Ra/unamientu indirveto 

Algunas veces es adecuado atacar un problema en forma indi recta. Al utilizar la 
deiiKwiiracidn por contradiction para demostrar que F implica Q. t suponemos que 
P es verdadera y que Q es falsa, y trutar de ver por qud no puede suceder De alguna 
manera terttmos que usar esta ini'orrnacion y llegar a una contradiction de lo que 
estamos ahsolutuincnic seguros de que es eierto. 

Induction mate mol iea 

A I demostrar enunciados que contienen un entero positive n, es frecuente que sea litil 
usar el Ibincipio de la induction matemirica, lacual se estudia en la seccidn 11. 5. 


3. Ponar en marcha el plan 

En el paso 2, se diseno un plan, Al ejecuiarlo, debe verificareada etapa del mismo y 
escribir los detalles que demucstran que la elapa es correcta. 
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Enfoque on la reset ucitin da problem as 


tntenlc c<nti un caso e^pecbt 


4. Reflex lone y revise 

AI llegar a la solution, es prudente regresar y revisar, en parte para ver si Kay enrorcs 
y en parte para ver si hay una manera m^s sencilta de resolver el problems. Revisar 
lo hecho lo familiari za con el metodo de solution, !o cual podrfa ser uiil para resol- 
ver un problems future. Descartes decfa (i Cada problema que he resue Ito se conviiti6 
en una regia que sirvid despuls para resolver otros problemas". 

Iltistramos algimos de estos prints pi os de resolution de problemas mediante un 
ejemplo. Otros ejemplos de estos print! pi os se presenian a| Itnal de capflulos selec- 
tionados. 


Problema Velocidad promedto 

Una aulomovilista sale de viaje, En la primera mi fad de la di stand a, el la viaja pau- 
sadamente a la velocidad de 30 millas/h: en la segunda mitad maneja a 60 millas/h 
^Cudl es la velocidad promedio en su viaje? 


* Razon&mlettto para el problema 


Es tetitador calcularel promedio de las veiocidades y decirque la velocidad 
promedio de todo el viaje es 


3D + 60 
2 


= 45 millas/h 


iPero es este enfoque tan sencillo reaimente cortecto? 

Veamos un case especial que &e caleula con fadtidad. Supongamos que la 
distancia total recorrida es 1 20 mil las. Puesto que las prim eras 60 mil las se 
recorren a 30 millas/h., el recoarido dura 2 h. Las segundas 60 mi 11 as se reco- 
rren a 60 millas/h, por toque el recorrido dura una hora. Por lo tanto, el 
tiempo total es 2 + 1 = 3 horas y la velocidad promedio es 
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— 40 millas/h 


De mode que la suposicidn de 45 millas/h es errdnea. 


bnltenda el pimhJenna 


Introduce a ana notation 


Estahlezca tuque Uene 


Tdentjfjque la incdgnlia 


Solution Nece si tamos considerar con mds cuidado el significado de velocidad 

promedio. Se define como 

. 4 , ,, distancia recorrida 

velocidad promedio = — j ■ ■ ■ 

tiempo transcumdo 


Sea d la distancia recorrida en each mi lad del viaje. Sean q y f 2 los liempos trans- 
curridos en la primera y en la segunda mitad del viaje. Ya podemos escribir la 
information con la que contamos. Para la primera mitad del viaje. tenemos 



h 

y para la segunda mitad, tenemos 



h 


A continuacidn identificamos la cantidad que nos piden determinar 

„ . . „ distancia total 2 d 

velocidad promedio de todo el viaje — — — 

tiempo total + h 
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Conceit- ]« enruviiin con In 
descoriticido 



No s£ sterna rnal si no resucl vc co- 
meciamente eslos problems. Los 
problemas 2 y 6 fueron enviados a 
Al ben Einstein por su amigo We- 
theimer. Einstein y su amigo Bucky 
disfrutaban los probienms. y le con- 
Eestaban a Wertheimer. He aqui una 
pane dr la rdplica: 

Su carta nos emt s6 una gran di- 
version, La primers proeba de 
inteligencia nos engarid a Bucky 
y A mi. S 61 a al Irab&jar en cl in 
me di cucnla dc que ;no hay 
ticnipo disponible para la ca- 
rrera colina abajo! El segundo 
cjemplo tambicn enguho al sc- 
dor Bueky, pens a mi ya no, ;T&- 
les bnxnn nos mostraron cula 
esnipidos somos! 

{Vettsc Matkematical Intelligencer, 
primavera d* 1990, p4g. 41.) 


Para calcular esta cantidad necesitamos conocer r t y s 2 , de modoque rcsolvemos las 
ecuaciones l y 2 paraestos tiempos: 


h 


d_ 

30 




d_ 

60 


Ahora tenemos los ingredients necesarios para cakular la cantidad deseada: 


2d 2d 

velocidad promedio - — ~ v 

r £_ ^ 

30 + 60 


m2d) 



\20d nod 


2d + d 


Muttiplicaci^n ds! 
numerator yde\ 
^npmlnador por &Q 


Entonces, la velocidad promedio para todo el viaje es 40 millas por hora, b 


dJ'Ofii'ii its 

Un honibre viaja en su automdvil desde su casa 
tiasta el trabajo a una velocidad de 50 tmllas/h. El viaje de regieso desde su trabajo a 
casa lo efcctua mas despacio, a solo 30 millas/h. ^Cital es la velocidad promedio del 
hombre para cl neconido complete? 

Un Viejo aulumOvi I liene que recurrcr una nila 
dc 2 mi Has, colina arriba y colina abajo, Como cs tan viejo, cl vchfculo puede subir 
la prlmera mil la — el ascenso — no mis ripido que a una velocidad promedio de 
1 5 millas/h, iQu£ tan lipido bene que desplaMrse el autotndvil en la segunda mil la 
— al descender, puede ir mis ripido, nafnrvlmento — para que 1 iegue a una velocidad 
promcdici dc 30 milias/h cn cl viaje? 

Un automdvil y un camidn de mudanzas cstan 
estaejonados a 1 20 millas uno de otro sabre una cametera recta, Cada uno de los conduc- 
tors empieza a manejar en direoddn a] otro aj mediodfa, cada uno a una velocidad de 
40 millas/h, Una mosca sale desde la defense dclantcra del camidn al mediodfa y vuela 
hacia la defensa del au tomdvil, iuego negresa de in media to a la defensa del camion y de 
njevo a la del auLorndvil, y asf sucesi vamente , ttas ta que se encuentran el automdvil y el 
camidn de mudanzas. Si la mosca vuela a una velocidad de 1Q0 millas/h, ^cui! es la dis- 
tancia lota! que recorre? 

^Qui preeio es mejor para el comprador, uno de 
40% o dos descuentos sucesivos dt 20%2 

Un troz.o de aiambre esli dob I ado corno se i lustra en Ea 
figuru. Pucdc ver quo un cortc a Craves del troz.o de ulambre produce cualro iruzos, y que 
dos cortes paratclos producen siete pedacilos. ^Cuantas pcdacitos se oblendrin por 
medio de 142 cones paraleios? Escriba una fdtrmula para la cantidad de pedacilos que se 
oblicnen con ti cortcs paruldos. 

/V /V 

Una ameba se propaga mediante simple division; 
cada division tarda $ minutes eri completarse. Cuado tal ameba se coloca dentro de un 
recipientc dc vidrio con un liquido con nulricntcs, cl rccipicntc sc llcua de arm: bus en 
una hora. -.Cuinto tardana en tlenarse el rccipicnte si empc7.amos no con una ameba, 
si no con dos? 
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nun Dos comedones empiezau a comer pw un circuit® al mismo 

ticmpo, dcsdc la misma posicion de salida. George completa una vuelta en 50 s; Sue 
cone una vuelta en 30 s .^Cuindo Ids comwlorcs cstaian corriendo I ado a lado? 

Bl j jgador A dene un promedio de bateo superior al del ju- 
gador B durante La primera mitad de la temporada de bdisbolj. El jugador A tambi£n 
tiene im promcdio de baled superior al del jugador B en la seguroda mitad de la tempo- 
rada. (,Ea nocesariamenic cierto que el jugador A tiene un promedio de bateo superior al 
del jugador B en toda la temporada? 

Sc lema una cucharada de enema de un recipicnte y se vierte en una 
taza de calif. El calif sc derruma, Entonces sc toma una cue haiada de csta mezcla y se 
vierte dentro del recipicnte de la crema. ^Hay all ora mis crema en la laza de caft o mis 
caft en el recipient de la crema? 

Un CUbo de hielo csli flolando cn un vaso con agua, 
Meno hasta el borde, eomo se muestra en la figura. ,,Qud sucede cuando el hide se 
fundc? ^El vaso se tkrrairia o el nivel de agua baja o pcrmancce igual? (Necesita saber 
cl Principle dc Aiqu tmedcs; un objeto que floCa desptaza un volumen de agua cuyo peso 
es igual al peso del objeto.) 

Un listdn rojo se amaira fuertemente alrededor del Ecuador 
de la Tiena. ^Cuinto li&ftin oecesita de mis si sube el listen uu pie par enrima del 
Ecuador? (Mo necesita saber el radio de la Ticnra para resolver este problema.) 



12 


Pemuestre que « posible elevar un ntimero irracional a una 

potencia irraci oral y obtener un resultado rac tonal. [S^rreneia: el niimero u ™ V'2 v ^ 


es rational o irraci anal. Si a cs ration al listed csti acabado. Si a es imtcional. consi- 
dereo^J 


■ ibilonia^ Los antiguos bahilonios idearon el siguiente proceso 

para determinar la ralz cuadrada dc un niimero jV. Primero haefan una supcsicibn de La 
raiz cuadrada. llamimosla primera suposicidn r t . Al observar que 



concluyeran que la trafz cuadrada real debe estar en algtin lugar enue r t y Nfa. de rondo 
que su siguiente suposacibn para la ralz cuadrada. r 3l era d promedio dfe estos dos 
mimeros: 



Al cominuar dc esta manera. la siguiente aproximacidn era 
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y asf suces ivamente. En genera], una vci que Nemos hedio la n-^sima aproiimaddn de 
la raiz cuadrada de N, erKontramos ta [n 4 l usando 



Aplique este pnx'edimienio para encontrar V ? % con dos cifras decimales. 

Demuestre que si multiplier ires enteros eonseeutivos y luego 
suma el entero de en medio al resultado, obtiene on cube perfecto, 

IS Patrcmi Eocuemm el tiliimo dfgilo del ndmero 3 +ff . [Sw^fremria. 

caleule las primeras potencias de 3 y busque m pairtin.} 

1® Patron es Aplique las tdcniaf de naotackSa de un problems m£s sen- 

Cillo y basque un patron para evaluar el nrimero 

3999999999999 1 

1 • Trianyuloa i ect anrjulos y primt Demuestre que todo ntimcTO prime es un cateto 

de eKsclamente un irbngulo reciingulo con lados enteros, (Este problems b planted 
primero Fermat; v&ase pig. 652.) 

Demurs tre que la ecuacibn x 2 + y 2 = 4r + 3 no ticnc 
solucibn en Los enteros. [Stcgertmiu.- recuerde que un ntimero par es de la forma 2n y 
un irapar es de la forma 2?t + l . Considere todos los cases posibles de x y de y par o 
imparl 

Una niujer parte del panto P en la superfide de la Tierra. 
y cantina 1 milla al Sun luego 1 mi 11 a al Este. luego 1 mi Liu a! Norte y encuentra que re- 
grvsb al punio F, el punio donde empezb. Dcscri ba todas los puntoi P para los cuaJes 
esio es posible (hay una canLidad infinite). 

Los aniiguos egipeios, como nesultado de la 
constraccibn de sus pirlmides, sabfan que el volumen de una pirdmkJe de altura h y base 
cuadrada de lado a es V = \ha 7 . Fueran capaces de aplicar este hecho para demostrar 
que el volumen de una pirtmide tnincada es V — ] A-(u 2 + ah + ir 1 ), donde h es la altu- 
ra y b y a son las longitudes de los lados de la parte cuadrada superior y de la base, cornu 
se muesira en la ligura. Demuestre la formula del volumen de la piritmidc tnmeada. 



Determine el Irea de la reg ibn entre las dos cicalas conc^ntncos 

mostrados en la figura. 
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Enfoque en la reso! ucion de problerras 


Bhaskara i a ado en 1114) fuc un 
malem&dco, astrbnomo y aslr6lo- 
go hindri. Entre sus machos logros 
esti una ingeniosa demostracibn 
del teorema de Pitlgoras (v£ase el 
problems 22), Su importante libra 
de matemitica, Lilavali \Lo hermo- 
so\ Consists en problemas de Al- 
gebra planteados en la forma de 
historias para m hija Lilavali, Mu- 
chos de los problems empieiari 
con “jOh hermosa doncella!!, ima- 
gina ..." Se dice que* usando la as- 
trologfa, Bhaskara determine la 
gran desgrada que sobreveodrfE a 
su hija si £sta sc casaba en otno mo- 
mento que no fiiera una cierta hora 
y un cicrto dia. El dfa dc la bods, 
mien Iras ella observaba con gran 
expecracitin el retoj de ag.ua, cayti 
una perla de su tocado sin que ella 
se percatara. Edo deruvo el ftujode 
agua del reloj . lo que ocasiond que 
se pasaru d momenlo oportuno 
para la boda. Bhasksua escribid la 
obra Lilavati para consol aria. 


Entrada 



Sal Ida 


El matem^iipo hindu Bhaskaradibuj6 l ax dps Ifiguras 
que sc ilustran aquf y esc li bid abajo de ellas: “;He aquft" Expliquc cdmo extos dibujos 
dcmucstran el tcorcma dc Pitigoras. 


/ j 





j" if 

t 
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El ntimeni 1729 es el emcro positive mis pequerio que 
puede set represent^ en dos maneras dislintas como la sutna de dos cubos. £C wiles 
son esias maneras? 

3) Utilice una calculadora para detenu! nar el valor de la expresidn 

Va + 2 V2 - v"'a - 2V2 

El ntimeno parece muy sencillo. Demuesire que el valor calculado cs correcto. 
b) Mediante una calculadora evalde 

V2 + 

V2 4 V5 

Demuesire que el valor caJculado es corrector 

Un museo tiette la forma de un cuadrado con 
seis aulas a un ladp; la entrada y la salida esiin en esquinas opuestas, como se muestra 
en la figura de la izquienda. Cada par de salas adyacentes esta unidp ppr una puerta. 

A algunos turistas muy eficientes les gustari’a recorrerel museo visitando cada sata 
exaetamente una vcz. ^Pucdc cnconlrar una trayccloria para Lai recorn do' 7 Aquf hay 
ejetnplos de i memos que fallarfm. 

;Oh! Faltd esta sate, 



;Oh! Noes salida. 


Aqui esti edmo puede dempstrar que el recorrldo por el museo es imposible. Imagine 
que las saias cstin coloreadas en bianco y negro como en un tablero de ajedrez. 

a) Muestrc que los colores dc las salas se a Item an enlre bianco y negro a cnedida que 
d turista camina por el museo. 

b) Utilice el iticiso a) y el hecho de que hay un ntimero par de salas en el museo para 
cpnclulr que el reconido no puede lerminar en la salida. 

Suponga que cada punto en el piano coorde- 
nado estd pi made dc rojo o de azul. Demuestre que es necesario que haya siempre dos 
puntos del mismo color qoe e$tin separiKlos exaccamente una unidad. 

Supongu que cada punio (x, y ) en el piano, cuyas 
coordenadas son ndmeTOS radonates. representan un irbol Si usiedesti de pie en el 
punto <0. 0). ^qu^ tan lejps podrfa ver en este hosque? 
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Principles generales 


1*& 


Sc grafican mil puntos en el piano coordenado Eiplique per que cs pos i- 
blc dibujar una recta cn cl piano dc mode que la milad dc loti pantos cstin cn tin Lado de 
la recta y la otra mi tad en cl atiu lado. iSugerencia: cunsidere las pertdientes de las rec- 
tas dctormiinadas pur c&da par d t puntos.J 

?9 Grafica d* tnn egio ••• n el piano Trace la region enel piano que consist* en 
tod os Iqs puntos {j, y) tales que 

M + \y\ * i 

•■vr- ; ii fir n />. rn ■ n Grafique la ecuacidn 

x 2y - y* - + 5y J = 0 

[Sugereacm. Eactodce.J 
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Ijglm BcmpbII jtnito! 


2.1 

^Qu£ es una funci6n? 

2.6 

Modelado con funciones 

2.2 

Graficas de funciones 

2.7 

Combinacidn de funciones 

2,3 

Funciones crecientes y decrecientes; 
tasa de cambio promedio 

2.8 

Funciones uno a uno y sus inversas 

2.4 

Transformaciortes de funciones 



2.5 

Funciones cuadr^ticas; m^ximos y 
minimos 




Esquema del capitulo 

QuizA la idea matem&ica mis util para modelar el mundo real es el conceptode jwi- 
r ion. que \c estudia en este capftulo, Para entender qu£ es una funcidn, veremos u a 
ejemplo. 

Si itn escaiador de roc as deja caer una pie dm desde un ucantilado alto. <,que su- 
cede cor. la piedra? Por supuesto la piedra cae; que tamo ha caifdo en determinado 
memento depcnde del tiempo que ha esiadti deseendiendo, Iista es una descripcidti 
general, pero no indica de manera exacta cuando la piedra choc a cori el suelo. 



Lo que necesitamos es una neg/u que relacione la posieidn de 9a piedra con d liempo 
que dsia, ha dcscendido. Los fisicos saber que 3a regia es; en / segundos la piedra cae 
Ibr pics. Si d(t) represent la di stand a que ha descend i do 3 a piedra en el in si ante /, 
entnnees esta regia se pnede expresar como 

d{t) = 1 6 / a 

Esta “regia” para hallar Uidistanda en lerminos del tiempo se llama^wncidn. Se dice 
que la disianeia es una funcion del Eiempo, Para en lender mejor esla regia o funcidn, 
se puedc construir una (abla de valores o dibujar una grafica. La grafica permite ver 
con tacilidad que lan lejos y que tan rlpido cae la piedra. 
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CAPiTULO 2 Funeionas. 


Tiempo i 

Distance d[t) 

0 

0 

1 

16 

2 

64 

3 

144 

4 

236 



listed puede observer per quo sort importances las funciones. Pur ejemplo, si un 
ffsieo encuetitfa b "regia" o funcidn que relaaiotia la di static in recomdti eon d tiempo 
transcurrido. entuncex puede prcdecir cuindo un misil chocarA con el suelo. Si un bio- 
logo hall a la Tune ion o “regia" que relaeionrt el numero de bacierias en un cultivo eon 
el tiempo* enlonces puede predecir el numero de bacterias para algun tiempo futuro. Si 
un agrieuttor conoce la turicidn o “regia" quc relactona la produccidti de man/.anas con 
Ea cantidad de arboles por acre, entonces puede decidir cuantos arboles plantar por acre 
para maximizar la production, 

En este capitulo aprenderemos como se empEean las funciones para modular >itua- 
ciones dd nutndo real y c6mo hylbr cs!a clase de funciones, 



V iQue 


funcion? 


En esla seed bn se exp] ora la idea de funcion y despitiS sc da su deli n id bn nJuieiriaEica. 

Funciones en nuestro entomo 

En casi todo feno me no fisico we observe que una cantidad depends de otra. Por ejenv 
plo, la estatura depende de la edad* Ea lemperatura depends de la fecha, el costo de enviar 
por correo un paqtiete depende de su peso (vease tigura 1 ). Se usa el tdmnino J'uncirftt 
para descHhir csta dependence de una cant Edad sobre otra Es deck* se express lo si- 
guiemc; 

* La altura es una funcion de la edad, 

■ Lp temperatura es una funeidn de la fecha* 

■ El costo de enviar por correo un paquete es una funcion del peso* 

La Oficina Postal de Estados Unidos emplea una regia simple para detenminar el costo 
de enviar un paqtiete con base en su peso* Pern no es facil deseribir la regia que rela- 
eiona el peso con la edad o la temperatura con la fecha. 



L;l temperature cs una funeidn 
dc la fecha. 


El framiueue* uiu funeirii!i dt I peso. 


Estatura 
(en pies) 


La eslaiura es una funcidn de La edad. 



Morula) 

FrinHjdcci tiWLarts ? 

t 

IU7 

] 2 

OjW 

2*a> 3 

tm 

3 < u 1 4 

106 

4 < h 1 5 

129 

5 U! 6 

1 S2 


IVldE 


r.oi 


proiegiao por aerecnos ac autor 


Figura 1 
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^Puede pensar en otras ftmriones? Aqui hay algunos. ejemplos: 

■ El ^rea de un efrculo es una funcidn de su radio. 

* El numero de bacterias en un cultivo es una funcidn del dempo. 

■ El peso de un astronauts es una funcidn de su elevacidn, 

■ El precio de un aiticulo es una funcidn de la demanda de ese articulo. 

La regia que describe ctimo el drea A de un drculo depende de su radio r cstri 
dada per la formula A — tt r 2 , Incluso cuando no estd disponible una regia o fGrmula 
precisa que describe una funcidn, se puede Eodovia describir la funcidn mediante una 
graft ca. For ejemplo, cuando se abre la Have del agua caliente, la temperatura del 
agua depende del tiempo que el agua bay a estado corriendo. AsL se puede dec it 

■ La temperatura del agua de la Have es una ftmcidn de! tiempo, 

En la figura 2 se muestra una grdfica aproximada de la temperatura T del agua como 
una funcidn del tiempo t que ha iTascurrido desde que se abrid la Have. En la gr&fica 
se muestra que la temperatura inicial del agua es cercana a la temperatura ambiente. 
Cuando el agua del dcpdsito de agua caliente llega a la Have, la temperattira T del 
agua sc increments con rapidez, En la fase siguiente, T es consume a la temperatura 
del agua en el depdsito. Cuando se vacia el depdsiio, T disminuye a la temperatu- 
ra del suministro de agua fria. 


Figura 2 

GUftea de la temperatura 7" del 
agua cornu una funcidn del 
liempo t 



Defi mcion de funcidn 


Anlo sc cmplearun letra* para rcpre^ 
serilar numero*, Aqufsc hacc algo muy 
thfcrentc. Sc empletm Ictras para repre- 
jienlar regfaup. 


Lina funcidn es una regia. Para hablar acerca de una funcidn, se reqtiiere asignarle un 
nombre. Se emplearib letras como /, g, h , . , . para representar funciones. For ejein- 
plo, se puede usar la lelra / para representor una regia como stgue: 

' jf" es la regia "cuadrado del numero 11 


Cuando se escribe jf(2) T se entiende “aplicar la regia /al numero 2”, A! aplicar la re- 
gia se obtiene /(2) = 2 1 = 4. De manera similar, /(3) = 3 2 = 9. f( 4) = 4 2 - 16, 
y en general f(x) = x 1 . 


Defimcibn de funcion 


Una funcion / es una regia que asigna a cada elemento jr en un conjunto A 
exactamente un demento, llamadu /(.i), en un conjunto B. 
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€ APiT ULQ 2 F u ndo nes 


L a leela :s en b ctkuladom es un 
bticit cjcmplo Jc consideraf urn, lun- 
ci6n como una rndquina. Primero sc 
introduce t cn la puntalb, Lucgin se 
aprimc b leeln munrada wmo [ y _\ . (En 
Li mayor parte Jc bs cafculiKfctras de 
d ufvkn 4c CSLas opcra- 
ciofies cs. a b inve^a.) Si v < 0, 
enforces .t no ehti cn cl dominio <le 
c.sta funci^n; « decir. v no cs una 
entrada aceptable y la calcubdora 
indbarJ un emir. Si .t a 0. cntonces 
ar^rccc CI 1 la pantalla nm isprvT-xi- 
maettin a Vi' corrects has! a eierto 
niimeru dc lugarts decimates. {ftsr lo 
tanlo, la teela ■„ en b cakyUukwei no 
cs b mismo que b funckWi iml£mdtic« 
exacts / deliniib por f{x) ~ Vj.) 


x - * cuadrado 

entrada 


* r 
saHda 



9 


4 


Fig ura 5 

Diagrams dc maqmmi 


For lo general, se eonsideran funcioncs para las cuales ios conjuntos A y son 
conjuntos de ntimenos reales. El simbolo /(*) se lee il / de x” o L ‘f en x*’ y se llama el 
valor de /en x f o la imagen de x bajo /. El conjunto A se llama dominio de la fan- 
ci 6a. El ran go de /es el conjunto de Ios valores posit) les de f(x) cuando jt varia a 
trav^s de el dominio* es decir. 

rango de / = {/(.*) | x S A} 

El simbolo que represents un numero arbitrario en el dominio de una fund on / se 
llama variable independiente. El sfmbolo que representa un numero en el rango de 
/se llama variable dependleiit*. Asf r si se escribe y — f(x), entonces jt cs la varia- 
ble independiente y y es la variable dependiente. 

Es util considerar una funcidn con 10 una maquiita (vease figura 3). Si x esd en el 
dominio de la funcidn /, entonces cuando se introduces en la maquitia, es aceptada 
como una entrada y la mriquicia produce una salida f(x) de acuerdo con la regia de 
la funcidn. AsL se puede considerar al dominio como el conjunto de las eatradas po- 
sibles y al rango como e! conjunto de las sal Idas posibles. 


Figura 3 x - - -* / Lj£ r /(*) 

Diagrams de maquina de / entrada salida 

Oira forma de ilustrar una funcidn es median Le un diagrama de flechas como 
en la figuni 4 . Cada flecha conecta un elemento de A con un demento de Br La ftecha 
indica que /(^) se relaciona con x , /(a) se relaciona con a, etcetera, 


figura 4 

Diagrams de flee has de / 


Ejemplo 1 La funcion cuadratica 

La funcidn cuadrftica asigna a cada numero real jt su cuadrado x 2 . Se define por 

Six) - * 2 

») Evaluar/(3),/(-2) y/(V5). 

b) Hallar el dominio y el rango de /. 

c) Trazar el diagraina de maquina para /. 

Solucion 

a) Los valorts de / se hallan al sustituir jc en /(jt) — jc 2 „ 

/(-2)=(-2) 5 = 4 /(V5) = (V5)^S 

b) El dominio de / es el conjunto U de todos Ios numeros realcs^ El rango de 

/ consists en Ios valores de f(x) t es decir f los nilmeros de la forma jc 2 , Puesto 
que x 2 0 para todos los numeros reaies j t se puede ver que el rango de / es 
{y|y £0} - [0,oo)> 

c) En la figura 5 se muestra un diagrama de miiquina para esta funcidn. ■ 
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Evaluation de una funcion 

En la definicibn de ana fund on la variable independiente x besempena el papd de 
'mareador de posieidn". Por ejemplo, la funcidn /(x) = 3x 2 + x — 5 se puede cou- 
siderar como 

/( ) = 3* 3 + -5 

Para evaluar / en un numero, se sustituye el numero para el marcador de posicidn. 


Ejemplo 2 Evaluation de una fundon 

Sea/(jt) - 3x : + x — 5. Evalde cada valor de funcidn, 

a) fi-2) bj /<0) c) /(4> d) /(|) 

Solution Para evaluar / en un ntkmero, se sustituye x por el numero en la dcfini- 
cidn de /, 

&> /(- 2) = M-2) 2 + (-2) - 5 - 5 

b) /(0) “3-tf+0~5=-5 

c) /(4) = 3 > 4 1 + 4 - 5 = 47 

d) /(j) = 3‘(0 l + 1-5= Hf ■ 



Ejemplo 3 Una fundon definida por partes 


Un teldfono eelular cuesta $39 al tnes. El plan ineluye 400 minutes gratis y cada 
minute adidenal de use cuesta 20c, El costo mensual es una funcidn de In caniidad 
de minutes empleados, y se expresa como 



39 

39 + 0.2 (x - 400) 


siO as jts? 400 
si x > 400 


Unu funcidn por panes se define me* 
diunlc rOnnuliis ckiM mtas en partes dj- 
ferentes de su domlnio. La funcidn C 
dc] ejempb 3 es definidu par partes. 


Determine CUOO), C(400> y C(480). 

Solucion Recuerde que una funcidn es una regia, A coniinuacidn se explica 
cbmo aplicur la regia para esta funcidn Primero, se consideni el valor de la entrada 

x. Si 0 s x £ 400, entonces el valor de C{x) es 39, Por otro lado, si x > 400. en- 

forces el valor de C(x) es 39 + Q.2(x - 400), 

Puesto que 100 ^ 40O T se liene C(I00) = 39 

Puesto que 400 ^ 40Q t se liene C(400) — 39 

Puesto que 480 > 400, se tiene 0(480) = 39 + 0.2(480 - 400) = 55, 

Por lo tanto, el plan carga $39 por 1 00 minulos. $39 por 400 minutes y $55 por 480 
minutes . m 


Expre* tones cqiiw Esidel incised) dt) 
cjcmplo 4 se prcsentim con Jrceuenciii 
m eabukx se Unman cmit'rife.ir de 
dtftrtrtclus, y repmuntan el cambio 
promedio en el valor de / entre x = a 
y j *= v + ft. 


Ejemplo 4 Evaluar una funcidn 

Si _f(j) = lx 2 + 3x - l T evaltie lo siguiente. 
a) f(a ) b) f(-a) 

f(a -h h) - f(a) 


c) f(a + h ) 


d) 


h # 0 
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CAPPTULO 2 Funeio n« 


»&z 


Sokicibn 

a) f{a) = + 3a - 1 

b) /(— £/) — 2(-«) 2 + 3(— e) — I — 2a 2 — 3o ” 1 
C) /£.('* * A) — 2{u - h) 2 + 3(<r + h) — I 

= 2(a J + 2ah + A 2 ) + 3(a + h) - 1 
= 2tf 2 + 4tiA + 2 h 2 + 3<a + 3fc - i 
d) Con los resultados de tos incises c) y a) H se dene 

f(a + h) — f(a ) (2a 2 + 4aA + 2A 3 + 3o + 3A — ] ) — (2o 2 + 3a - 1 ) 

~h ” ” h~ 


4ak + 2h l + 3b 


= 4a + 2A + 3 



Ejemplo 5 Peso de un astronauts 

Si un astronaut# pesa 130 libras en la superficie de la Tierra, entonces su peso 
cuando estS h mi lias arriba de la Tierra se expresa mediante la funridn 

■» - "tsShJ 

a) iCudl es su peso cuando esti 100 mi 13 as sobre la Tierra? 

b) Construya una tabla de valorem para funcidn ur que db el peso a alturas de 0 a 
500 niiltaS' <j,Qu£ eoncluye de la tabla? 



El peso de un objeto sobre o cenca de 
la Tierra es la fuerza gravitational 
que la Tierra ejeice sobre £1. Cuando 
estfi en drhila alrededor de b Tierra, 
un astranauta experiments la sensacidn 
de "ingravidez" porque la fuerza 
cencripcta que lo manliene en orbita es 
exaetamente la misma que la atraccidn 
gravitational de la Tierra. 


Soluridn 

a) Sc desea el valor de la funcion w cuando h = 10G; es decir, se debe ealcular 

w(l00) r 

( fun \ i 

„ i 23,67 

3960 + 100 / 

For lo Unto, a una altura de 100 millas, pesa 124 lb, 

b) La tabla proporciona el peso del astronaut a, redondeado a la libra mas cercana, 
en incrementos de 100 milks, Los valores de la tabla se calculan como en el 
inciso a). 


h 

w(h) 

0 

130 

100 

124 

200 

113 

300 

112 

400 

107 

500 

102 


La tabla indica que mieniras mSs alto vpya el astronauta pesa menos. 



SECCtON 2.1 es. una funcidn? 


153 


Los dominio* dc las cxprcsknes 
dl^cbraicas sc described en la 
p&grrta 35. 


Dominio de una funcion 

Recuerde que el dominio de unit funcion es el conjunto de las entradas para la fun- 
cion. El dominio de una funcidu se puede expresar de forma explicits. For ejempto* 
si sc escribe 

/(a ) = x\ 0 ^ x s 5 

ententes cl dominio es cl conjunto dc los numeros redes para ios c rales 0 £ x £ 5, 
Si ia funcion esta dada por una expresibn algebraica y el dominio no se enuncia de 
manera explicit^ entonees por convene ion el dominio de fafuncidn cs el dam in fo 
de h exp lesion algibnma — es dear, e{ conjunto dc (os rnmcrvs reales pan i los que 
la expresian se define coma un mimem real. Por ejemplo, considere las funciones 


SO) - -^-7 qO) = v5 

— 4 

La funcion / no esta ddinida en x = 4. asf que su dominio es [a : x ^ 4). La funcibn 
q no esta ddinida para x negative asf que su dominio es [ x j x # 0}. 


Ejemplo 6 Determi nation de dominies de funciones 


Hailed dominio dc eada funckki.. 

a) f(x) = b) g{x) = V9 - x 1 c) k(t) - = 

x - x Vt + 1 


Solution 

a) La funcion no esia ddinida euando d denom in tutor es 0. Puesto que 


fix) = 



I 

xix I ’) 


sc puede observur que /(a) no estd ddinida euando x — 0 o r = I , Asf, el do- 
minio de / es 

{x\x * 0 H a * 1} 

E3 dominio se puede eseribiren notacibn de iniervalo como 


(oo. 0) U (0. 1 ) U ( I, oo) 

bl No se puede saear la rafz euad radii de una canlidad negativa. asf que se debe 
tenet 9 - x 0. Con los m&todos de la section L7 t se puede resolver esta 
desiguaidad para hallar que -3 £ x s 3. Asf, et dominio de g es 


{*|-3=S*=£3} = [-3,3] 

c) No se puede sacar ta rafz cuadrada de um numero negative. y tampoeo se puede 
dividir entre eero. asf que se debe tener f + 1 > 0, es decir, t > — L Por lo 
lanto. d dominio de it es 


{f| J > -1} - (-Loo) 


Cuatro formas de representar una funcion 

Para ay tidur a untender io qU£ Cs utiu furtcidn* SC hart cmpleado diag raffias de mUquina 
y flee has, Sc puede dcscribir una funcidn esperffica en las cuatro formas siguientes; 

■ verbal (mediante una description eti palabras) 

* al gebra ica ( mediante u na f6nmul a ex pi fei ta ) 
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■ visual (por medio de unu grilica) 

■ numeric Ei (por medio de una labki de va lores) 

Una fund oil simple se puede representar por las cuatro formas* y suele set util ir 
de una representation a otra para comprender mcjur Ea funtidn, Sin embargo* deltas 
funciones sc describen de man-era mas natural con un melodo que con ottos. Un 
ejemplo de una description verbal es 

jp{f> es "la poblacidn del mtUKfo en cl momento t" 

La fruition P se puede describe iambi en de forma numerica si se da ana labta de valo- 
rcs (vfcase la tabla i en la p£gina 3S6). Una represen taci6fl util del area de un circulo 
como una lime ion de su radio es la formula algebraica 

A(t) — 7Tt~ 

La graft ca producida mediants un sismografo (vdase el cuadro) es una representa- 
tion visual de la funcion de aceleracidn vertical a(t) del suelo durante un terremoto. 
Como un ejemplo final p considere la funcibn que se describe de forma ver- 
bal comio "el costo de enviar por COtTtO una carta de primera clase con peso u/\ La 
forma mas conveniente de deseribir esta funcibn es numericamente; es decir* con una 
tabla de vatores. 

En esie libra se eniplearan las cuatro representaciones de funciones. Se resumen 
en el siguienie cuadro. 


Cuatro formas de representar una funcion 


Verbal Algebraica 

Con palabras: Por medio de una formula: 


Pit] es la "poblatibn del mundo en cl instance t" 
Relation tic la pohkitibn P \ cl liempo i 

Visual 

Por medio de una grtifica: 



Aceiemciiin vertical durante un terremoto 


A{r) = jrr' 

Area dc un circulo 

Num erica 

Por medio de una tabla de vatores: 

if (onzas) C(oj) (dblaies) 


0 < ur^ j 

0.37 

1 < w ^ 2 

0.60 

2 < w s 3 

0.83 

Kus 4 

1.06 

4 < m s 5 

1.29 


Costo dc enviar una carta por correo de pri merit clase 
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Ejercicios W^' ^ 

1-4 ■ Exprtse lit regia en rKHaeidn dc funcitiiv (For ejcmplo, la 
regia "eleve al cuadrado. luego irate 5” se express como la fun- 
cidn/(jc) => je ? - 5.) 

L Sutne 5, luego multiplique pur 2 

2* Divida emre 7, despuls reste 4 

3* fteste 5, tuego eleve a! cuadrado 

4, Saque la miz euadrada, sumc 8, liicgo muliipliquc por f 


5-8 ■ Exprese la Funeidn (aregla) en palabras.. 


5. /(*) = 


x - 4 


7. = x 1 + 2 


*■ fl(Jf) = j “ 4 

a. Jtfr) = Vje + 2 


9-lfl ■ Trace Ui) diagntma de maquina para la funcidn. 
9. fix) » I#, fix) - 


11-12 ■ Complete la tabla. 
11. fix) = 2(i - 1) J 


X 

m 

“I 

0 

1 

2 

3 



12. 9 (i) = |2r + 3 | 


X 

s( j ) 

-3 

-1 

0 

l 

3 



13-20 ■ Evaluc la funddn cn los valorcs indicados. 
13* /(x) = 2 j + i; 

/(')• /(—“)■ /(!)’ /W- /( -«)./(« + *-) 

14. /(jf) = jc 3 + 2x; 

«0). /(3)./l-3). f(a), f{-x ), /( f) 


g(2),g{-2) t g(i} t g(a).g(a - Ijprf-l) 
16* hit) = l + 

f 

A(1 ), A(— 1). A(2). A®. *(*], x( i) 


17* f(x) ~ 2x 2 + lx - 4; 

/to). f{2), /(- 2). f{ VS), fix + I ). f{-x) 

18* f{x) = x s - 4x z ; 

/(Q). 1 ). /(I), /(f). rt**) 

19. /(*) =2|*- 1 j; 

ft-2)./(0)./(|)./(2)./(^ + 1 ). fix 1 + 2) 

Jx| 

20* fix) - ^ 

/(-2)./(-l), /(0), /(?). /(*=), /(f) 


21-24 » EvaJiie la funcitin definida por partes en los valores in- 
dicados 


21 . 



a 2 

x + 1 


si jr < 0 

si J ^ 0 


22* 


/(-2),/(-l),/(0),/(I),/(2) 

|5 iii52 

^ jlr - 3 si x > 2 


/(-3),/{0),/{2),/(3), /(5> 

{ x 1 + 2 x si jr ^ — 1 
* si -!<*£( 

-I si x > l 

{ lx S! 4 < 0 

jp+1 si 0 s v =s 2 

(a — 2} z si x > 2 

/(-5)./(0)./(l)./(2),/(3) 


25-28 ■ Use la fun don para evaiuar Las cxpresioncs indicadas 
y simplifique. 

25. f(x) = i : + 1; fix + 2). ffx) + /( 2) 

26. fix) = 3i — 1: /(2x) 2fix) 

27. f(x) =x+4, fix 1 ). if(x)) : 

2*. f(x) = 6* - 18; /(f)- 


29-36 * Hslle /(e), /(a + ft), y 

/(a + h) - m 
— — , dondc h ^ 0. 


el cocienie de dsferencias 


29. f(x) « lx + 2 3«. f{x) = * 2 + i 
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31- /(*) = 5 


33. m - 


X + 1 

35. f{x) = 3 - 5x + Ax 1 


33- fix) 
34. f(x) 

3*. fix) 


= x 


I 

x + 1 

2x 

x - l 
J 


37-58 ■ Encucnlrt el dominio ik la funtibn. 

37. /{x) = 2x 38. f(x) « x 2 + 1 

30. /{x)-2x, -]<iS5 
40. /{x) — x J +- |, OsjsS 


41. f(x) = 
43. /(x) - 


1 

x — 3 

x + 2 
x 2 - 1 


42. f(x) - 


3x — 6 
x J 


44. fix) - T- 

x + x - 6 


45, /(*) = 

47. /(/) - 
49, Ji(j) - 

51* ffCO = 


Vx - 5 

- I 

VSx-5 

V2 + x 

3 -x 


46. f(x) - ^x+ 9 
48. p(x) ^ V'7 - 3x 


50, G{x) 
52. gix) 


Vr - 9 

2x‘ + x - L 


53, j?(x) = ^x 2 - 54. g(x) = Vx 2 - 2x - 8 


55. fix) 


3 

Vx - 4 


as- /(*) 



57. /(x) = 


(* + n ; 

Vlx - I 


58. /(x) 



Aplicaciones 

59. Costo de production El costo C en dblares de producir 
x yardas de cierta tela se express mediants la funcibn 

C(x) = 1500 + 3x + QMx 2 + Q.OOOlx 2 

n> Halle C(10)yC(100). 

b) .'.Qui- repre seman sus re spuesias del inciso a)7 

c) Encuentre C(0). (Este ntimero rep rc serna Ira costas fi- 
jos) 

60 r Area dei uns esters El ire a dc superficie S de una est'era 
ti una ITuncibn de su radio r dada por 

5(r) = 

a) Determine 5(2) y 5(3). 
b ) iQui repress near sus respuestas de l inciso a)? 

61. ^Qu6 tan lejos puede ver? Debido a la curvature de la 
Tierre. la distant; la mlxima D que una persona puede ver 


de&dc la parte alia dc un edilicLO alto a desdc un avion a la 
allure ft eslJ dada por la funcibn 

D(h) = VZrh + & 


donde r — 3960 mi Lias es el radio de la Ticrra y D y h sc 
miden en mi II as. 

Determine D(0, 1 ) y £>(0,2). 

b| iQu6 tan lejos puede ver desde fa lerraza de la lorre CN 
de Toronto, situada a 1 1 35 pics desde el nivel del sue to? 

c) La aviacibn comercial vuda a una aLiitud dc ccrca de 7 
mi lias. iQui tan lejos puede ver el piloted 

62, Ley de Torricelli Un depbsilo contiene 50 galones de 
agua, que drenan desde un orjficio en el fondo, lo cual C4USS, 
que el depdsito se vacie en 20 minutos. El depdsito drena 
mis ripido euando csli casi He no porque la presidn del nri- 
ficio es mayor. La ley de TonieeLH da el vol umcn dc agua 
que permaneee en el depbiito despubs dc t minutos como 

n>) = 5o(l-^) OS,S20 

A) Detcnninc V(0) y VT(20J, 
b} iQui ieprcscntan sus rcspucstas del incise a)? 
c) Elabore u na tab la de valore s de i/fr ) p«ra r — 0, 5 , 10. 
15,20. 




63. Flujc de sengre Cuando la sangre sc mueve por una vena 
o arteria, iu vriocidad t) es mayor a lo lapgo del eje central y 
dismmuye a medida que se increment* la dklanda rdesde 
el eje central (vease la figura), La formula que da v como 
una funcibn de r se llama ley de flujn laminar, para una 
uneha eon radio 0.5 cm, se liens 

l<r) = 18 500(0.25 - r 1 ) 0 ^ r ^ 0.5 

a) Determine r>(0. 1 ) y w( 0.4 ) . 

b) ^Que Indican las respuestas del inciso a) acerca del 
flujo de sangre en esta arteria? 

c) Construya una tabla de valorts de t(r) para r = 0, 0.1 . 

0 2,0.3. 0.4, 0.5, 



ate rial proteaido doi d orach os do autor 
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4J, Tama no de la pupil a Cuando se incrementa la brillantez 
jf de una fuente de lu z, cl ojo reacciona disminuyendo cl ra- 
dio R de la pupil a. La dependencia de R en jt est£ dada par 
la fund dn 


Fix) 


1 13 + 7x a4 

V 1 . +■ 4*“ 


a) Encuentre /?( 1 ), rt( 1 0) y ff( i 00). 

It) Blabore una tabla dc valores dc R{x }, 



65. Relatividad De acuerdo con la teoria de la rclaiividad, la 
longitud L de un objcto es una fu meson dc su velocidad v 
con respccto a un observadoF, Para un objeto cuya loagitud 
en repose es 1 0 m, la funcibn csta dada per 

m ~ lOyjl - £ 

donde c es h velocidad de la 3uz, 
m) Determine L(0.5c),L(0.75c}yt(0^), 
b) ^Cdmo cambia la longitud dc un objeto cuando sc in- 
crcmcnla su velocidad? 


M». Impuesto sabre la rents En cierto pals, el impuesto so- 
bre 9a renta T se evaliia de acuerdo con la siguiente funcibn 
dc ingreso jo 

fO 10000 

7{j)=<0.08j si 10 000 < je ^ 20 000 

[l&DQ + 0.15 jc si 20 000 < x 

a) Encuentrc 7^5 000). It 12 000) y 7t25 000). 

b) f.Qut representan las rcspucslas al incise a)? 

47. Compras per Internet Una libncrla per Internet cobra 
$15 por envio para pedidos menaces a $100, pero el emvfa es 
grads para pedidos dc $-100 o mis. El costo C dc un pedide 
es una funcidn del preeio total x de lu* libros comprados, 
dada per 


3*> = 


x +■ 15 


si x < 100 
si x & 100 


(a) Encuentre q?5 ) . C[90 ), C(100) y C{ 105) . 

(b) iQui reprc&cntan las ncspucstas al incise a)? 

6& Costo de e$t ancia en un hotel Una cadena dc hoicles 
cobra $75 por noche para las dos prim eras noches y $50 por 
cad a noche adicional, El costo total 7 cs una funcidn del 
numere de neches x que permanece un hulsped, 

a) Complete Las expresiones en la siguientc funcibn 
dehnida per partes, 


7W 


-{ 


b) Determine 71[2) h 3P) y Tp). 

c) iQud representart las tegpoMtt del incise b)? 

69, Muttas por excuse de velocidad En cierto esiado la ve- 
locidad mJxtma permitidaen las autopistas es 65 millas/h y 
la mini ma es 40. La mulEa F por viotar estos I f mites cs 5 1 5 
por caria. milla itrriba del mixiinoo abajo del mfnimo, 

a) Complete las expresiones en la siguiente funcidn 
definida por partes, donde x es la velocidad a la que 
conduce una persona. 

{ si 0 < j < 40 
si 40 s * ^ 65 
si x > 65 


b) Determine 51(30), 5^50) y 51(75). 

e) iQu£ representan las respuestas del inciso b)? 



711, A ft ur a del cesped 1 Una persona poda cl edsped tedos Ids 
mifrcelcs por la tarde. Bosqueje una gribca aproximada de 
la altura del c£sped come una funci6n del liempo en el curse 
de un periodo de cuatro Mmanas comenzando en un domingo. 



7], Cambio <$e t^mperatyrs Se coloca un pastel conge Lado 
en un homo y sc calicnta durante una hora. Lucgo sc saea y 
se dqja enfriar antes dc comerle. Trace una grdbca aproxi- 
mada de ia temperatura del pastel como una funcitSn de! 
(tempo. 

72. Cambio diario de temper atura Las lecturas de tem- 
peratura T {en °F) se registraron eada dos horns desde la 
medianoche has ta el mediodia en Atlanta. Georgia, cl dia 
16 dc manro dc 1996. El tiempo i se midid en heras desde 
la media noche. Trace una grdhea aproximada dc T como 
una funcidn de r. 


t 

T 

0 

58 

2 

57 

4 

53 

6 

50 

ft 

51 

10 

57 

12 

61 


si 0 £ x ^ 2 
si jr > 2 



CABTUL0 2 Fund ones 


IStt 


73. Crecimiento de la pablaci^n La poblacidn P (en mik-s) 
de San Jos6 n California de 1988 a 2000 se muesEra en la 
Labia. (Se dan las esdntacioncs de medio ano.J Dibuje una 
grilica aprox tmada de P corn una fundon del ticmpo t. 


t 

P 

1988 

733 

1990 

782 

1992 

800 

1994 

817 

1996 

838 

1998 

861 

2000 

895 


Descubrimiento ■ Debate 

74, EjHrtiplos de funr iones AJ ccmicnzo de csia sec c ion se 
analizaron ties cjcmplos de fund ones ord in arias de la vida 
diaria; la esiatura es una fond Gn de la edad, la temperaiura 
es una funddn de la f«ha y d costo postal es una funcidn 
del peso. D 6 ires ejemplo* de ftmeiones de ta vida dtaria, 

75 Cuatro formas de representor una funcion Enel 
cuadro de h p^gina 154 se representaron cuatro funciones 
diferentes de manera verbal, algebraica, visual y rtum6rica. 
Considere una funcidn que se pueda rcpresenlar en las cua- 
tro formas y escriba las cuatro representaciones. 



La forma mas important de repnesentar una funcitin es por medio de §u gr^fica. En 
esta seccidn se investiga con mis detail? d concept o de graficar funciones. 


Graficacion de funciones 



La grafica de una funcion 


Si /es una funcion con dominio A, cntonces la grafka de / es el conjunto de 
pares ordenados 

{(*./(*)) | j e a} 

En otras palabras, la gtAbca de / es el conjunto de los puntos (x, y) tales que 
y ™ /(,r); es dedr, la grifica de / es la grdfica de la ecu ac ion y = f(x) 


Figure 1 

La altuia de la grJ fica arciba del punio x 

es el valor de fix ), La gr£fica de una funcion / da un cuadro del componamiento o "historia de vida" 

de la funcidn, Se puede leer el valor de /(x) de la gr&fica como la alrura de la grMca 
arriba del punto x (v£ase figura 1). 

Una funcidn f de la forma /(x) = mx + b se llama fuittfdn lineal porque su grl- 
fica es ia de la ecuacidn y = nur 4- b, que representa una recta con pendiente m y 
y-ordenada al on gen b. Un caso especial de una funcion lineal se presents cuando la 
pendiente es m = 0, La funcion /(x) = b. donde b es un determinado numero, se 
Hama funcion constant? porque todos sus valores son el mismo numero, a saber, b, 
Su grifica es la recta horizontal y = b, En la figura 2 se muestran las gr£ficas de la 
funcidn constant? /(x) — 3 y la funcidn lineal /fx) — 2* + 1. 


Material protegide por derechos do autor 
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Figure 3 


4- 

en 

1! 

2 


-2 *0 

r ■ f ■ ■ t r 

2 4 6 * 


Figura 2 L 3 fiincidn cqMtmtc ffx) =■ 3 



La funcitin lineal f(x) — 2x + 1 


EjempEo 1 G r&fic acid n de fun ciones 

Trace las gr^ficas de las siguietites futiciortes. 
a) /(*) - x 1 b) g(jt) = jc 5 c) - VI 


, 


>ia. 


Solution Primero sc constniye una tabla de valores, Luego se graft-can los pun- 
tos espresados en la tabla y se onen mediante una curva lisa para obtener la gr&fka- 
Las gr&ftcas se bosquejan en la figura 3. 


1 

X 

to(j) — Vr 

0 

0 

1 

1 

2 

Vi 

3 

V3 

4 

2 

5 

V5 


X 

f{x) = x 2 

0 

Q 


i 

±1 

L 

±2 

4 

±3 

9 


X 

i*i 

H 

« 

% 

0 

0 

! 

i 

1 

1 

2 

s 

2 

j 

“I 

— I 

-2 

“8 



Una forma conveniente de graficar una funddn es usar una calculadora de graft 
cacidn, como en el ejemplo s iguieme. 


Material prolegido por der echos 
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CAPiTULO 2 Funciones 


160 



-2 


a) Potent las pares de x 



-2 

b) Potencies imparts de x 


Ejemplo 2 Una f am ilia de fund ones exponenciales 

a) Grafique las fgnciones f{x) — x H para n = 1, 4 y 6 en el rectangulo de vision 
[-2, 2]por[— 1, 3J. 

b) Grafiquc las funcioncs f(x ) — x n para n — 1, 3 y 5 en el recringulo de vision 
[-2. 2] por [- 2, 2} 

c> conditioner ptiede sacar de estas grdficas? 

Solution Las grafieas de los incisor a) y b) se muestran en la figura 4, 

c) Se ve que la forma general de la grifica de /(*) = x n depertde de si n es par o 
impar, 

Si n es par, la gnifica de /(or) - x * es similar a la parabola v ™ x \ 

Si it es impar, la grifica de f(x) * x* es similar a la de y = je 3 , ■ 

Observe en la figura 4 que cuando n ciece !a gr&fica de y = x n se vuelve mas 
plana certa de cero y m&s inclinada cuando x > 1 . Cuando 0 < x < I J as poteneias 
menores de x son las fund ones ‘'mis grandest Pem cuando x > 1 , las poteneias 
may ores de x son las funciones dominances, 

Obtencion de mformacidn de la grafica de tma funcion 


Figura A 

Una familia de funciones exponenciales 

m - ** 


Los valores de una funcidn se representan por la altura de su grafica arriba del eje x, 
Asi, los valores de una funcidn se pueden leer de su grdfica. 


Ejemplo 3 Halle los valores de una funcion a partir 
de una grafica 



La funcion T graficada en la figura 5 da 3a temperatura entre el mediodfa y las 6 P.M. 
en cierta estacidn meteorolbgica. 

a) Determine T{\ ), 7^3) y 7{5), 

b) es m ^ s grande, T{2) o 7T[4)? 


Figura 5 

Funcidn de temperatura 



Solucion 

a) T{ l ) es la temperatura a la 1 p.m. Estri representada por la altura de la grafica 
sobne el eje a en x - I , Por lo tanto, 7^1) - 25, De manera similar 1 , 71(3) = 30 
y 713) = 10. 

b) Puesio que la grafica es mayor en x = 2 que en jt = 4, se deduce que 7^2) es 

msLs grande que 7f4). ■ 


Material proleg id n por derechos de autor 
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La griifiea del- una furtciidn ay uda a ilustrar el dominio y el ran go de la funcidn en el 
eje x y d eje y como se muesira en 3a figura 6, 


Fig Lira 6 

Dominic y rangode/ 



Ejemplo 4 Halfe el dominio y el range de una grafica 

a) Use una calculadom de graficacidn para trazai la grlfica de/(x) — V4 — x 2 . 

b) Halle el dominio y el ran go de f. 

So I uc ion 

a) La grifica se imiestra en la figura 7. 


Figura 7 

Gralka dc /(*) = V4 - jt 1 


I 

4 | 

r 

i i 

-2 0 

2 


Dominic ■* $?2] 




> Range - 


b> De la grdfiea de la figura 7 se ve qut el dominio es [-2, 2] y d ran go 

es [0, 2\ ■ 

Graficacion de funciones definidas per partes 

Una funcion por partes se define mediante formulas distintas en diferentes partes de 
su dominio, Como se podifa esperar, la grifica de tal funcidn consiste en trozos se- 
parata. 


Ejemplo 5 Grafica de una funcidn definida por partes 


Bosqueje la grifica de la funcidn 

*> - {£ ♦ , 


si x ^ l 
si x > 1 


Solution Si x ^ L entonces f(x) - x 2 , asi que la parte de la grafica a la 
izquierda de x = 1 coincide con la gr&fica de y - x 1 , que se bosquejd en la figura 3, 
Si x > L entonces f{x) — 2x + l t de modo que la pane de la gr&fica a la denecha 


Material 


rqidc por den 


TL, 


hnej 


Jtor 
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Fin imiclias caJculadods Jo grulivucidn, 
In giaiicii dc Iti ligurii 8 sc puedc pro- 
due ix pM-ir medio de fuiwicfflies logic as 
en lacalcidadora. Per ejemplo. cn la 
T 1453 la slguienteecuacidn da La 
grdtica requerida: 

Y, = (X £ JjX A 2 + (X > 1)(2X + 1) 


5 



iPara evitar la Linen vertical extrana en- 
e re las dos pones de la grifica, ponga la 
calcuLadora cn cl mode Dot (punto).! 


de x — I coincide con la recta y = 2x + L que se grafica en la ligura 2. Esto per- 
mite trazar la gratica en la Eigury S. 

El punto soli do en, (J . I ) indie a que este punto esta incluidu cn la grilica, d 
punto abierto en (1 , 3) indica que este punto esta excluido de la grffica. 



Ejemplo 6 | Grafica de la funcion valor absolulo 

Trace la grdfica de h tuna on valor absolute* f(x) - | x | . 


So I uc ion Recuerde que 


-( 


x si x > 0 
-x si x < 0 


Con el mismo m&odo del ejemplo 5 T se noia que la gtflfica de / coincide con la 
recta v = x a la derecha del eje y y coincide con la recta t y = — x a la izquierda del 
eje y (vdase figura 9). 


Figure S 



La fundon maxima entero se define por 

|.r| = mtiximo entcro menor que o igual a.r 

For ejemplo, [2j = 2* [2.3 1 = 2 h (1.999 1 = 1, [0.0021 = 0,[-3.5j= -4, 

[-0.5 [ * —h 

Ejemplo 7 Grafica de la funcion maximo eniero 

Bosqucjc la grifka de fix) = |j|. 

So I uc ion La labia muestra los valores de / para aigunos valores de x , Note que 
/(x) es constante entre en Eeros consecutivos de modo que la grdftca entre enteros es 
un segmertto de recta horizon tal como se muesira en la figura 10. 


Material prolsgido 


por derechos de autor 


SECCION 2,3 d« fundones 1$3 


X 

w 

>’■ 



-2 


* 

-l ^ jr < 0 

-1 



0 £ j* < l 

0 

1- 

r • * 

\^x< 2 

I 



2^x< 3 

* 

2 

— * — *”o 

! Jf 



■ 



Figura TO 

La funeidn maxi mo enter n, y — | jt| » 


La funeidn mix i mo eniem es urt ejemplo de \im funeion ■estali'in. Bn el ejemplo 
siguicrtic se da un ejemplo del rnundo real de una funeion escalon. 



r 


Figure 11 

Costo de una llamada dc larga 
disLmcia 


Ejemplo 8 La funeion costo para llamadas telefonicas 
de large distanria 

El costo de una llamada telefdruca diurna de larga distancia desde Toronto a 
Mumbai, India, es 69 centavos para d primer mi auto y 58 centavos por cada minu- 
to adickma) (o parte dc un minuto), Pibuje la grifica del costo C (en ddlares) de la 
llantada tetefdniea como una funeion de) tiempo i (en mi autos). 

Solucion Sea C(f) el costo por t minute. Puesio que t > 0, el ciominio de la 
funcidn es (0, oo), De la information sumimstrada. se tiene 


C(f) = 0,69 si 0 <t< I 

C{t) - 0,69 + 0.58 = 1,27 si 1 < f £ 2 

C(t) = 0.69 + 2(0,58) = 1 ,85 £2<rs3 

C(t) = 0.69 +■ 3(0.58) = 2,43 si 3 < t £ 4 


y asf sucesi vamente. La grSfica se muestm en la tigura 1 1. 


Prueba de la linea vertical 

La gnilku dc una funcion es una curva en el piano xy, Pern surge la pregunta: ^que 
eurvas en el piano xy son grafkas de funciones? Esto se contests mediante la prueba 
siguiente. 


Prueba de la linea vertical 


l.’nu curve en el plane coordenado cs la gnilicu dc umt funeion si y solo si 
nine tan a linea vertical coma la curva mas de una vez, 


atari a I protcQido por dorse hos 


aulor 
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Se puedc ver tie la figure 1 2 por qud es ciertu la prueba tie la linea vertical. Si cada 
linea vertical v = eorta una curva sdlo una vez en (a, b), enlonces /(a) — define 
exaetamertte un valor funcionaL Peru si una linea x - a corta U curva dos vents cm 
(a. b) y cn (o, c), cntonccs la curva no puede representor una funcidn porque una 
I unci on no puede asignar dos va lores dife rentes para rr 



Grafica de una liiruiidn 


No es una gnitica dc una funcion 


Figura 12 

Pnicbii de la linea vertical 


Ejemplo 9 Uso de la prueba de la tinea vertical 

Coti la prueba de la linea vertical, se ve que las curvas de log incisos b) y c) de la 
figure 13 representan funeiones, no asi para el caso de los incises a) y d). 



Figure 13 





d) 


Ecuaciones que definen funeiones 

Cuak]uierecuacttin en las variables c y y define una relactdn entre estas variables. Por 
ejemplo, la ecuacidn 


v - j 2 = 0 

define una relactdn entre y y jr. ^Esta ecuactbn define a y conic unajWiddn de 
Para investigar + se tlespeja y r y se obliene 


>' 


x 2 
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[Jona Id Knuth naciti en Milwau- 
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darf de Stanford. A tin como estu- 
diaote de Keene iatura en Caltech, 
comenzd a escribir una serie rno- 
nuincnlaL dc libras mulattos 7'hf 
an of Computer Pmgra/ftming. Et 
prcsideme Carter le otorg6 la me- 
datla national de Cienciu en 1979. 
C’ujndn k i mill era alum no Je se- 
cundaria, se fascinocou Las graheas 
de funciones y de manera laborious 
trazti mucliets e juntos. de cllas por* 
quc qijeria ver cl compoitamicnlo 
dc una gran vancdad do ftUiciones. 
iEn la ucmaJld&d, por siipucito, es 
bast ante fad I usar las computatio- 
ns y calcui&toras tk gralicavton 
para hater estoO Kmilh es famoso 
por su invention dc T^X, un sis* 
tenia de composicidn tipogratka 
asistido por computadora. Eslc sis- 
Kttia sc cm pled cn la preparation 
del mamiscrito para cite Libre, Tom 
Win escribirt una novda titulada Su- 
rrwl timbers: Hew 3Iho Ex-Students 
Turned On la Pure Mathematics 
and Found Total Happiness, 

El doctor Knutlh ha recibido nu 
merosos honored, csrtsre eltos la 
elecdon coma asociado de la Aca- 
demia fraocesa de Ciendas y co- 
mo profesnr invitado de ]a Royal 
Society. 


Se ve que la ecuacton define una regia, a funeidn, que da un valor de y para cada valor 
de x, Se puede expresar esta regia en notacidn de funcidn como 

/{*} = x 2 

Pero no toda ecuacion define a y como una funcidn de x T como se ve en el ejemplo 
siguienle. 


| Ejemplo 10 Ecuaciones qua define n fundonei 

;La ecuacidn define a y como ana funcidn de x? 

a) y-j£* = 2 

b) x 1 + y 1 = 4 

Solution 

a) Si se express y en tdnninos de x sc obtiene 

y — x 1 ™ 2 

y = x 2 + 2 Sumpr x? 

La ultima ecuacidn es una regia que da un valor de y para cada valor de x „ asf 
que define a y como una f nine ion de x. Se puede escribir la funcidn como 
/(x) = x 2 + 2. 

b) Se intenta expresar y en t^rminos de x: 

x 2 + y 2 - 4 

y z = 4 — x 1 fte&tar £ 

y — ± \/4 — x 2 £acar las ralces cus^radjis 

De la ultima ecuacidn se cbtienen dos valores de y para un detentiinado valor 
de x. Por lo tanto, la ecuacidn no define a y como una fiinridn de x. ■ 


Las gr ideas de las ecuaciones del ejemplo 10 se muestran en la fig ura 14, La 
pmeba de la linea vertical muestra de forma grdtica que la ecuacidn del ejemplo 
10(a) define una funcibn pero la ecuacidn del ejemplo 10(b) no. 


2 




Figure 14 


a) 
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En la labia siguiente se mue strait las graricas de algunas Funciones que se veran 
con frecuencia en este tibra 


Algunas funciones y sus graficas 


Funciones li nettles 

fix) ~ mx + b 


y. 

h 

\ 




X 


/( j) = * 



Funciones exponencLales 

/M = X" 



y 

J. 

71 

fix ) 

X 

y 


fix 1 

i 

V 

1 

fix) 

11 

*1|“ 




-*■ 

Jf 


fix) - J 4 


V 


J 


-+■ 

x 


i 


fix) = X 


Funciones de rtai/ 

Six) = \fx 




fix) = •Jx 


fix) = <5 



L 


JC 


fix) = {/I 


Funciones reciprocal 

fix) * i/* fl 



Funcion valor absolute 

M = U! 



Funcidn enlero ittaximo 

fix) - Ijc) 


>■ 

1 

!■ + 


1 x 

I- 

/U 

= |x| 
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Ejercicios 


1-21 ■ Trice la grifica de Id fund tin eoitscruycndc primero una 

llbla de valorem, 


1. /(i) = 2 

2. /(x) = -3 

3. /(x) = lx - 4 

4* /(x) — 6 - 3x 

5. /(*} m “Jr + 3* 

-3si53 

6. f{x) = '*-■ 0sis5 

7* f(x) - -x 2 

8. /(x) = x 1 - 4 

9. g{x) = x 3 - 8 

10. fl(x) = 4x 2 - x* 

11. s(x) - Vx + 4 

12. #(x) = \ r= ~x 

13. F{x) - ^ 

14* F(x) - — - 
w x + 4 

13. H(x) - |Jjr| 

16 . H(x) = fx + 1 | 

17. G{x) « |x| + x 

18, G(x) “ jx| -x 

1». i(i) = 1 2jt — 2 | 


2h rf*) = 4 

XL «(x) - 


23. Sc da la grtfka de una funcitin h. 
ft) Determine A{-2), /K0),A(2)yA(3). 
b) Halle el dominio y d rango de h. 



24. Sc da la grafka de una funcitin g . 

a) Determine f(-4) a tf - 2). p(0), p(2 ) y f(4). 

b) Halle el dorm mo y el rango de g. 



25. Sc 

*) 

t>) 

c> 



dan las graficas de las ['undones / y g. 
^Cuil cs mis grande, /(0) o 0(C)? 
iCufil es mis grande, /(-3) o^-3)7 
i,Para quti valorem de x es /(x) = £(x}? 


26. Se da la grafica de la funcitin /. 

ft) Estime /(0.5 ) a I ddeimo mis proximo, 
h) Estime /{3) a| <Mdmo mis pitiximo. 
c) Encuentrc I os numcros x cn cl dominio dc / para los 
que /(x) = I , 



Biucaci^iffiip 

EEEEEEmEEsEEEIEEEiEi 




■■nuitiiH cin imii ■■■! 


: -:sir s: : : ::: «::s :: ss: :::::: 


uni mu ■ ■ ■■ 


27-36 i Se tiene una funcitin /. 

Hi Emplcc una calculation de graftcadtin pan tram la grafica 
de/. 

b.l Halle el dominio y el rango de / & partir de la grifica. 


27. f(x ) = x - I 
29. /{ x) - 4 
3L f(x) = 4 — x 2 
33* f(x) = VYti^P 
35. f(x) = Vx^T 


28. fix) = 2(x+ L) 

30. f{x) = -x : 

32. /(x) = x 2 + 4 
34. f{x) = -\^T =r ? 
36. f{x) = VxT2 


37-50 ■ Bosqueje la grtiiica de la funcitin defimda por partes. 

jfl si x < 2 
1 1 six&2 


Material prolegido por der echos de 


37. f(x) 
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& m 

39. f{x j 

40. fix) 

41. f{x) 

42. fix) 

43. f(x) 

f{x) 

45. ftx) 
44* /{*) 

47. /(*) 

48, fix) 

to. fix) 
50. fix) 


si x £ 1 
si * > 1 

si x < 2 
si j & 2 

si jt < —2 
si jt & -2 

si * £ 0 
si jc > 0 


JX? + 3 si jc < -1 

u - 

jc si -t a - 1 

“l 

si jt < “1 

i 1 

si * 1 s x s I 

-1 

SJ JT > 1 


si x < — 1 

i jc 

sj — 1 tS JC Si 1 

k ! 

SIJf> 1 

f 2 

si jt £ -1 


si'jc > -l 

/l- 

x l si Jt £ 2 

u 

sf x> 2 


« 1*1 s 2 

Is 

si ] Jt j > 2 

J* 5 

si | jf|: s 1 

li 

si \x\ > l 




sijf< "2 
si -2 £ * £ 2 
si i > 2 



si £ a 0 
si 0 < 3 

si Jt > 3 


51-52 ■ Emplce tm dispositive- de grafkaciin para trazar la 
gr&Jica de la funcidn definida por p sites. CV£ase la nota bJ mar- 
gin en la pigina 162.) 


si. m - {*, + 1 


si'jf — 1 
a>> - I 


52 - m 


2jt — i 3 sf J > I 

BTjtSL 


53-54 ■ Se da la grafica de h funcidn definida por partes. De- 
termine urn b formula para la funridn en la forma indicada. 



si jt < -2 
sf-2sjs2 
ux > 2 


si'j £ -1 
si' “1 <x*2 
si ' jc > 2 


55-56 ■ Determine si la curva e& la grifica dc una tunc ion de r. 
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57-6U ■ Determine si In curva es lagrafieade una funcidn x. 
En cast! atirmativo. exprese el dominio y el rango de la funciftn. 






61-72 ■ Determine si a ecuacion define a v eotno una nindtin 


dc x. {Vease el ejennpln 10.) 

61, x 2 + 2 v - 4 

63, * - V 2 

65, x + y 1 = 9 

67. x'y + y - 1 

69, 2jjt| + y = 0 

71. x = f 


62. 3a + 7 y = 21 
64. x" + (y - \ f = 4 
66, x 3 + y — 9 
68, Vi+ y = 12 
70. 2x + | > | ^0 
72. x = v* 


75-78 ■ Sc da urn J'amiLia dc fund ones. En los me isos a) y b> 
gmtique Ins miembrus dadw; dc la fumilia en d rcctangulo dc 
vision indicado, En el mciso c) exprese las conclusion's que 
pneda deducir de sus grAticas. 

75, f(x) = x 2 + c 

ai c = 0, 2.4 t 6; [-5, 5] por[-t0. 10] 
b) c = 0.-2, -4, -6; f— 5. 5] por (— 10, 10] 

C) ^Cbmo nicely la grafiea el valor dc c? 

74 , /(x) = (x - c ) 1 

a) c = n. 1 + 2, [-5, 5j por [- 10. 10] 

b) c= 0. -1. -2,-31 (-5. 5]pnr f-10 T tO] 
cl iCtfmo aEecui La graftal el valor dc c? 

75. /(x) = (x - cY 

n) c = 0. 2, 4, 6; [- 10, 1 0] por(- 10, 10] 
b} c- 0, -2, -4 + —6; [-10, 10] por [-10. 10] 

c) ^CAme afccta la graftal el valor de r? 


76. /(x) - ex 1 

a) c = K i, 2, 4; [-5, 5]por[— 10 T 10] 

b) e = l T -l,“i- 2i [-5, 5] por [-10, 10] 

c) ^Cdnio afecta la grafica el valor de c? 

77. f{x) = x c 

a) c = [— 1+4]por[— l f 3] 

b) [—3, 3] por [—2. 2] 

c) tCdroo afecta la grffica el valor de r? 

78* /(x) = 1/jr" 

a) n= 1.5; [-3. 3] por [—3, 3] 
b| n — 2, 4; [-3, 3]por[-3, 3] 

c) ^Cdirtu afccta la gralica el valor de n‘. J 

79-82 ■ Eneuenlre ana fancidn cuya grifica es la curva dada. 
79, El segment® de recla que une I os puntos (-2, 1) y (4, —6) 
80* FJ segment® de reaa qtie une los putuos (—3, —2) y (6, 3) 

81, Lji niitad superior del cfrcaLox 2 + y 2 = 9 

82, La rtliiad inferior del ctreulo x 1 + y 2 = 9 

ApNcaciones 

83, Fund bn poso La grSfica da el peso de ckrta persona 
come una fund An de la edad. Describa en palahras cAmo el 
peso de csla persona ha variado con el Liempo. cree 
que sucedio cuando esia persona tenia 30 anos de edad? 



84. Fun cion distancia La grafica da nna distancia del vcndc- 
dor desde su trasa como una funcibn del liempo en cicrto 
dfa Describe en palabnis lo que indica la grifica accrea dc 
su viajeen este dfa. 


i 
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85., Carrera con obstacles Tres cct nid ore compiler! en una 
tiiriLTa dc 100 metros con obstaculuN. Bn la gralica sc [lustra 
ki dislancia comp una funciftn del tiempo para cada corrector, 
Deacriba en palabras to que indica la gralica acerca de esta 
oompctencia, ^Quien gand esta canxra? iCada conredw ter- 
mina La carrera? ^Que cnee que ke sucedift a] cornedor B? 



8ft. Consume de energia En la figura tc muestra el con* 
sumo de energia en San Francisco para el 19 de septiemhre 
de 1996 (P se midc en megawatts; tse midc cn horns 
comer zando a la medians.' he). 

a) hie el consume de energy a las ft am.? las ft pjm.? 

b) t 'Cuiindt> Fuc mini mo cl eonsumo dc energia? 
c I i, Cui ndo file maxi mo el consume de energfa ? 



87, Torromoto En la grdfica se muestra la aceleracidn verti- 
cal del sue to desde el terremoto dc Northridgc cn 1994 en 
Los Angeles, medida mediantc un sismdgrafo. ( Aqui l rc- 
pcexauael liempoen segundos.) 

a] ^En que tiempo f el tememoto pradujo primero 
movimientob notables de la licira? 


h| ^En qu£ tiempo i al parecer temiinft el tememato? 

c) t .En tju£ tiempo f cl tcncmoOd sdcanztf la maxima biiensidaJ? 



fcra/s ! ) 

100 

50 ■■ 


88, Tariffs el eel r teas Weslside Energy cobra a sus cl it rues 
una tarifa base de $6,00 por mes, mfis K>g por kiluwau-hora 
(kWh) por 1 cm primeros 300 kWh cmplcadus y 6c por kWh 
para todo consume mayor de 300 kWh. Suponga que un 
cliente utilize x kWh de eleetricidad en un mes, 

a) Exprese el cos to mensual E coma una funcidn de x, 

b) Grafique la funcidn E para 0 ^ jt ^ 600. 

89, Funcidn para taxis Una comparua dc taxis cobra S2.G0 
por la primers mills (o parte de una mi II a) y 20 centavos por 
cada decima de mLlta xueestva (o pane). Bxprese el costo C 
(en dftlares) dc un viaje como una funcidn de la distant ia x 
recorrida ( en milks) para 0 < r < 2 h y trace la grifica de 
esta funcidn. 

911. Tarifas posfales La tarifa domestica de corrcos para 
cartas de primera close que pesan 12 onzas o menus es 
37 centavos por la primera onza (o parte dc una onza). 
Exprese los gustos de envfo P comu una funcidn del peso x 
dc una carta. Con 0 < x ^ 3 2, y trace la grtiftca dc esta 
funcidn, 

Descubrimiento - Debate 

91, ^Cuando una <jr. ;fica represents una funcion? Para 
cada entero ». la grafica de la scuaciftn y = x H es la gMfica 
de una funcidn, a saber /(.r) — .r" 1 , ExpLique por que la gri- 
fica dc x ~ v : no cs la gr£fica de una funcidn de x . ( ,La 

grtf lica de x — y- es U grd.ltca de una funcidn de jc? Si es asf, 
i,de qud funcidn de jt es la gr^fica? Determine para qu^ n 
enteros la grafica de jt = >'" es la grafica de una funciftn de jt, 

92, F unci ones eaca Ion En el ejemplo 8 y lOS ejencidos ^9 y 
90 sc dan funcioncs cuyas gribcas coosistcn en segmentos 
de recta horizonlik^. Bstaclasede funciones se llunajSfli- 
cienes estaldn, porque sus grilicas se asemejan a escskns, 
Dc aEgunos olios cjcmplos dc funcioncs esealftn que surgen 
en la vjda diaria. 

93, Funciorfls h seal on extendi da& Bosqueje Las griftcas de 
las funciones/U] ™ [x], ^(jc) = B l.tJ y h{x) - I3x| en gri- 
iicaM separadas. ^Cdmo se reiadonan las grdiicas? Sines un 
cntcro positivo, qu6 sc parccc la grafica dc Jtl,jr ) = |nx]7 

4 M, Grafica del valor absolute do una funcidn 

a) DLhuje Iasi grdbeas de Lax funcinnex/fx) = x 1 + jr — ft 
y ^(.v) - | x 2 + jt — 6 | „ iComo se rclacionan las gr&fi- 
cas de / y 

b) Trace las grificas de las funciones/(jt) - x* — Ik 2 y 
cjr{ j ) =» l ,t j - ftje : |. ^.Cftitio se relaclonan las grificas 
dc / y g? 

c) En general, si g(x) - \ /(x)| . iodmo se reiacknu las 
grfficai de / y $ ^.Dibuje las grificas para ilustrar su 
respuesta. 


■late rial prcEcgido pci d creches dc 
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Relaciones y funciones 

Una fimcion / se puede representor cotno un conjumo de pares orde&ados {x, y) 
donde a es la entrada y y » /(a ) es la salida. For ejctnplo, la funeidn quc elcva 
al euadrado cada mirciera natural se puede represenlar medianle los pares orde- 
nados 1), (2, 4), (3* 9), » * 

Una relacion es cuatquier coleccsdn de pares ordenados. Si los pares orde un- 
dos de una relacioti se denotan por y ) entonces el conjurrtu de va lores de t (o 
entradas) es el daminio y el conjutito de valores Je y (o salidasi es el rango. 
Con esta temunologia una funeidn es una relation donde para cada valors hay 
exactamente un valor v to para cada entrada hay exactamente una salida). Las 
correspondent ias cn la figura de abajo son re lad ones: La primer a es una funeidn 
pern lu segunda no porque lit entrada 7 en/\ corresponds a dos sad das diferen- 
tes, 15 v 17, en B. 


H 



Funeiun 


n 



No es Una funeidn 


y+ 
3 

• 2 

l 

Tin 


I 2 3 


Se puede describir una relacion si se listan los pares ordenados en la relacion 
0 si se da b regia de correspondence, TumMen, puestn que una relation eons isle 
en pares order ados se puede irazar su grntica. Considcrerse fas re lactones si- 
guientes e inlente decidir eudles son funciones. 

a) La relacion que consists en los panes ordenados {(I, 1 )* (2 t 3), (3, 3), (4. 2)}. 

b) La rdacidn que consiste en los pares ordenados {(l t 2), (1 T 3), (2. 4) + (3* 2)}* 

c) La relacion cuya grafica sc muestra a la i/q inertia, 

<S) La relacion cuyos valores de entrada son los dlas de enem de 2005 y euvos 
valores de salida son La temperattlru maxima en t -lus Angeles en ese dut. 
e) La relacion cuyos valores de enirada son los dias de enero de 2005 y cuyos 
valores de sal i da son las personas nacidas en Los Angeles en ese dia. 

La relacidn Jet inriso a) es una funeidn porque cada entrada corresponds a exac- 
tamente una sal Ida. Pero la relacion del ineiso b) no lo es, porque la entrada 1 
corresponds a dos salidas diferenics (2 y 3). La rclaetdn del ineiso C) no es una 
funeidn porque la entrada 1 corresponde a das salidas d lie rentes (1 y 2). La 
relacion en d) es una funeidn porque cada dia corresponde a exactamente una 
tem peranum maxima. La relacion en e) no es una funeidn porque muchas per- 
sonas \ no s61t> una) nacieron en Los Angeles en much-os dias de enero de 2005. 

1. Sea A = {1, 2, 3*4}y B = {— 1, 0 T I ), ^La relacion dada es una funeidn de 
A y B! 

{{ L 0), (2, - 1 ). (3, 0). (4, J }} 
b) {(1,0), (2, — I ), (3, 0), (3, -I), (4*0)) 
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2< Determine si la correspondcnda es una iuoddin 


a) 



b} 


A 


H 



3, Los date si gui ernes se obfuvietun de miembrns de mm daw uni version a lIl- 
preealculo. <,Es una funcion cl con junto tic pares ordcnados (.v, y)7 


a) 


b) 


c) 



X 

Alt ura 

y 

Peso 

72 puls. 
60 pulg. 
60 pulg. 
63 pulg. 
70 palg. 

1801b 
204 |h 
120 Lb 
145 lb 
L 8-4 lb 


jr 

Ed ad 

y 

Numero de ID 

19 

82-4090 

21 

80-4133 

40 

66-S295 

21 

64-9110 

21 

20-6666 


X 

Ano de 
graduation 

y 

bfumero de 
g radii ados 

2005 

2 

2006 

12 

2007 

IS 

2008 

7 

2009 

l 




f 1 

u i 'HI i ! i 

! 

l 

III 1 

L 1 |,*.i A 1 

1 l i 1 

1 L | | • J 

1 r i 

l _■ [ 1 ■ 1 

□ a 


4. Una ecuacitin en x y y tie line una relacidn, la eual puede ser unu funcion o no 
(v6asc la pagina 164), Decida si la relation que consists en I os pares ordena- 
tSos de niimeros reales (x y) que satisfacen la condition dada es una funridgn 

al y = Jr b) x — y 2 c) x^y dl 2x + 7 y * 1 1 

5. En la vida diaria se encuentran muchas relaciones que pueden derinir fun- 
clones o no. Por ejemplo. se hace corresponder a las personas con su mi me- 
re o numeros lelefdnicos, a los, jug adores de beisbol eon sus promeduis de 
bateo o a los vanities cusados COO sus esposas. ,'Es.ta ultima correspondent! a 
define una funcion 7 En una sociedad en la que cada vanVn casado tiene exac- 
ts men te una esposa la regia es ura funcion. Reno la regia no es uim funcion. 
t.Cuales de las siguientes relaciones cob di an as son fimeiones? 

al x es la liija de y (x y y son mujeres en Estados U nidus). 

b) -v es rmis alia que y \x y y son personu-s en Cali fomia ). 

c) x ha reeibido IrutamiCnto denial de y fa y y son millonarios en Rstados 

Unidos). 

d> x es un. digito (0 a 9) en un mimero tdefonico y y es una leira enrres- 
pondienTe. 
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Funciones crecientes y decrecientes; 
tasa de cambio promedio* 


Las funciones se emplean con frecuencia para raodelar cantidades cambiantes. En 
esta seccidn se aprende edmo deternrisnar si una fnncidn es creciente o decreeientc, y 
c6mo hallar I a tasa a la cual sus valorem carabian cuando cambia la variable. 


Funciones crecientes y decrecientes 

Es muy util saber d6nde sube Ea grafiea de unn funcidn y donde baja. La grafica 
raostrada en Ea figura 1 sube, baja, luego sul>e de nuevo conforme se va de izquierda 
a derechar snEre de A a B, baja de B a C, y sube de nuevo de C a D. Se dice que la fun- 
ci6n / es creciente cuando su grdfica sube y decreciente cuando su grdfica baja. 



Figura T 

/ es crteienle cn [n, b ] y [c, d\, 
/ es decreciente en [k c}. 

Se tiene la siguiente definici6fl. 


Definicion de funciones crecientes y decrecientes 


/ es creciente en un interval o / si f(x , ) < /(jc 2 ) siempre que x , < x : en 
/es dccreciifnle cn un intervab f si /(*, ) > /(#, ) siempre que X\ < x? en /, 


y 

L y 1 

Jr 

/ 

i. 


/ 

f/ 

\ / 


i/to 

/ C^i) : X. 


.fir,) 

/Ua) 

0 

Xi *2 * 0 

J L x 2 X 


ctedeme 

/eH dcctwiente 


iterial proteQido por dcr&chos cic* sutor 


* Tiimbign se le llama razdn de cambia ptvmedia. 
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Ejemplo 1 Interval os en los que una funcion crece 
y decrees 

La gr£ftea dc la figura 2 da d peso IV de una persona a la edad x . Determine los in- 
lervalos en los que la funcidn W es creciente y en te que es decreciente. 




Figura 2 

Peso coma una funcion dc la edad 



Solution La funcidn es creciente en [0 t 251 y [35 + 40]. Es decreciente en [40 + 

50]. La funcidn es constants (ni creciente ni decreciente) en 125, 35] y [50, 80]. 

Esto signifies que la persona pn.no peso hasta la edad de 25 anos, iuego gano peso 
de nnevo entre los 35 y 40 anos. Perdio peso entre los 40 y 50 aflos. m 


Ejemplo 2 Uso de una grafica para hallar intervalos 
donde la funcion crece y disminuye 

a) Trace la grafica de la funcidn f(x) - x 2 ^. 
fa* Halle el dominio y d rango de la funcidn. 
c) Encuentre los iniervalos en los que / crece y disminuye. 



AlguriLib calculations Jc gralitLiddn. 
como la'll -82. no evaluan x~ ' [intro- 
due idu como jc j-, { 2/3 ) | pa ru je negative. 
Para grain car una funcidn como 
/(x) - t ; \ sc inuoduce como 
y t = porque estas calcu- 

J adorns evuluan dc nrunera conccla 
ptiicncias dc la forma *A(l/n ). Las 
dkuladoras mis recientes, cornu la 
Tl-83 y la TJ-B6, no tieneo este 
prablema. 


Solucidn 

a) Se emplea una calculadora de graficacidn para trazar la grtffica de la figura 3. 

b) De fa giifica se observe que el dominio de /es R y el rango es [0, oo). 

c) De la gr4fica se ve que / es decreciente en (— oo, 0] y creciente en f 0, do). ■ 

Id 


Figura 3 -20 

Gf&Hca de /(x) = x^ 3 



-1 


Tasa de carnbio promedio 


Se esti familiarizado con el concepto de velocidad: si conduce una distanda de 
120 millas en dos horas, entonces su velocidad promedio, o tasa de recoilido, es 
HPf* = 60 mi/h. 


■ial or 


:iid( 


C 


L- 1 L- L# I I *_ 


2 a 
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Figura 4 

Velocidad promedio 


Ahora suponga que realiza Lin viajc cm automdvil y registra la distancia que reco- 
rre cada cierto niimero de minutos. La distancia s que ha recorrido es una funeidn del 
lientpo f: 

si 0 - distancia total recorrida cr el tiempo I 


Se gratica la funribn s como se muestra en la figura 4 T En la gnifica se ohserva que 
se ha recorrido un total de 50 millas despues de una bora, 75 millas despues de dos 
boras,. 140 millas despuds de tres boras, etc, Para hallar la veloeidad promedio entre 
dos pantos cualcsquiera en el viaje, *e divide Ea distancia rccomda entre el tiempo 
transcurrido, 

Se calcula la vdocidad promedio entre la LOO P.M. y 4:00 P.M, El liempo trans- 
currido es 4 - 1 = 3 boras. Para hallar la distancia reconrida, se resta la distancia a 
la LOO p,m, de la distancia a las 4:00 p,m, + cs deck* 200 - 50 - 150 millas, AsC la 
veloeidad promedio es 

, .. , JL distancia reeorrida 150 millas __ . 

veloeidad promedio — - - - - 65 millas/h 

tiempo transcunido 3 boras 


La veloeidad promedio reciin calculada se puede expresar con notacitin de funcirin: 


it* j* j(4)-jKI) 200 — 50 ... * 

veloeidad promedio = — — - 50 millas/h 

4-1 3 


Hay que observer que la veloeidad promedio es difereiUe en intervalos de liempo dis- 
tintos. Por ejemplo, entre las 2:00 P.M. y 3:00 P.M. se encuentra que 


velocidad promedio = 


Jf3) ~ J<2) 
3 “2 


140 “ 75 

1 


= 65 millas/h 


Determinar las tasas de cambio promedio es importance en muebos contextos. Por 
ejemplo, se puede tenet interns en saber qu£ tan rdpido dcscicnde la lemperatura del 
aire cuando se aproxima una lormenta, o que tan r&ptdo crecen los ingresos por la 
venta de un nuevo product®. Por lo tamo, se neeesita saber c6mo determinar la tasa 
de cambio promedio de funciones quo mode Ian estas cantidades. De hecho, cl con- 
ceplo de tasa de cambio promedio se puede deft nil para cualquier funcidn. 


Tasa de cambio promedio 


La tasa de cambio promedio dc la iuncidny = f(x ' entre x = ay.r = fees 


cambio en v 

tasa de cambio promedto = ; £ - 

cambio cn .v 


fih)-/UO 
b ~ a 


La tasa de cambio promedio es la pcndieiUe de la recta secante entre x = ay 
x = b en la gtiifica de/*es dedr la recta que pasa ptvr(ti, /(a)) y (fr T /(/? ))u 



sfGrisI protegido por d^rschos tte sutoi 
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Figur* 5 

Ax) “ (x 


'3Y‘ 


Ejemplo 3 CalcuLo de la tasa de cambio promedio 

Para la funcidn f(x) * (x — 3)\ cuya gr&fica se muestra en la figura 5, encuentre 
la lasa de cambio promedio entre los pantos siguientes: 

a}*“ly*“3 b)^=4yjt-7 

Solution 


a> Tasa de cambio promedio — 


3 - I 

(3 - 3)* - (1 - 3) 1 


0-4 


I 


= —2 


b) Tasa de cambio promedio = * y — ±LJL 

(7 - 3 f ~ (4 - 3 Y 
7-4 

_ 16 - I 


CVrfittlcldn 

Empt^s f(x) = (* - 3) ? 


I7cfinfck5fi 

Emptes f(x) = (jc - 5 f 


Ejemplo 4 Ve loci dad promedio de un objeto en d iwewwo 

Si se deja caer tin objeto desde un ediftcio alto, ententes la distant ia que ha descen- 
dido despu£& de f segundos estd dada por la Funcitin d(t) = I6/ 3 . Encuentre su ve- 
locidad promedio (tasa de cambio promedio) ert los siguicnies intervalos: 

a) Entre [ s y 5 s b) Entre f”ayl = a + A 

Solution 


a) Tasa de cambio promedio = — 

t MS ) 2 - 16(1 ) 2 
5 - 1 

400 - 16 


CtefinNc4<$fi 


= I6r/ 


— % pies/s 


b) Tasa de cambio promedio = 


d(a + A) - d(a ) 

(o + ft) — a 

16 (o + fc) 2 - 16(a) 2 
[a + A) — a 

ISfa 2 + 2ah + h 2 — a 2 ) 

p*fltiiei£n 

Emplce^t) “ ISt 2 

Peru rft^y ffctorlce 16 

h 

i6(2ah + h 1 ) 
h 

gfmpiiflque e! numerator 

\6k(2a + h ) 
k 

Fattorlci h 

16(2^ + h) 
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La tasa promedio de cambio calculada en el ejemplo 4(b) se conoce como c&- 
cienie de difercncias , En cdleulo emplean los cuciemes de difcrcnciais para calcu- 
Ear las tasas de cambio mstantdneas. Un ejemplo de una tasa de cambio instantanea 
es la velocidad mosirada en el oddmetro die su automovil. Esia canibia de un inslan- 
te al siguiente a medida que cambia la velocidad del automdvil. 


Tiempo 

Temperatura (°F) 

3:00 a.m. 

33 

9:£XJ a.m. 

40 

1 0:00 a.m. 

44 

11:00 a.m. 

50 

12:00 MRPfODtA 

56 

1 flO I’M. 

62 

2:00 P.M, 

66 

3t00 pm. 

67 

4:00 PM. 

64 

5:00 P.M. 

53 

6:00 p.m. 

55 

7:00 p.m. 

51 


Ejemplo 5 Tasa promedio de cambio de temperature 

En la tab! a uparecen las temperatures extern as que un estudiante de ciencias ob- 
serv'd en un dfa de primavera. Trace una grafica de los dates y determine la tasa 
promedio de cambio de temperatura entre los siguiente s tiempos: 

a) ft:00 a.m. y 9:00 a.m, 

b) 1 tOG p.m. y 3;00 p.m, 

c) 4:00 P.M, y 7:00 P.M. 

So lu ci on En la figure 6 se muestra una grifiea de los dates de tempenAnra* Sea t 
el tiempo, meditfo en horns desde la medianodie (de modo que las 2:00 pm., por 
ejemplo, corresponden / = 14), Defina la funcitin F por 


F{t) — temperatura en el tiempo l 



, _ , . , temperatura a las 9 A.M. — temperatura a las & a.m. 

at Tasa de cambio promedio - * — — — — — — — — 

9 - g 

m - 

— 

9-8 

40 - 33 „ 

= T^F = 2 


Figure 6 


l*a tasa de cambio promedio fue 2 Q F por bora. 


, „ _ , _ i „ temperatura a las 3 P.M. - temperatura a las 1 P.M. 

b) Tasa de cambio promedio = — — y} — — — — — 


F{1 5) -F(13) 


15 - 3 3 

67 - 62 


- 2.5 


La tasa de cambio promedio fue 2. ST por hora. 


c) Tasa de cambio promedio 


temperatura a las 7 P.M. — temperatura a las 4 P.M . 
_____ 

f(19) - F(16) 

19 - 16 


La tasa de cambio promedio hie de easi -4,3 D F por hora durante este intervalo 
de tiempo. El si gnu negative indica que k temperauira dcscetidib. ■ 
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CAPfTULO 2 FuneiomaB 


Matematicas en el 
mundo moderno 

Ccmputadoras 

Durante sigjos Lis maquinas han 
sido discniKlu* para efcctuar Larons 
esptxtiicus Pur ejempflu, una la* 
vadora lava ki ropu. una lejedOnt 
iqje rnpa, una s.itinadorw sunu nu- 
meral. etc. La compuludora ha uarn 
biudo echJcj eso. La comptiiadora es 
la miquina que no hsee nad.i. hu-sta 
que recibe instmee tones snbre q Ltd 
hacer. Ast, su computadora puedc 
jugar juegov imzar imageries o 
cakular it has [a un mi I Ion dc citrus 
ded males; todo depende de qu e 

pmgramj (o Liihtrueciones,) 3e a 
la cnrnpuladcra. La eomputodn- 
ra puede hauer todo esio porqaa 
puede aueptur y canibiiLr dc niunera 
IbgiCa las insliUCciones ton bast 
en Eos dam entrance's, E>tu versa- 
lilidad hace a las compuludoras 
utiles en ca^i lodo aspects del as- 
fuerao ham Lmo, 

El nrniemtiiieo Allan Turini: 
describe de manera tebrica en 
La deeada de Eos marenm la idea 
dc u n j compuladora (vca.se La 
piigma 103) en lo que Hamo ana 
mdquirta universal. En 1945 cl 
matemAtico John Von Neumann, 
ampliando las ideas de Turing, 
conslmyd una de las prim eras 
cafflpuladoras electron i cas . 

Los matemAticos eoniimiafl ODD 
el desarrollo dc nuevas bases icdn- 
cas para e! di serin- de eninputudn- 
ras. El corazdn de !a corapuiadora 
ts el “chip", que es capar: de pro- 
ctor jnstnitcumes ILgicts, Para 
tener una idea de la complejidad 
del chip* considcrc que cl chip 
Pentium piene mas de 3.5 mil lories 
de dremtos- IbgscoL 


Las gruheas de la figura 7 muestran que si una tunc ion es creciente en un irner- 
valo, ententes la tasa de cambio promedio entre dos puntos cualesquiera ea positive, 
mientras que si una funcidn es decrecieiue en un interval entonces la tasa de cam- 
bio promedio entre dos piuilos cualesquicra es negativa. 


Vi 



-+■ 

a 


4 ► 

b ^ 


/ crocicnu: 

Tasa dc cambio promedio posiliva 

Figure 7 




Tasu dc cambio promedio ntgati va 


Ejemplo 6 Las funciones lineales tienen tasa de 
cambio constants 


Sea /(jf) = 3* — 5. Determine la tasa de cambio promedio de f entre los pantos 
siguientes. 

a) x = 0 y x — 1 b> x = 3 y jf = 7 c) x - a y x — a + A 


l,Qu^ conctusidn puede saear de sus respuestas? 


Solucibn 

a) Tasa de cambio promedio 


/to - m 

i - 0 


{3*1 -5) -(3-0-5) 
l 


(-2) -(-5) 

I 


= 3 


b) Tasa de cambio promedio - 


/(7) -f{3) (3*7 — 5) — (3^3 - 5) 

7 “ 3 4 


16 - 4 

= — = 3 


c) Tasa de cambio promedio = 


f(a + h) - f{a) = [3(a + h) -5] ~ [3 a ~ 5] 
(a +• h) - a h 

3a + Ih - 5 - + 5 _ 3A 

ft h 


A1 parecer la tasa de cambio promedio siempre es 3 para esta funcidn. De hecho, el 
ineiso c) provee la tasa de cambio entre dos puntos arbitrarios x = a y x = a + h 
es 3, m 


Como indica el ejemplo 6, para una funcidn lineal /(j) = mx + b r la tasa de cam- 
bio promedio entre dos puntos cuaJesquiera es la pendiente m de la recta. Esto con- 
cuenda con lo aprendido en La seccibn 1J0, que la pendiente de una recta representa 
b tasa de cambio de v con respecto a .x. 
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Ejercicios 


;«iC 


1-4 » Se da fa grdficade una funetin. Determine I os intervals 
en los que la funcion es a) credenle y b} decreeiente. 





^2 5-12 ■ Se da una funcion /, 

a) Emplee un disposjtivo de graficactbn para irazar la grffica 
de /, 

b) Express' dc forma aproximada los intervalo* cn los que / es 
tree tenIC y en los quo / os dctrcciCntc. 

5. f(x) = x* 

it /(■*) = 4 - x 2 * 2 

7* f(x) — x 2 — 5,r 

8, /( jc) = jr 3 — 4 jt 

% f(x) = 2x l - 3x 2 - I2x 

10. f(x) = x* - I6r 2 

1 1* /( Jt) = J s +■ 2 jt 2 — x — 2 

12. /( x ) = x * - 4r + + 4v - 3 

13-16 ■ Seda la grafica de una funcidn. ITeterm ine la tasade 
eumbio promcdio de la funcidn entre los valorem mdicados de la 
variable, 





16, 



17-28 ■ Duda una funCitin, determine la lasade cam bio proine- 
dio de la ftincitin entre los valorem dados de la variable. 

17. f(x) = lx -2; x ~ 2, x = 3 

18. = 5 + |x ,t — I, JC = 5 

19 . 6 (/) - r + 2i; t = - 1 , / = 4 

20. f{i} - 1 - 3z=; j = “2,j = 0 

21. /(jf) = jc J - 4 jc 2 : x = 0.x = 10 
12 . f(x) = x + jt *; x ■■ - 1 ,jc = 3 

23. /(jt) — 3.r 2 ; je = 2, j = 2 + h 

24. /(je) =? 4 — jt 2 ; .t = 1* jet = 1 + h 

25. p(*) = ^ Jf = fa* = a 

26. p(j) - ; x = 0, v = h 

JC i I 
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CAPITULG 2 funcionas 


2 

27. /(f) = y; t = a„ t = ti + h 
2S. /(t) = Vj; t = a, f — a -+■ h 

29—30 ■ Se da una funeibn lineal. 

a) Bncueirtre la lasa de camhio promedio de ia fmtcibn entre 
jt = ayjf=fl + A, 

b) Muestre que La tasa de camhio promedio es la misma quo la 
pendienlc de la recta. 

29. /{j) = !* + 3 JO. ^(jr) = -4 a + 2 

Aplicaciones 

3L ISJivelos de agua eambiantes En la grifica se observa Ja 
profundidad del agua IV cn un deposito cn un periddo dc un 
Liifi o. corny una funcidn de] numcro de duts x desde el 
cymicnzo dc I any. 

a) Determine los intervalos en los que la t'uneibni IV es cre- 
cienle y en lew que es decredenle 

b) f ,Cuji] es la lasa de eambio prumediy dc IVcnine 
x — lOOyjr = 2007 



32. Credmi e n*& v d*srn mi * cid m pqbl ado n a I En ] a griific a 
se enuestra lapobhcibn Fen una pequena ciudad industrial 
de 1950 a 2000. La variable x rcprescniu cl mimem dc 
anos desde 1950. 

a) Determine kw Lntervalos en los que la funcicin P es cre- 
ciente y en los que es dccneeicnte. 

b) Jr Cuil cs la tasa de camhio promedio de P entire 
x = 20yx “ 40? 

t) Interprete el valor de ]a tasa dc camhio promedio que 
encontrb en cl inctso b). 

P 



Jj. Creci miento y dtsminucibn poblacional En la labia se 
da la poblacidn cn una pequena comunidad coslera para el 
periods 1997-2006. Las eifms mostradas son para cl 
prtmefo de enero de cada aiio. 

u> tr Cual Luc la tasa de camhio promedio de la poblackSn 
enlm 1998 y 2001? 

1>) ^Cu&l fue la tasa de camhio promedio de la poblacibn 
enire 2002 y 2004? 1 

cl ^Para que periodo III poblacibn fuc crecicnie? 
d) t.Para que periodo La poblacibn fue decree Lente? 


Ano 

Poblacibn 

mi 

624 

1998 

856 

1999 

1 336 

2000 

1578 

2001 

159! 

2002 

1483 

2003 

994 

2001 

826 

2005 

80 L 

2006 

745 


34. Velocrdad de carrera Un fiombre cottc atrededor dc una 
pista circular de 2C.RS in, Un nbcervador cniplea un 
crordmetro para registrar el tiempo del corredoral final de 
cada vuelta. y obtiene los datos dc Ja tab! a siguiente. 

h 1 es la vekeidad (rasa) promedio del htrmbre enire 

68 s y 152 s? 

h) <,Cudl es la vclocidad promedio del hombre entne 263 s 
y 412 s? 

c| Calcule la velocldad del hombre para cada vudta. ;,Baja 
su velocidad + aumcnla o pcrmanccc conslante? 


Tiempo (&) 

Distanda |m| 

32 

200 

68 

400 

108 

600 

152 

800 

203 

loon 

263 

1200 

335 

1400 

412 

1600 


35. Ventas d» r&productor de CD En la labia sc mueslra cl 
numero dc icprtiductorcs dc CD vendidos en tiendas pe- 
quefias de apaiatos electronic os en los aflos 1993 a 2003. 
la) ^Cual es la lasa de camhio promedio de ventas enire 
1993 y 2003? 


I 


mal 


□IE 


Jo por d erect i os de 


or 
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b) ( ,Cud] es la tasa de cambio promedio de ventas nitre 
1993 y 1994? 

c) iCuil es la tasa de cambio promedio de ventes entre 
1994 y 199*? 

d) ^Entre qu£ par de an os sueesivos se inenementamn con 
mis rapidez las ventas de reprodcctores de CD, Jismi- 
nuyeron con mis rapidez? 


Ado 

Re-prod ucto res de CD vendidos 

1993 

512 

1994 

520 

1995 

413 

1996 

410 

1997 

468 

1998 

510 

1999 

590 

2000 

607 

2001 

732 

2002 

612 

2003 

584 


36, CoEeccidn de libras Entre 1980 y 2000, en orfflccteokta 
de libros raros compra libras para su coiecddn a una tasa de 
40 libra? par aflo. Use «ta infarmacidn para completer la 
labia siguiente. (Hay que obserar que fat tan los dates para 
algunos anosj 


Arid 

Numera de libras 

1930 

420 

1931 

460 

1982 


1985 


1990 


1992 


1995 


1997 


1998 


1999 


2000 

1220 


Descubrimiento - Debate 

37. Carrera de TOO metros Uiubcsnn de 100 m terminaen. 
tin cm pate triple por el primer Jugar. En la grifica se mues- 
tra la distancia como una fnncidn del tiempo para cada uno 
de los tuts, gunadorcs. 

a} Halle la veloddad promedio para cada ganador. 


bj Describe las diferencias entre la manera en qne los tres 
corredores corren la competeneia. 



38, Tasas de Cambio variables: COnCavided En las dos 

lablas y gr41 icas se dan las distance que recorre un m- 
tomdvil de cameras durante porciones de 10 s de una com- 
peteadn* En cada caso. caicule la vdocidad promedio a la 
que viaja el automdvil entre los primes dc datos observados. 
lLa. velocidad es erccieme o decreeieme? En otras palabras. 
^cl aulomdvil acelera o desacetem en cada u no de estos in- 
tervahw? ^Cdmo la forma de la grtilka indica si d automd- 
vil aecleni o de&acelera? (Se dice que la pritnera grSfica es 
edneuva hacia aniba y la segunda es ednettm haem abajo , ) 


Tiempo 

(s> 

Distance 

(pies> 

0 

0 

2 

34 

4 

70 

6 

1% 

8 

490 

10 

964 



Tiempo 

(el 

Distance 

(piesi 

30 

5208 

32 

5734 

34 

6022 

36 

6204 

38 

6352 

40 

6448 

i 



3M. Fund ones que son siempre creeientes o decredentes 

Qosqueje las grtiftcas aproximadas de funciones que esten 
deliridas para los adman reales y que exhibert el compor- 
tamiento mdicada (a ex pi i que par que es imposible el coni' 
portamiento). 

a) f es creciente siempre y /(jr) > 0 para toda x 

b) f et decreciente siempre y /{jc) > 0 para toda x 

c) / es crecicnle siempre y f(x) < 0 para toda x 

d) / es decreciente siempre /(*) < 0 para toda x 
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CAPfTULO 2 f unciones 



Transformaciones de funoiones 


En esta section se estudia cbmo ciertas transformaciones de una funeion afectan su 
grlhca. Esto proporciona una mejor comprensibn de c6mo graficar funciones. Las 
transfonoadofles que se estudian son desplazamiento, reftexidn y estirartiieuto 


Desplazamiento vertical 

Sumar una eonstante a una funeidn desplaza su grdfica cn direccidn vertical; hacia 
arriba si la constante es positiva y hacia abajo si es negative 

Ejemplo 1 Desp I aza m temo s verl i cal es de g raf teas 

Use la grafica de /(*) = jr 2 para trazar la grdlica de cada funeion. 
a) - x 2 + 3 b} A(jt) = x 2 - 2 

Solo cion La funcidn /(j) = x 1 se grafted en el ejemplo 1 (a), seccion 2 . 2 , Se 
traza de nuevo en la figura 1. 

a} Observe que 

gw = * 2 + 3 = m + 3 

Asf que la coordenada y de cada punto sobre la grafica de g estd tres unidades arriba 
del punto correspond iente sobre la grafica de /. Esto signifies que para graft car 3 se 
desplaza la grafica de / hacia arriba tres unidades, como en la figura l , 



unidades, como se muestTa, ■ 


RccucrJc que b gnllica dc la funeion / 
es b misma que la grille* de b 
ecuacinn y = f{x). 


En general, suponga que se conoce la grihea de y — f(x)> Cdmo se obtienen de 
dsta Las graticas de 

y ~ f( x ) + c y y- /(*) - c (f > 0) 

La coordenada y de cada punto sobre la grafica de y — f(x) + c esti c unidades arri- 
ba de la coordenada y del punto conrespoiidiente sobre la grdfica de y — /(x), Asf, la 
grdfiea de y = /{ j) + c se obtiene simplemente al desplazar c unidades hacia arri- 
ba la griiftca de y - /(x). De manera similar, se obtiene la grdfica de y = f(x) — c 
al desplazar c unidades hacia abajo la grafica de y - f(x). 


aterlal prolegido ppr cterechos do aul 
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Despfazamiento& vertical es da 


Suponga que c > 0, 

Para gjfcficar v = f{x) + c, desplace 
de v - f(x). 

Para graficar v — f{x) - c. despbce 
v = f(x). 



graficas 


unidudes bacia arriba la grffka 
uniiiades bacia abajo la grifica de 



Ejemplo 2 D espl a za mientos ve rt ica f e s de g raf icas 

Use b gtltfka de /(*) — x* - 9j, que se (razd en e! ejemplo 12, seccion I .8. para 
bosquejar la grafica de cada funcidrt. 

a) g(x) = jr 31 - 9* + 10 h) k(x) - jt 3 — 9a - 20 

Solucion La grdfica de / .ve traza de nuevo en la figure 2 , 

a) Para graficar $ la gr^fica de / se desplaza 10 unidades hacia arriba, cornu se 
muestra 

b) Para graficar h la grafica de / se desplaza 20 unidades hacia abajo, como sc 

nines tra, 



Desplazamiento horizontal 

Suponga que se cornice la grefica de y - /(*), <,C6mo se emplea para obtener las gr£- 
ficas de 

>’ = f(x + c) y y = f(x - c) {c > 0) 

El valor de f(x - e) en jt es el niismo que el valor de /(j) en x — c. Puerto que 
x — c esta c unidades a la izquierda de x, se deduce que La grafica de y = f{x - c) 


Material proE&gido por dereohos de aulor 
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es la grdfica de y = f(x) desplazada a 3a derecha c unidades, Con un razonamiento 
similar se demucsira que ]a grifica de y = /( x + c) es la grafiea de y - f(x) des- 
plazada a la izquierda c unidades. En el cuadro siguiente se resumen cstos hechos. 


Desplazamientos horizontales de graf icas 


Supongase que c > 0. 

Para graft car y - /(* - c). displace la griifiea dc y - /(*) a la derceha e 
unidades. 

Para graft car y = fix -He), desplate la goalie a de y - /(t) a la izquierda 
c unidades. 




Ejemplo 3 Desplazamientos horizontales de graficas 

Use la grifica de /(j) - x* para trazar la gr&fica de cada ftuicidn, 
a) = (* + 4) 1 b) h(x) = (jt - 2f 



Solution 

a) Para grail ear y, la griliea de / sc de&plaza 4 unidades a la izquierda. 

b) Para graft ear h, la grafica de / se desplaza 2 unidades a la derecha. 

Las grfflcas de g y h se bosquejan en la figura 3, 



Ejemplo 4 


Combination de desplazamienfos horizontales 
y verticals 


Bosqueje la grdftca de f(x) = Vr - 3 + 4. 


Solution Se empieza con ta grtffica dc y = Vx (ejemplo 1(c), secddn 2.2) y se 
desplaza a la derecha 3 unidades paraoblener lagr£fica dey = Vx — 3, Luego, la 
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grdfiea resultants: se despJaza 4 unidades haeia Eirriba para obtener la gr&fiea de 
f(x) = Vx - 3 + 4 niostrada en fa figura 4. 



Reflexion de graficas 

Supofiga que se conoce la grtffiea de y - /(*), <,Cdmo se emplea para obtener las 
graficas de y = - /(.r) y y = /( — jr)? La coordenuda y de cada punto sobre la gr^fica 
de y = -/(f) es simple mente e] negative de la eoordenada y del panto coirespon- 
diente en la gralicy de y ~ f{x). Pur to tan to, la grdfica deseada es 3a reflexion, de la 
grsifiea de y = f(x) en el eje x, Por otro lado, el valor de y — f(~x ) en jres el mis- 
moque el valor de y - f(x) en —a por consiguiente, la grafica deseada Eiqm' es ia re- 
flexion de la grilica de y — f(x) en el eje y. En cl euadro siguientc se nesiimen cstas 
observaciones. 



Figura 5 


Reflexion de graficas 


Para graiiear y - -fix ), refleje la grdiica de y = f(y) en el eje x. 
Para grafiear h - /(— .v), refleje la gnifiea de i - f(.t ) en el eje y. 



Ejemplo 5 Reflexion de gr&ficas 

Trace la gniiica de eada funddn 

(a) f(x) = -x 1 (b) g(x) = V 3 * 


SoluciAn 

a) Se empieza eon la graliea de y — x 2 . La grafica de /(x) — — x 2 cs la graiica dc 
y — x 2 reflejada en el eje x (vtasc figura 5). 


Material protegfdo per dereehos de autor 
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b) Se inicia con la grafica de v — Vx tejemplo J(c) en la section 2,2). La grafica 
de g(x) = V— j es la grafica de y = V.i reflejada en el eje y (v£ase figura 6). 
Note que el dotninio de la funcidn #(x) — V - xcs{x | x 5 0}. 



Estiramiento y acortamiento vertical 

Suponga que se eonoce la gr4fica de y = /(x) + ^C6mo se usa para obtener la grafica 
de y — cf(x)2 La coordenada y de y = c/(x) en x es la misnna que la coordenada y 
correspondiente de y = f(x) multi plicada port. Multiplicar las coordenadas y pore 
dene el mismo efecto de alargar y acortar verticalnienie la grifica per un factor de c. 


Estiramiento y acortamiento vertical de graficas 


Para gralicar y = cf[x ) : 

Si r > I . al argue verdcalmente la gralica de y = f{x ) por un factor de c. 

Si n c < | , acortc veitkalmcTUe la grafica de y - /( v) por en factor de c* 




Ejemplo 6 Estiramiento y acortamiento vertical 
de graficas 

Use la grifica de f(x) = x 2 para irazar la grtSfica de cada funcidn. 
a) g{x) = lx 1 b) ^i(x) - jx 2 



Sol u cion 

a) la grSfica de ^ se nhlienc al mill li plicae la coordenajda y de cadu punto sub re la 
griitiea de / por 3. Es decir. para obtener la grdfica de g se alarga la grafica de 
/ vertical mente por un factor de 3. El resultado es la parabola mas esirecha en 
la figura 7. 

b) La grafica de h se obtiene al multiplicar la coordenada y de cada punlo sobre la 

grafica de / por y . Es decir n para obtener la grtffka de h sc acorn vertical mente 
la grafica de / por un factor de y. El resultado es la paribola mis amplia eti la 
figura 7 ► ■ 


En el ejemplo siguiente se i lustra el efecto de combinar dcsplaiannientos^ refie- 
xiones y estiramiento. 


Lterial proteqido por derochos dc 
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Ejempfo 7 Combi natron de desplazamiento, 

estrramiento y reflexion 

Bosqueje la gr*UiCP tie h funcidn f(x) = 1 - 2(x - 3)\ 

Solucion Comenzando con la grafica y = x 2 . se desplaza primero a la derecha 
3 unidades para obtener la grtilka de y = ( r r — 3) 31 . Luego se refleja en el eje x y se 
alarga por un factor de 2 para obtener la graiica de y = — 2.(x — 3) J . For ultimo, 
se desplaza 1 unidad hacia arriba para obtener la grlfica de /(x) = l - 2(x — 3) 2 
mosLrada en la figura 8. 



Ahora abordaremos el acortamienlo y alaigam lento horizontal de grtffkas. Si se co- 
noce la grafica de y — f{x) y entonces ^.cdnio se relaciona la grifica de y = /(ex) con 
dsta? La eoordenada y de V — /(ex) en jr es la inisma que la eoordenada y de y = f(x) 
en cx. Asf, las coordenadas x en la grafica de y — /(x) corresponds a las coordena- 
das x en la grafica de y = f{cx) multi plicadas por c. Constderado de otro mode, se 
puede observar que las coordenadas x en la grifica de y = f[cx) son las coordenadas 
x en la grlfica de y — /(* ) mill dpi icada por l/c. En otras patabras, para eambiar la 
grafica de y — /(x) a la grafica de y — /(cx). se debe acortar (o alargar) la grdfica ho 
rizontainiente por un factor de l/c, como se resume en el cuadro siguiente. 


Acortarniento y alargamiento horizontal de graftcas 


La grafica de y - /(ex): 

Si c > t, acorte La grafica de y - /(x) horizontal merle por un factor de l/c. 

Si 0 < c < 1. nlargue la grafica de v = /( v l horizontal rue me por un factor 
de l/c. 



c > I 


0 < c < 1 
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Sanya Kovalevsky C 1 850- 1 89 ] ) es 
considerate L matemiilica mas 
important del dglo xix, Naeifi en 
Mnst-ii t-rt una Camilla aristberaia, 
En m infancia concur id el calculo 
de una man cm muy unusual, su 
recimara fue tapizada temporal 
mente con las pa tunas dc un libra 
de cikulo. Ella e sen bid cfcspue^ 
que "pasd much as linrus enfrenie 
de esa pared, cratandn tie enten- 
deria’\ Puesto qae la ley msu pro 
bitua a las mujeres estudiur en la 
umversidad, kivo wn casamkrtlo 
de eonvenkaieia. sine le permitib 
viajftf a Alemania \ obtener un 
doctoreulo en matemdticas de la 
Ufliversidad de Gottingen. Final- 
menle nhtuvo una plaza dc pm- 
fesor dc Eicmpo complete en la 
univervidad dc Estoculmo, donde 
ensenb durante ucho aftevs. antes 

dc irturir tie influenza a In utt.it! de 

4] iinos. Su investigation fuc util 
para eoloedi sobre una base soli da 
y l^giea las idett-s y apltcarionc* de 
las funciones y el cdlculo, Recibio 
i nuchas distinciones y premies por 
su irabajodc invcsiigacibn. 


Ejemplo 3 Alargamiento y atortamiento horizontal de graficas 

La gralica de y = f(x) se muestra en la iigura 9. Trace la grifica de cada funcibn. 
a) y = f[2x) b) y = jf^x) 



Solution Con base en los principles descritos en el cuadm preeedenle, so oh- 
tienen las gratieas mostradas en las ti gurus 10 y I I. 



Figura 10 Figura 11 

y ~ f( 2x ) y “ /(!*) 


Funciones par a impar 

Si una funcibn / satisface /(-.*) = f(x) para todo numero.i en su dominio, entonees 
/ se llama Funcibn par, Por ejemplo, la funcibn f(x) = x 2 est par porque 

f{-x) - {-x) 2 - (- 1 )V = x 2 - f(x) 

La gr^fica tie una funcibn pares sim^trica con respectoal ejey (vease Iigura 12), Es- 
to significa que si se ha trazado la gralica de / para x ^ 0, ententes sc puede obtener 
la gralica completa simp] erne me reflejando esia porcibn en el eje y. 

Si / satisfaee f(-x) = ~f(x) para lodo numero jt en su dominie, emonces / se 
llama funcibn impar. For ejemplo. la funcibn /(jt) = x* es impar porque 

/(-*) = (-jt) 1 ={-i)V = -* 1 = -/(v) 

La gmfica de una funcibn impar es simetrica con respecto aJ ohgen i vea.se figura 1 31. Si 
se ha iruzado la gralica de / para.r ^ 0. entonees se puede obtener la gritica eompleta 



/(j) " Jt 5 es una funclftn par. /(.t) = x J un;s fanci^n impar. 


ial 


>tRgi< 
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Figure 14 


si se gin esta pone ton 1 80 " respecto a! origen. (Esu> es equivalent* a reflejar primero 
en el eje x luego en d eje y .) 


Funciones par e impar 


$£a / una lunciim. 

/ es par si /(-.*■) - /(*) para toda x en el dominie de /. 

/ es Em par si /( —x) = -/(*) para Unla x en d dominio de / 



La gntfka de una runeitin par 
e* sim^ic a con respeclo at eje v. 



/M 


La palica Lie ana funeiOn impar es 
simelrica con respecto al origan 


Ejomplo 9 Funciones par e impar 

Determine si las func lories son pax, impar o m par ni impar, 
a) f(x) — jc 3 + x b) g(x) = 1 — Jt 4 c) A(jc) - 2v — j 2 

Solucidn 

a) f(-x) = (-x)' + (-x) 

— — x 5 - X — — (x* + x) 

= -fix) 

For lo tan to, / es ana funcirin impar. 

b) 3(“4 = I ” - ! “ x* = 3(4 

For lo tanto g es par, 

c) ft(-Jf) “ 2 {-j) — (-jc)' 1 “ - 2 * - x 2 

Puesto que Jt(-jt) # ft(jr) y h(— x) ^ se conduye que h no es par ni 

impar. * 

Las grdficas de las func tones del ejemplo 9 se muestran en la figure. 14. La grifi- 
ca de / es simetnea respecto a! origen, y la grifica de g es simetrica con respecto al 
eje >L La grifica de k no es simetrica respecto al eje y o al origen, 

2.5 JU) * Jf 
/ 

■r j/ 

.75 — — i— ^ + 1 .75 —2 

f 

Jr 

/ 

—2.5 
a) 
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2.5 



-2.5 m- l - X* 

b) 


2.5 


/r(jr i = 2 j - x* 



2.5 
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MB Ejercicios 


MO ■ Suponga que se da la grafka de/. Describa c 6 mo ae 
jiuede obtener la grftfica de cad a funcion a partir de la grdftca 
de/. 


l. ») y = /(*) - 5 

Z. a) y = f(x + 7) 

3. ») >■ = f{i + 5 ) 

4. a) y = — /(Jt) 

5. ■) >• = -2f(x) 

6. >1 v = -/(*) + 5 

7. *) y = f(x - 4) + l 

S. •> 7 = 2 /(jt + 2 ) - 2 
7. a> 7 = /(*.) 

1 #. a) y - -/( 2x) 


b> y - /(-* - s) 

b> y = /(*) + 7 

W 7 = JM + i 
b) y = /(-.*) 
b) y = - 3 /( 1 } 

» y = 3fix)-S 
b) y = fix + 4) - l 
W 7 = 2/(x- 2) + 2 
W 7 = /(Jj) 
b) y = /( 2 i) - I 


11-16 ■ Se dan las. graficas d e f y g. Encucntre ima formula 
para la Funcitin 



13, 



14. 





17-18 ■ Se da la grdfica de v = /(j). Compare cada eeuacidn 
con su grifica . 

17. ft) y = /(* - 4) b) y - f(x } + 3 

c) v = 2 f{x + 6) d) y - 



Material protegido por derechos de aulor 
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ft) y - 5/( J ) 

c ) y - fix - 4) + 3 


b) y = -f{x + 4) 

d) y = f{-x) 




19, Se da la gi&fica de /. Bnsqueje las gnShcas de las si guicntes 
fundones, 

*) y = /(* “ 3} b) y - /CO ~ 2 

C) y m 2/{x) 6 } y - -f{x) 4- 3 

t) y - f[-*) n y^ifix- 1) 


20* Se da k grSfiea de g< Bosqueje las grificas de las siguientes 
funriones. 


*) y * 0(* + 0 

0 y * - 2) 

el y ^ -?(j) + 2 


b) y = ~g(x + l) 
dl y = g{x) - 2 
f)j = M*) 



de los puntos. 


b) 


Use la grdfica de / para trazar las gn&fieas de las si- 
guientes funciones. 




iii) y « 


2 

x + 2 


iv) y - 1 + — r 
x — 3 


22. a) Bo&queje la graika de ij(x) = X x graftcando los puntos. 

b) Use La grilka de y para [razor las griftcas de Las si- 
guicnlcs fuiiciunes. 

i) y - Vx=2 ii) y - VxTl + 2 

iLi) y * 1 - iv} y - 2 ^K 

23—26 * Expliquc cOmo se obricne la graika de y a partir de la 
grSfica de /. 

23. a)/^}=x J , g{x) = (x + if 
b) f{x) = x 2 . g(x) - x 2 + 2 

24. a) f{x) = x \ g(x) = (x - 4) J 
b) /(x) = X 3 , ff(x) - x 1 - 4 

25. a) /(x) = Vx, p(x) ■» 2Vx 

bj /fx) * Vx* ffCO - | Vj - 2 

26. a) /(x) “ |x|, p(x} “ 3| xf + I 
b) /(*) = \x\ r g(x) = -|j+ I | 

27-32 ■ Se da una funcidn / y se aplican a ^u gr^fica las trans^ 
farmaciones indieadas (en el orden dado). Escriba Jaceuackon 
para la grifica transformada final. 

27. /(x) = x a ; desplace hacia arriba 3 imidarfes y 2 uitidades a 
laderecha, 

28. f(x) — x*; desplace hacia aba jo I untdad y 4 unidaden a la 
izquitrda. 

29. f(x) = Vx; desplace 3 unidadcs a la izquierda, alargue ver- 
dcalmente por un factor dc 5 y retlejc cn d eje x. 

30. /(x) = X^x’ leflejie en el eje y, acorte verticalmenie por un 
factor de : , y desplace hacia arriba ' unidadcs. 

31. /(x) = | x | ; desplace a la derecha : unidad, acorte vertical - 
mentc por un factor de 0. 1 y desplace hacia abajo 2 
unidadcs. 

32* / (x) - | x | : desplace a la izquierda I unidad. a I argue verb- 
calmcnte por un factw de 3 y desplace hacia arriba It) 
unidades. 

33^48 ■ Bosqueje 3a grifica de la funcidn, no Tnedianie la graft - 
cacidn de punins. sino iniciando con la grdhea de una t uncidn 
estindar y aplicando transformaciones. 


33. 

/{*) 

= (X - if 

34. 

fix) 

= 0 

r + 7) 2 

35* 

iM 

it 

i 

"M' 

+ 

Ki 

36. 

m 

- i 

-x 2 

37. 

f{x) 

= x ? + 2 

38. 

S(A 

= - 

'X 3 

39, 

y = 

L + Vx 

40. 

y “ 

2 - 

Vx + 1 

41. 

y = 

iX^+4 - 3 

42. 

y “ 

3 - 

n* - 1) 5 

43. 

y = 

5 + (x + 3) 2 

44, 

y ® 

k 

- 1 

45. 

y = 

Ul -i 

46. 

y - 

|x - 

-11 

47. 

y = 

|x + 2 1 +2 

48. 

y ~ 

2 - 

1*1 
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j 49-52 ■ Grafique las funciones en la misma pantalla con el rec- 
tangulo de vision dado. ( ;C’6mn sc relaciona cada gratica con la 
grifica del jneiso a)? 

49. Rectingulo de vision [-8, 8] por [ - 2, 3] 
a) y - SJS b| y « t&e + 5 

c) y ~ 2<&Tl 4} y - 4 + 2 ^£xT"S 


50- Rectingulo de visidn [-8, 8] por ’ -6, 6] 

i) y = |jt| M y = -|j| 

y ” -3|*l 4) >■ = -Jjj; - 5 j 

51, RecE&ngu to de v isidn [-4, 6] por [ -4, 4] 

*> y-x* b) y = \ x» 

t) y=-u s <*) jr = — K* - 4)* 


52» Rectingulo de vision [—6, 5] por [-4, 4] 


„> y „J_ 


c) y 


\ 


2VxT% 


b) y — 
d) y = 


1 


Vx + 3 

I 

2VxT3 


- 3 


53. Sc da la grifica de g , UlUfcela para graficar cada una de las 
siguientes funciones. 

*) y * 9( 2x ) b) y =» ${ix) 





57-58 • Use la gritica de /(j) — [xj tiescriia en las paginas 
J 62 a 1 63 para graficar la furtcidn indicada. 

57. y - \2x) 58. y - [\x\ 

II 59. Si /(x) - V2x - x\ gratique las siguientes funciones en 
el rectingulo dc vision f-3 t 5] por [-4, 4], iCGmo se rela- 
dona cada gr&tiea con la del ineiso a)? 

a) y = /(x) b) y - /( lx) c) y * /(Jx) 

a if 60. Si f(x) — V'lx - x J , gndique las funciones siguienles en 
el rectingulo de visidn [—5, 5] por [-4. 4J. ^COrno sc rcla- 
ciona cada grilica con la del inc iso a)? 

a) y ~ f{x) b) y = /(-x) c) y = “/(—Jr) 

d) y - /(— 2x) e>y = fHx) 

61-68 ■ Determine si la fiincidn / es par. impsi o ninguna. Si / 
es par o impar. use la simeiria para bosquejar su griiica. 

61, /O) - x _i 62. /(x) = x" 3 

63, /(x) = x 2 4- x 64. /(x) — j* ~ 4x 2 

65. fix ) = a' - x 66. fix) = 3x 3 + lx 1 + l 


54, Se da Ea griEica dc k. Utilkcla para graficar cada una dc las 
funciones siguientes., 

a) y - fi(3x) b) y = Aft*) 



55-56 ■ Se da la grifica de una funcidn ddinida para x ^ 0. 
Complete la gr&ftca para x < 0 para constant 

a) una ftmddn par 

b) una funcidn impar 


67, f(x ) = I ~ \^x 68. jf(x) — x + 

69, Sc muestran las grificas de jf(x) = x 2 — 4 y 

p(x) - | x 2 - 4 | . Explique edmn se obtiene la grifica de g 
de la grifica de /. 




atonal pi oiqqicJo pci dci echos do j. 
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70. Sc mucstra lagrAlicade/^rj = jl 4 — 4v\ Use csiagralka 
para trazar la gralka. dc ^(x) — | x 4 — 4x l | . 



71-72 ■ Bosqueje la grafica de cada fimeiftn. 

71. a) f(x) *» 4* - x 1 b) ff[x) = |4c - x - \ 

72, a) f(x) = Jr* b) tf(x) = |x J | 

Apt icaci ones 

73^ Crecimiento de las ventas Las vcntas umiaks dc data 
compaJtfa st puetkn modelar medimlc la funci(5n 
/(r) = 4 + 0.0 1/ 5 . donde r represent tos aflos dcstJe 1990 y 
m se nude en mi Hones de dfilares,. 

a) ^Quc upcracinnc* dc dcsplazamicnto y acartamicnto se 
deben efeuuar en la funciun y = r para obtener la fun- 
cidfl v = /(f)? 

h j Suponga que desea que f represente los aftos desde 
2(KK3 er vez de 1990. ,',Que transfonDOcitin tendria que 
aplicar a La funuOn y = /(f) para llcvar a eabo csto? 
Escriba la nueva iMf^ciyVn >■ = #(f) que results de esta 
transferrin ritin. 


74. Escalas de temperatura cambiantes La temperatura 
cn cktta Lardc st mode La median Lc la funcidn 

C{t) = Jr 3 + 2 

donde t represents h lu lls de spues de Las 12 del dm 
(0 ^ f ^ 6) y C se midc en °C. 

a) Jr Qu£ operae tones de deiplazamtento y decrecimiento 
se lieneii que desanrollar en la fundbn y 3 r 1 para 
oblener la funcidn y = C(f)? 

h) Supomga que en cambio dcsea iticdir la temperas ura en 
°F. trnnsfoimacidn tendria que upbear a la funddfi 
y — C(/) para llevar a eabo esto? (Use el hecho de que 
la relation entire grades Celsius y Fahrenheit esta dada 
porF = lC + 32.) Escriba la rnieva funcitin y = F{f) 
que results de esla Iran st'ormau ion. 


Descubrimiento * Debate 

75. Soma* d& funcion&s par e impar Si / y g son Fun- 
eiones pares, jj + g es necesariamente par? Si ambas son 
imparts, ( vsu sums es necesarianteme impar? iQu£ puede 
deck hh bi de la sums si una cs impar y una es par? En 
eada caso, demuesire m respuesta. 

^6. Productos de funciones par e impnr Comeste las mis- 
mas ptegantas qne en d ejercicio 75. es,eepio que. esta vez 
cfln.sidere e! pmtiueto de fy g en lugar de k su ma. 

77. Funciones exponenciales par e impar £Qu6dcbe ser 
cierto acerca del entero n si la funeidn 

m - x 4 

es una funeidn par? ^Si es una funeidn impar? ^Por qu^ con^ 
sidera que se eligieron los rombres '"'par 1 ' e "impar" para es- 
tas pmpiedades de funcLOn? 


Funciones cuadraticas; maximos y minimos 


Urt valor mixinrto o mitiirrio dc una funeidn cs el valor mds grande u mAs pecjuefio dc 
la functim en un intervalo. Para una funci^n que represent la ganancia en un nego- 
cio, se estiina interesadoen el valor maximo; para una fund on que represents la can - 
tidad de materia! en un proeeso de manulaetura, se estufa interesado eu el valor 
mini mo. En esta section se apnende c6mo hollar los valores max i mo y minimo de 
funciones cuadraticas y otras, 


Material protegido por derechos ae autor 
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CAPlTOLO 2 FuniciOries 


En la seceibn t .5 st i:\plica coma 
campleLir el cuadrado. 


f{x) = l(t ~ 3? + 5 


Graficacion de funciones cuadraticas 
usando la forma estandar 

Una fun cion cuadrdttca es una funcibn / de la forma 

/{je) = ax 2 + &.* + c 

donde a.by c sou numeral rates y a =A 0, 

En particular, si sc toitia n = 1 y 6 — c — (X sc obtieue la funcidn cuadrutica sim- 
ple f(x) — x 2 cuya grdfica es la parabola que se dibujben el ejemplo l de la seccibn 
2.2, De hedio, la gritica de cualquier funcibn cuadrbtiea es una parabola; se puede 
obtener dc la gnifiea de /(x) — x 1 por las ttatfsfbitnaciones dydas en la seccibn 2,4, 


Forma estandar de una funcibn cuadratica 


Una funcibn cuadnitica fix) = a.v' + hx t c se puede expresar en la forma 
esiaiidur 

/(j) = a{x -hf + k 

oompletando el cuadrado La gratica de / es una parabola con vertice (h r k); 
la parabola se abre had a arriba >i a > 0 o hacia abajo si a < 0. 




Ejemplo 1 Forma estandar de una funcion cuadratica 

Sea f[x) - 2j 2 — 12j + 23, 

a) Exprese / en la forma estindar. 

b) Bosqueje la grade a de /, 

Solucion 

a) Puesto que el coedciente de jr no es l„ se debe factorizar este coedciente a partir 
de los rdrminos re lac ion ados con x antes de eompletar el cuadrado. 

Factonce 2 d; toe tfirmimefe er: * 

CbmpirMi d cuadr&dcr, sume 9 dcntro 
dd par^ntreiev reete 2 - 9 fvera 

Faetorlcey elmpllfistufi 


/( x) = 2x 3 - iZx + 23 

= 2{x> - 6x) + 23 
= 2(jc 2 - dr + 9) + 23 - 2 - 9 
= 2(x- 3) 2 + 5 


El rtice es (3, 5) 


La forma estindar es /(jt) — 2{x - 3) 2 + 5, 
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b) La forma estindar irtdica que la grafica de / se obtiene lomando la parabola 
y = .v\ deqdazdndola 3 unidades a la dcrecha, alargdndola por un factor de 2 y 
movidndola 5 unidydes hacia arriba, El vgrtice de la parabola estd en (3 + 5) y la 
parabola abre hacia arriba. La gr&lica se bosqueja en la figura I despuds de no- 
tar que el intersecto y es /(0) - 23, 



Valores maximo y mmimo de 
funciones cuadraticas 

Si una ftmcidn euatMliea bene v£nice (6, £), entonces la funeibn ticne un valor mi- 
nimo en el vdnice si abre hacia arriba y un valor maximo er el Venice si abre hacia 
iibajo. Por ejemplo, la funcibn graticada en la figura 1 tiene un valor nilnimo 5 cuan- 
do x — 3, puesto quc el Venice (3,5) cs e l punto mini mo sabre la grdfiea. 


Valor maximo o mini mo de una fund cm cuadratica 


Sea / una fiincitin cuadratica con forma estandar/(,r) - wfi - h)' + k. FI 
valor maximo o minima de / ocurre era t — h, 

Si a > 0, entonces el valor mini mo de /«/(*) ** 

Si a < 1). entonces el valor maximo de f es f(h ) ~ k. 



y. 

i 



Mixime 


k- 

' /A 


0 

7 ; A 

X 


j ix> /ivtot- k, j 
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CAPUULO 2 Furtciones 


v * 



Ejemplo 2 Valor miniino do una funeibn cuadratica 

Considerc la funcidn cuadraiica /(+) = $x~ — 3tltr -+- 49. 
a I Exprese / en la form a estandan 

b) Bosqueje la grifica d c f. 

c) Halle el valor mini mo de /. 

Solution 

a) Para expresar esta funeibn cuadrnlica en la forma estandar, sc completa el 
euadrado. 

f{x) = 5.x 1 - 30.v + 49 

- 5(x 3 - (xv) + 49 Fjh^ncc 5 de bs tirmln» sti x 

, Complete el cija4ra4o: sume 9 dentro 

= *(- T ' ~~ + 9) + 49 — 5 -9 del nes-teS ■ 9fuera 

“ 5(.t — 3)' + 4 Factories y atmplHkiiJs 

b| Lli grdfica es um parabola que dene su vert ice en (3, 4) y able hacia arriba, 
Como se hosqueju en la iigura 2, 

c) Puesto que el coelkiente de x 2 es positive, / tiene un valor mini mo. El valor 
minimo es /(3) = 4, ■ 




Ejemplo 3 Valor maximo de tma funeibn cuadratica 

Considere la funeibn cuadrdtica /(Y) = -x 2 + x + 2. 

a) Express / en la forma cxiandar. 

b) Bosqueje la grdfica de /. 

c) Encuentre el valor nuiximo de f 

Solution 

a) Para expresar esta funcibn cuadratica en la forma exibndar, sc completa el 
cuadrado, 

y = -r 2 + x + 2 

= — .r) + 2 Fabrics -1 4s los termirioe en x 

GamplrtMl ttjadnuta surtiij J 

= -(j 1 — x + i) + 2 — (— 1)| defltro del parents^ia, nests 

(H)| fuera 

= — {* — I) 2 + | Factories y slmplcfi^us 

b) De la forma estandar se puede observar que la graliea es una parabola que ahre 
hacia arriba y tiene vert ice (J, J), Como ayuda para tra/ar b grilica, *e eneuen- 
Iran las interaecciones, La intersect’] on y es /( 0) = 2 , Para ha liar las inters ec 
clones con x. 5e establece j(x) — 0 y sc facloriza la ecuacibn resultante. 

-x 7 + x + 2 = 0 

-{x 2 - x - 2) - 0 

-f*-2)(*+ I) =0 


Material proiegidc por d err echos de autor 
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Asf, las intersect tones ;r son * = 2 y x = - l.La gnifica de / sc tmza en la figure 3, 


Figura 3 

Grifica de /(j) = -jr 1 + jt + 2 



c) Eticsto que el eoefieicnte dc x 2 es negative, / tiene un valor mdximo, que es 

jffl = !- 


Expresar una fun cion cuadraliea en la forma estandar ayuda a bosquejar su grift - 
ca asf eomo a hallar so valor m£ximo o minimo, Si se esti interesado sdlo en hallar 
el valor mix i mo o minimo, entonces hay una formula para hacerlo, Esta formula se 
obtiene completando el cuadrado para la funcidn cuadritica general como sigue: 


/(x) - itr 2 + bx + c 



Factorlce a <sis \o» tirmlnoz cn * 
Complete er tua rfrada: 

dentro del par itiitesis, 
rre£c | ^ . ) fuera 

Factories 


Esta ecuacidn estd en la forma estindar con h = -bj{la) y k = c - b 2 j(Aa). 
Puesto que el valor mlximo o minima ocurre en x — h> se dene el resultado si- 
guiente. 


Vafor maxima o minimo de una funcidn cuadratica 


El valor mix i mo o minimo dr una funcidn cuadrdtica /{.*) = ax' + bx + c 
ocurre en 


x = 


A 

2a 


Si a > 0, entonces el valor minimo es 


Si a < 0 n enlonues el valor maxima es 
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CAPITULQ2 Fumciones 



-6 


El valor mtnimo 
online en x = -2 r 



-b 

El valor maximo 
ocunre en x= 1, 


Ejemplo 4 Ha liar valores maxi mo s y mini mo* 

de f unci ones cuadrat icas 

Hollar el valor maximo o minimo de coda funcidn euadratica. 
a) f(x) = x 1 + 4j b) g(x) = - 2x 1 + 4x - 5 

Solueidn 



a} Etta es una funciGn cuadr&ica con a = 1 y b = 4. For lo canto, el valor mdxi- 
mo o mini mo ocurre en 



Puesio que a > 0, b funcidn ttene el valor mmimo 

/(-2) = ( — 2} 2 + 4{-2) = -4 

b) Esta es una FunriGn cuadratica con a — —2yb- 4, Asi\ el valor miximo o 
■nfciimn oeuvre en 

h 4 

Jt " 2a ~ 2 -(-2) ~ ' 


Puesto que a < 0, la fun-dun liene el valor m&rimo 


/(l) = — 2(1 ) 2 + 4(1) — 5 = -3 


Muchos problemas del numdo real tienen que ver con hat tar un valor maxima o 
mini mo para una tunc ion que modela una determinada situacirin. En el ejemplo si- 
gu ionic se cncuentra cl valor miximo de una funciGn cuadratica que modela la canti- 
dad de millas reconidas de un automGviL 


40 



0 

El millajc miximo de 
combustible ocurre a 42 km/h. 


Ejemplo 5 Millaje miximo de combustible para un automovil 

La mayor parte de los automdviles obtienen su mejor millaje de combustible cuan- 
do viajan a velocidad relativamente modesta. El millaje M para cierto automGvil 
ntievo se model a media me la funcion 

M[s) = -4-i 3 + 3* — 31, 15 s r s 70 

domic je e& la velocidad en rciillas/h y M se nude en millas/gal. ^Cual es el mejor 
millaje de combustible para el automtivil y a qu£ velocidad se obiicne? 

Solution La funcidn M es una funcion cuadratica con a = y b = 3. Asl> su 
valor mfaimo ocurre cuando 

b _ 3 _ « 

' *-*) 

El miximo esM(42) = -&(42) J + 3(42) - 31 = 32. Asi que el mejor millaje de 
combustible del automdvil es 32 millas/gaL cuando esta viajando a 42 millas/h. ■ 


SS Uso de dispositivos de graficacion para hallar 
valores extremos 

Los metodos analizados se aplican para hallar valores extremos de funciones eua~ 
drdtieas solamente. A bora se muestra cotno local izar valores extremes de cualquier 
funcidn que se puede graficar con una calculadora o computadora. 


in iTil 


"oleou: 


>or 


>rechos de 


:>r 


i 
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Si hay un reetangulo de vision tel que el punto (a, /(a)) es el punto mis alto en la 
grdfica de fdentm del reetangulo de vision (no en el horde), entonees el numera /(a) 
se llama valor maximo local de / ( v^ase figura 4). Observe que /(a) £ /(jt) para to- 
dos less mimcros r que estln cerca de a. 



De manera simitar, si hay an rectifagulo de vision tal que el punto (b, f(b)) es el 
panto mmimo en la grilica de /dentro del rect&ngulo de Viskki, entonees el numero 
f{b) se llama valor mini mu local de /. En este caso, f(b) ^ f(x) para los mimeros 
jt que estdn cercanos a b- 
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Figure 5 

Gttifin de /pr) = x* - 8* + l 


Ejemplo 6 Hallar los maximos y mintmos locales 
de una grafica 

Hallar los valores mdximos y minimos locales de la funcidn /(j) — x- - £br + 1, 
correclos hasta ties decs males. 


Solucion La grade a de / se muestra en la figura 5. A I parecer hay un maxi mo lo- 
cal entre x = —2 y x = — l t y un mini mo local entre x - I y x - 2. 

Frimero se determ in ar£n las coordenadas del panto mix i mo local* Se hace an 
aeercamiento para agrandar el area cercana a este punto, como se muestra en la 
figura 6, Usando la caracterfstica trace en el dispositive de graficacitin* se niueve 


el cursor a lo largo de la curva y se observe c6mo cambian las coordenadas v. El 
valor m&ximo local de y es 9 -709, y sn valor oeume cutuido Jt es — 1 .633, comeeto 
hasta tres deci males. 

Se local iza el valor mfnimo de una manera similar, A I realizar un acercamiento 
al reetangulo de vision mostrado en la figura 7, se encuentra que el valor miximo 
local es apraximadamente -7.709. y este valor ocurre cuando x “= 1.633, 


-1.7 


9.71 

\: 


9.7 16 


- 7.7 

j.6 -i i i ■ i 1.7 


\ / 

;v/ 

-7.71 


Figura 6 


Figura 7 
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CAFlTULOS Fund ones 


Los comandos m a k i mum y m i n i »u m en una calcuJadora TL82 o TL83 proveen 
otro m&odo para hallar vaiores extremes de funciooes. En el ejemplo siguicnte sc 
usa este mdtodo, 

Ejemplo 7 Un modelo para el mdice de precios de alimentos 

Un modelo para el Indies de precios de alimentos (el preeio de una “canasta" 1 repre- 
sentativa de altmentos) entre 1990 y 2000 esta dado per la fund on 

/(f) = -0,01 l3f J + 0,068 If 1 + 0.1 98f + 99.1 

donde t se mide eu anos desde la mitad de 1990, ass que 0 ^ t £ 10, e /(f) se escaia 
dd mode que /( 3 ) = 100. Estime el t tempo cuando la comida fue mas cars durante 
d periodo 1990-2000. 

Solucton La gr^fica de / como una Funcidn de t se muestra en la figura 8(a), Al 
parecer hay tin m&xinio entre t - 4 y t - 7, Usando el comando i^tlngn como se 
muestra en la figura 8(b), se puede observer que el valor maxi m o de / es casi 
100,38, y ocurre cuando t ** 5.15, que corresponde a agosto de 1995, 

102 102 


- Wald BUM 

<-5.151*959 r*1fl0.1SZ*1 

0 JO 

96 


i) 

Figura 6 
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Ejercicios 


1—4 ■ Se da la grdfica de una f uncidn. cuadrit ic □ . 

a) Determine las coordenadas del vimee, 

b) Halle el valor mitimn o mini mo de f 

1 * /(*} ■ -x 1 + 6 * - 5 % f[x) - - 2x + 6 



3, /(jf) = lx 1 - Ax - 1 4. /( j) ■ 3jt 2 + 6* - 1 
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5-18 ■ &e da urta funci<5o cuadratica. 
a) Expnese la funciun cuadnitiea en la forma csuindar. 
bl Hal le su vert icc y su s i nflersectos x y y . 
c) Hosqueje su grifica. 


45. /(*) =jr 2 + 1.79* - 3.21 

46, /(j) » 1. + jc - Vl* 2 


5* /(jt) = jr - 6* 

7* /(*) = 2.r 4 6,1: 

9. /(*) = * 2 + 4.v 4 3 
tl. /(*) = -jt + 6* + 4 
13. f(x) = 2.v z + 4* 4 3 
15, /(*) = 2* 1 - 20* + 57 
17, /{*) = ”4* 2 - 16l + 3 


6. /(*) - Jt 2 + 8* 

if. /(*) = -* 1 + IQ* 

10. /(*) = x 1 - 2s + 2 
12. /(*) = -r - 4* + 4 
14. /(*) = '3*- 4 6* - 2 
Ut. /(*) = 2x 2 4 * - 6 
18, fa) = 6x : + 12* - 5 


19-28 ■ Se da una funeidn euadratiea. 

ni Expresv La lunciun euadruticu en la forma esiandur, 

b) Bosquejc su grdiicu. 

cl Halle su valor miximo o rnfmmo. 


19. /(*) - 2* - x : 

21* /(*) = x 2 + 2* - 1 
23. /(*) = — x 2 — 3* + 3 
25* #(*) = 3x 3 - 12* + IS 
27* fc(jt) — I — ,*—*■ 


20, /(*) = Jt + jf J 
22, /(*) = x : - 8* 4 K 
24, f(x) - i — 6* - r 
20, jrfj) = 2* ; 4 8* 4 I ] 
28. /i(.v) = 3 - 4* - 4* 2 


29-38 ■ Hailed valor mriximo o minima dc la funcibn. 


29* /(*) = * : 4*4] 

31, f(t) = 100 - 4 9t - It 1 
33. /(j) = jr - 1.2* + 16 

*15* h{x) = i* 2 + 2* - 6 

37. fix) - 3 - x - kx 2 


30. /(*) = i + 3* - *- 
32. /(*) = Kir 2 4 40/ 4 £13 

34. g(x) - I00* 2 - L500.V 

} 

M. fa) = -- + 2x + 7 
fa) = 2.<t - 4) + 7 


39* Encuentre una funeidm cuya gralica es una parabola cor vdr- 
lice [I, —2) y que pasa pur cl punlo (4, 16). 

4(1. Halle una funcibn cuya grdliea es uaa parabola eon verticc 
(3„ 4 ) y que pasa por cl pu nlo (1,-8). 


41-44 ■ Hailed dominio y cl rangodc la funeibn. 

41, /(*) = -j 2 4 4t - 3 42. /(.*) = x 2 - 2* - 3 

43. /(*) = 2* s 4 6x - 7 44. /(*) = —l* 2 4 6* 4 4 


47-511 ■ Halle Ins valores miximo y minima de la funeibn cuya 
grafica se mueslra. 

47, 48, 





^ 51-58 * Eocuertlre Sos- valoces locales miximo y minimode la 
luncidn y e! valor de * en el que oeurre cada ano. Express cada 
respuesta eorrccla a dos deci males. 

51. /(*) “ ** - * 52. /(*) ^3 + r + r- j } 


53, g{x) = * 4 - 2*^ - 1 1* 2 54, #(*) = * s - 4 20* 

55, V(x) - *VT=1 56. U(x) = jcVjc - * 2 


57. V(x) 



58. V(j) 


l 

x 2 -+*41 


Aplioaciones 


45-46 ■ 5t da una luockn cuiHlrdtica. 

laj Use tin Likposluvo de grafieaeidn para liallar el valor maxi- 
mo o minimo de La funeibn euadralica /. cortcclo a lu- 
gates dccimalcs. 

I b| HneuetMre el valor exaelo maxmio o mint mo de /. y com- 
pare can su ropuesta al incisoai, 


59, A Hut a de una boEa Si sc lanza urm bola dircctamcntc ha 
cia arriba con una Yclocidad de 40 pies/s h su akura (cn pics) 
despuds dc i segundos esiti dudu pory — 40r - I6r+ iCusil 
es la all urn mixLma que alcan/a h holy? 

60, Traycetoriy do la bola Se lanxa ujia bota en un 
campo de juegn. Su tniycctoria esta dada por la ccuacidn 
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CAPiTULO 2 Funciomes 


y = -0,005.r + x + 5 n donde x es h di5tanci.il que 3d bala 
ha viajado horizontal mente, y y es (a altura sabre el oivel del 
suelo, ambas mcdidasen pies. 

at ,;Cu;il es la alt Lira maxima que alcanza la bnla? 
hi inn lejos ha viajado horizontal me me La bola 

cuando choc a con cl suclo? 



hi. Ingreso Un tabricunic encucnira tjuc cl ingreso genemdo 
por vender x unidades de cierto aitfcuto esta dado por la 
funeiftn R(x) = 8tfc - 0 Ax*, donde el ingteso R{x) 
se mide en d6lares. ^Cuil es el Lngneso nrubttmo y cuintas 
unidades se lienen que fahriepr para ahtener ese maxi mo? 

62, Ventas Un verdedor dc bebidas caibonatadas cn uaa po- 
pular play a analiza sus registros de vcnlas, y cncucntra que 
si veodejr latasde bebida cn un did, su ganancia ten 

do lares l csCa dad a por 

P(i) = -0.00 lx? + Hx - 1800 

/Cuiil es su ganancia mlxima por dfa. y euintas latas dehe 
vender pin que la garianda sea maxima? 

63. Public idad La efectividad de un comercial de television 
depende de culntas voces lo vea un tclevidcntc. Dcsputss dc 
u I g u nos expert memos una agencia dc public idad cncucn tra 
que si la efeclividad E se mide en una escaJa de 0 a 1 0 T 
entonces, 

E(n) “ |« - 

donde n es el ndmero de voces que un televidende ve un de- 
Ierminado coroercial. Para que un comercial tenga efeetavi- 
dad maxima, quintas voces lo debe ver un LCievidenEC? 

6-L Product os farm acdutt cos Cuando cierto firmaco sc 
toma oral monte, su concentracidn en cl lorrcnlc sanguined 
dc! pacicnlc despues de t min aids csrf dada por 
C(r} = 0.0 bi ~ 0.0002r. donde 0 s i s 240 y la con- 
ccatraci6n *e mide en mg/L ^Cudndo se akanza laconecn- 
iracitifl m&Xima, y cual es esa concentraeion maxima? 

65 „ Agriculture El mimefo dc maozanas que produce cqda 
irhdl en una huerta depende de la densidad dc iirbolcs plitn- 
Cados, Si se plantan n arboles en an acre dc tierra, cnlonetrs. 
eada arbol produce 900 — 9n manzumis, A si que el numero 
dc manzanas prudutidus por acre es 

A{n) - n(9<X) - 9/i) 


^Cu^ruos drboles se deben planlar por acre a fin de obtener 
la pmduceidn maxima de manzanas? 



66. Peces migratorids Un pez nada a una velocidad o rda- 
liva jI agua, contra una corriente de 5 millas/h. Con un mod- 
elq matematicn de gusto de energia., se puede mostrar que la 
cncrgja total E requerida para nadar una dislancia dc 1 0 mil- 
las csiii dada por 

E(p) = 2.73n s -^-r 
v — 5 

Los bidiogos often que los peces migratorios tratan de 
reduoir ai nu'ninno la energia total requerida para nadar una 
disiancia fija, Encuentre el valor de v que mimmiza la 
energia requerida, 

NQTA' este resuhado ha sido coniprohado; Los peces naigra- 
torins nadan contra la corriente a una velocidad ^9% mayor que 
la velccidad de la corriente. 



67. ti^genioria ds carreieras tin ingen Lera desea calcuiar 
el ntimero maxi mo de autorndvilcs que pueden viajai dc 
mancra segura cn una determinada carrclcra a una velocidad 
cspcci Cicada, 5c supone quecadu dutomdvil mide 17 pies de 
lutigitud, viujaa una velocidad a y sigue al autorndvi] frente 
a cl a la l ‘distancia segura' 1 para esa velocidad, EncuenEra 
que el nrimem A ; de autorndvi les que pueden pasar cn deter - 
min ado punto por minuio sc modcla media me la funcidn 


m = 




17 + 17 



^.A que velocidad puede el mayor numcrO de UUtom^viles 
viajar con seguridad por la canelera? 

ftIL Volumen de ague Emre (TC y el volunaen V (en 
centlmetroscllbicos) de 1 kg de agua a una Ecmpcralura T 
estd dado por La fdrmula 

V = 999.87 - 0.06426 T + 0.0085043 T 1 - 0,0<XX)6797‘ 1 


Encucnine la tcmpcraiurn a la cuel el volumen de 1 kg dc 
agua es un minima. 


Material protegido por derechos do autor 


SECCltiN 2 .6 M od elado eon f u nc io n&s 


203 


<VJ. Tos Cuiindo un objclo extraflo iilojiido cn h trdquea fucnca 
a una persona a loser, d diafragma empujd haciu arriba eau- 
saodo un incnemento dc piesibn en Los pulmones. Al mlsmo 
tiempo La liaquca sc contrac, y prdVOCa que el uirc cxpclido 
sc imieva m&a rapido e intremenk- la presitin sobre el objeto 
cxlra rto- De acucrdo con el modclo maiematkn de loser, la 
velocidad v de lu corriente de aire par la Lraquca de miu per- 
sona de lamano pramedio sc rclaciona con cl radio r dc la 
Lraquea (cn ecnltmetrosj mediante !a funcitin 

P (r) = 3.2(1 - r)r J h { £ r S I 
Determine cl valor dc r para cl cual u es un miLximo. 

Descubrimiento * Debate 

70. Maximos y minim os En el cjcmplo 5 sc analiro una 
situ acion dd mundu real en la que cl Valor mix i mo dc una 
funcitin es import ante. Mencione otna situariooes cotidia- 
nas en las que un valor mdximo o rnfnimo es Lroponante. 


' L Minimize r una distancia Cuundu se buses) un valor mi- 
nimo o mdximo de una fundbn. algunas voces se considers 
mis fid] Lrabajar con una funcidn mas simple. 

a) Supunga que — V/(x), donde jF(jt) £ 0 para toda 
.t, Explique par que Las mEnLmos y miximos locales dc 
f y g ocurren en Eos mismos valores de x. 

b> Sea ^{.r) la distanciu enlre ct punto (3,0) y cl punto 

subre La grttfica dc la parabola y — x z . Express a 
g tonro una fu ncidn dc x. 

c) Encuenlre el valor mfriimo de la funcidn g que encontid 
en el jnciso b). Use cl principio descrito en eE inciso a) 
para simptifkarsu trahajo. 

72. Maximo da un polinomio da cuarto grado Encaentre el 
valor maximo de La funetdn 

/(*) = 3 + Ax 1 — x* 

[SugerencitL sea / ~ x 2 J 


2.6 


Modeiado con funciones 


Muehos tic los procesos estudiados en las ciencias fisjcas y sociales requieren en- 
lender c6mo varfa una camidad respeclo a otra. Hallaruna funcion que describe la de* 
pendenda de una cantidad en otra se llama mtydelado. Por ejemplo, un biologo ob- 
serve que el mlmem de foaeterias en cierto culiivo se incrementa con el tiempo. £l 
in ten! a modelur este fendmero mediante la determinacion de la funddn precisa (o 
regia) que rdaciona ta poblacidn de bacterias con el liempo minscumdo. 

En esta seccidrt se aprender^ edmo hullar tnodelos que se pueden construir con 
propiedades geonnetricas o algebraical del objeto bajo estudio. (La determinaddn 
de niodelos a parti r de da tos se estudia en la parte Enfoque en el modeiado al final de 
este capituloj Una vez que se encuentrael modelo, se emplea para analizar y prede- 
cir propiedades del objeto o pnuccso bajo cstudio. 


Modeiado con funciones 

Empczaremos con una simacidn simple de la vida real que ilu-sira el proceso de mo- 
del ado, 


Ejemplo 1 Modeiado del volumes de una caja 

Una comp ail la produetora de cereal fahrica cajas para cmpacar su products. Por ra- 
zones cstdticas, la caja debe lener las siguiemes proporciones: su amplitud es ires 
veces su profund i dad y su altura es cinco veces su profund idad. 

a) Halle una funddn que modeEe eL volumen de la caja en t^rminos de su pro- 
fundidad 

bl Encuentre el volumen de la caja si su profundidad cs 1,5 pulgades. 

c) ^Paru qu.6 profundiidad el volumen es 90 pulg 3 ? 

d) 4f Para que profundidad el volumen es mayor que 60 pulg J ? 
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■ Kazonamiento acerca del problem a 

Experime memos con el problems. Si In profund idad es I pulg, entonces In 
amplitud es 3 pulg y In altura es 5 pulg. Asf que en este caso t el volumen es 
V=1X3X5-15 piilg^ En la tabla se Jan otros valones. Observe que to- 
das las cajas tienen la misma form a, y mientras mayor es In profund id ad 
mayor es d volumen. 

3.x 

Prof undf dad Volumen 

1 1X3X5 = 15 

2 2X6X10=120 

3 3 X 9 x 15 ^ 405 

4 4 x L2 x 20 = 960 



400 



Solucidn 

a) Para ha liar la funcibn que model a el volumen de ta caja, se usan los siguientes 
pasos. 

■ Exp rose el modcLo on palabras 

Se sabe que el volumen de una caja rectangular es 

volumen = profundidad X ancho X altura 

■ Elija la variable 

Hay tres cantidadcs variables; ancho, profundidad y aliura. Puesto que la funcibn 
que se desea depende de la profundidad, sea 

jr = profund idad de la caja 

Enforces se expce&an las oiras dimensioned de la caja en lemiinos de x. 

En palebros Eo algebra 


Profundidad 

i 

Ancho 

3jt 

Aliura 

It 


■ Establezca el mod do 

El modelo es In fund bn V que da el volumen de la caja en terminus do In profun- 
didad x. 

volumen = profundidad x ancho X altura 

V(jr) = x - 3*>5je 
V(jt) = I5jt s 

El volumen de la caja se mode la mediante la funeidn Vf*) = IS* 3 , La funcidn V 
se grafica en la figure 1. 
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400 



Fig ura 2 


400 


v = Ujt 3 , 

/ 

/ 

Jr 

y -(fi 


0 


Figure 3 


I5x j > 0 


* Use el niodclo 

Se usa el mode to para contestar las preguntas de los incises b) t c) y d). 

b) Si 3a prafundidad es 1.5 pulg, el volumen es V(l,5) = 15(1, S} 3 = 50,625 pulg 3 , 

c) Se necesita resolver la ec nation Vf*) = 90 o bien 

15 jc 3 * 90 
jc 3 — 6 

JT = $6** \A2 pulg. 

El volumen ex 90 pulg 3 cuando su profundi dad es cerea de 1J2 pulg, (Esta ecua- 
cifin se puede resolver tain bien de manera graft ea, como se muestra eu la figura 2.) 

d) Sc requiere resolver la desigualdad V(x) > 60, o bien, 

L5JC 3 > 60 
jf 1 >4 

j: > $4 ^ 1,59 

El volumen seri mayor que 60 pulg- si la profundidad es mayor que 1.59 pulg, 

(Esta desigualdad se puede resolver tambi^n de manera giifica, como se i lustra en 
la Figura 3,) ■ 


Los pasos del ejemplo I son representative's; de cdino modelar eon funciones, Se 
resume n en el cuadro siguiente. 


Normas para modelar con funciones 


1. Express at modelo en palabras Identifiqne la cam id ad que quicre 
modelar y csprexcla, cn pa la bras, como una funcidn Jl- otras cuntidadeA end 
problems. 

IdemiHquc las variables ernplcadas para expiesar la fun- 
cidn en el paso L Asigne un simbolo, como x, a una variable y exprese las 
otras variables en tdrminos de este sfmbolo. 

Exprese la funcion end lenguaje de! dlgehiii a! 
escribirta como una funeibn de 3 a unica variable degida en el paso 2. 

Emplee la funcitin para contestar las preguntas 
plarieadas en el probiema. i Para hall nr an mfoitno 0 UU mfnimo, use los 
melodos algebraico o grdfico descritos en la seecidn 2.5.) 


Ejemplo 2 Cercado de un Jardin 



Un jardinero tiene 140 pies de cerca para un jardin de legumbres rectangular. 

a) Encuentre urp funcidn de model e el $rea del jardm que puede cencar. 

b) ^Para qud intervale de amplitudes el Area es mayor o igual que 825 pies 2 ? 

c) < r Puede cencar un jardfn con Area de 1 250 pies 2 ? 

d) Encuentre las dimensiones del Area mas grande que puede cencar. 


ate rial protsgidq por d creches do 
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■ Razonambnto aeerca del problem* 


, 

Si eljardiuero cerca una parcela de 10 pies de ancho, enforces la longitud debe 

ser de 60 pies, porque 10 + 10 -l- 60 + 60 

- 1 40. Por lo tanto, el Area es 


A = 

ancho x largo = 10 

* 60 = 600 pies 2 


En 3a tab! a se muestran varies elecciones para cercar el jard in, Se puede obser- 
var que cuando se increments la amplitud. se incrementa el Area cercada, luego 

dtsminoye. 





Ancho 

Largo 

Area 



10 

60 

600 



20 

50 

1000 


ancho 

30 

40 

1200 



40 

30 

J2G0 



50 

20 

E000 

largo 


60 

10 

600 



/ 

X X 

i 

fig ura 4 


Solution 

a) El modelo que se desea es una fufltrbn que propOftioria el Axea que se puede cercar, 

• Express d models en palabr&s 

Se sabe que d Area dc uu jardfn rectangular « 

Area - audio x largo 

* Elija la variable 

Hay dos cantidades variables, audio y largo, Puesto que la funcidn que se desea de- 
pende solo de una variable, sea 

x = ancho del jardin 

Luego, se express la longitud en ubrmitios de x r El perimetro se fija en 140 pies, 
asf que la longitud se determina una vez que se elige la amplitud, Si se permite 
que / sea la longitud, como en la hgura 4, ententes 2x + 2 1 *= 140 T de modo que 
/ = 70 — x. Se resumen estos hechos. 

En palabras En Algebra 

Ancho x 

Largo 70 — x 

■ EstabEezca el modelo 

El modelo e& la fiitieidn A que pmporeiona el Area del jardin para cualquier ancho Jt. 

Area — audio X largo 

A{jt) - jc( 70 — Jt) 

A(jc) - 70x — x 2 

El Area que se puede cercar se modela medumte la funcion A(x) = 7ftr - x z . 
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■ Use eJ modulo 


Sc usa cl modelo para contestar las pregucitas de los incises b) a d), 


Lo-^ viilores maximos de funciones 
cuadritjcas se essuitam en la patina 145. 


b) Sc requiere resolver la desiguaJdad A{x) £• 825. Para resolver de forma gr£fi- 
ca„ se traza y = 7Qjt — Jt 2 y y = 825 en el mismo rectingulo de visidn (v£ase 
figura 5), Se puede observer que 15 £ x ^ 55. 

c) De la Hgura 6 se puede observer que la grftica de A(jt) siempre yaoe debajo de 
la recta y = 1250, de mode que nunca se obtiene un area de 1250 pies 3 . 

d!) Se necesita hallar el valor maxi mo de la funcidn A(x} - 7 Gjc — x\ Puesto que 
dsta es una fund on cuadrdtica con a = — 1 y b = 70, el mdximo ocurre en 


Figure 5 


x = 


A 

2ti 


70 

2(-L) 


35 


En consecnencia, el drea maxima que se puede cercar tiene ana ampiilud de 35 pies 
y una longitud de 70 - 35 = 35 pies. 


1500 



-100 


75 


1500 



Figure 6 lW> ■ 


Ejemplo 3 Maximteacioti del ingreso por vent 9$ 
de boletos 



Un equipo de hockey juega en nna arena con una capaeidad de 15 000 espectadores 
sentados. Con el precio del boleto estabtecido en SI 4, la asistencia promedio a jue- 
gos recientes ha side 9500. Una encuesta de mercado indicaque por cada ddlar que 
baje el precio del boleto, la asistencia promedio se incrementa en 1000. 

a) Encuentre una furtcidn que models el ingreso en lirminos del precio de] boleto. 

b) precio de boleto es tan alto que nadie asiste y, por lo canto, no se genera 
jiingun ingreso? 

c) Encuentre ef precio que maximiza el ingreso por la venta de boletos. 


Razormmiento acerca del problems 

Con un precio de boleto de $ 14, el ingreso es 9500 X $14 = $133 000. Si baja 
el precio de] boleto a $13, laasistencia se incrementa a 9500 + 1000 = 10 500, 
asf que el ingreso se convierte en 10 500 x $13 = $ 136 500. En la tabla se 
muestra el ingreso para varios precios de boleto. Note que si baja el precio del 
boleto, se incrementa el ingreso. pero si baja mucho, disminuye el ingreso. 


Precio 

Asistencia 

Ingreso 

$15 

8 500 

$127 500 

$14 

9 500 

$133 500 

$13 

10 500 

$136500 

$12 

11 500 

$L3S 500 

$11 

12 500 

$137 500 

$10 

13 500 

$135 500 

$9 

14 500 

$130 500 
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150 CMX> 



-50QOO 

Figura 7 

Lt>s VEtlores minimus de funciones 
eiiacMticus sc described en b 
p£girka 195, 


Solution 

a) El moddo que sc qniere es una funcidn que proporciona el ingreso para 
cualquier precio del boleto, 

■ Exprese el moddo en palabras 

Se sabe que 


ingreso = precio del boleto X asistencia 
■ Elija to variable 

Hay dos camidades, variables; precio del boleto y as intend a. Puesto que la fiincidn 
que se desea depends del precio, sea 

x = precio del boleto 

A conti nuacidn, se debe espresar la asistcncia en idrminos de jr, 

En palabras En Algebra 

Precio del boleto Jr 

Cantidad que disminuye el precio del boleto 14 - jr 
Incremeni® de la a&istencia JOUOO 4 " -*) 

Asistencia 9500 + 1000(14 - x) * 23 500 - lOOOt 

® EstablEzca el modelo 

El modelo es la funcidn R que proportions el ingreso para un determ in ado precio de 
boleto x. 


ingreso = precio del boleto x asisiencia 


R{x) = <23 500 - IOOOi) 
R(x) “ 23 50£k - HXXk 3 

■ Use el model o 


Se emplea el modelo para contestar las preguntas de los incisos b) y c). 

b) Se deftea hallar el precio x del boleto para el cual — 23 OOQr - IOOOjc 2 = 0, 
Esta ecu acton cuadrittca se puede resolver de forma algebraic* o grfitfca. De la 
gr^fica de la figura 7 se ve que R(x) — 0 cuando x = 0 o jc = 23.5, Por lo tanto, 
de acucrdo con el modelo* el ingreso bajarfa a cero si et precio del boleto es de 
S23,50o m&s alto. (For supuesto* ;el ingreso tambton es cero si el precio del bo- 
leto es cero!) 

c) Puesto que /?(*) — 23 500* - 10OO< es una funcidn cuadrjicica con 
a = — 1QOG y b ™ 23 5QQ f el mfoimo octirre en 


x 


h_ 
2 a 


23 500 
2 (- 1000 ) 


11.75 


Asf + el precio de S 1 1 75 para el boleto produce el ingreso mfoimo, A esie pre- 
do el ingreso es 


R{U,15) = 23 500(11,75) - 1000(1 1.75) 2 = 5138 062.50 * 
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Ejemplo 4 Redudr al minimo el metal de una lata 

Un fabricante elabora una lata de metal que oonti ene 1 L (litre) de aceite, ^Qug ra- 
dio reduce al mini mo la cantidad de metal en la Lata? 



* FUtzonamtenfo ueerea del problems 

o 

Para usar la minima cant id ad de metal, se debe reducir al minimo el area de su- 
perficie de la lata, es dedr, el irea de La pane de amba, el fondo y los lados. El 
4rea de la parte superior y el fondo es 2irr 2 y el ire a de Los lados es 2tt rh (v£ase 
figura 8), de mode que el irea de superficie de la lata es 


S = 2irr 2 + 2irrh 

N&Bh u 

o 

El radio y la altura de la lata se deben ekgir de modo que el volumen sea 
exactamente 1 L o ! OOO cm 3 , Si se desea un radio pequefto, por ejemplo r = 3 t 
entonces la altura debe ser la suflcieuie para hacer que el volumen total 
seanlOOQ cm 3 , En otras palabras* se debe lener 

Figura 8 

ir(3} 2 & — 1000 El ralumen dc La lata es irr^to 


1000 

h - ** 35,4 cm Despeje Jr 

9tt 


Ahora que sc eonocc el radio y la altura, sc puede ballar cl area tie superficie dc 
la lata; 

area de superficie — 2ir{3) 2 + 217(3X35.4) ** 729.1 cm 3 


Si se desea un radio di femme, se puede haUar la altura correspondiente y el £rca 
superficial de un modo similar. 


Solution El modelo que se desea es una funcidn que da el area de superficie de 
Ea lata. 


■ Hxprese el modelo en palahrus 

Se sube que para una lata cilmdrica 

Srea superficial = £rea de la parte superior y el fondo + £rea de los lados 

■ Eljja La variable 

Hay dos cantidades variables; radio y altura. Puesto que la fund tin que se desea de- 
pende del radio, sea 

r - Tadio de la lata 

A eontinuacitin, se debe expresar la aitura en tdrminos del radio r. Puesto que el 
volumen de una lata cilfndrica es V “ Ttr l h y el volumen debe ser 1000 cm 3 , se 
dene 

irr l h — 1 000 El volumen dt la lata cs 1 000 cm’’ 

, 1000 

ft — — CJffepeic n 

nr 
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A hora se pueden expresar las areas de la pan e superior, el fordo y los Judos en i£r- 
minos de rsolanieme. 


En pa I a bras En algebra 

Radii) de la fata 

Aliura de fa laid 

Amid de la parte superior y el Ibndo 
Area de los ludos (2 t7t/[) 

■ EstahJe/ca el modelo 

El tnodclo es la functor) ,9 que propore iora el area de superfieie de fa but como una 
funcidn del radio r. 



1000 



0 


Figure 9 

S — Ittt 1 + 


2000 


15 


£trea de superficie = irea de la parte superior y el fondo + area de los I ados 

S(r) 

Sir) 


, , / iooos 

+ HVr'-) 


= 2 irr 


* 2000 
= 2?rr J + 


■ Use cL modt lo 

Se snip tea el modelo para hallar el area de superficie minima de la lata, Se gratica S 
en la figura 9 y se ampli'a en el punto ininiino para hallar que el valor minima de S 
es casi 554 on - y ocurre euando el radio es ceTcano a 5.4 cm. ■ 


2.6 


Ejercicios 


1-18 ■ En esios ejercicios se pide hallar una funeidit que mo- 
dela ura situacion de la vida real. Use las normas para mode I ado 
dcscritas cn d texlo como ayuda. 

1 . Area La longstud de un lote de ediEicacibn rectangular es 
ties veces su aneho. Eneuentre una funeidn que mode la su 
area cn term inns de su ancho w. 

2. Area Un cartel es 10 pulgadas mis largo que su ancho. 
Eneuentre una funeidn que modele su area A en i^rminos de 
su ancho cm. 

3. Volumen Una caja rectangular licnc una base euadradu. 5u 
alrura es la mi tad del ancho de la ba,*e, Eneuentre una fun- 
cibn que modele su volumen V en tenninos de su ancho w. 

4. Volumen Laallunide un eilindro es cualro vecetsu 
radio. Encuentns una funeibn que modele el volumen V del 
eilindro en term i nos de su radio r. 

5. Area Un reci&ngulo dene un pcrimcirudc 20 pics. 
Encuentre una funeidn que modele el Area A en tenninos de 
la longitude de uno dc sus Judos, 


6, Peri metro Un rect&nguEo tJenc un drea de Id no 2 . Encucn- 
Ire una funeidn que modele su pcrimclro P cn (drminos dc la 
longitud.t; de unode sus lados. 

7- Area Determine una furteibn que modele d area A de un 
tritogulo equH^lero en (rfrminos de la longitud .tde uno de 
sus lados. 

N, Area Eneuentre una funcidn que modele ei area superfi- 
cial de 3 dc un cubo en tenninos dc su volumen V. 

H. Radio Eneuentre una funcidn que modele el radio rde un 
cfrculo en tenninos de su area A, 

1 1). Area Halle una funcidn que modele el area A de un 
drculo cn tenninos dc su cireunfcrcneia C. 

1 L Area Una caja rectangular can un volumen dc 60 pies' 
ijcne una base euadrada. Eneuenire una funeidn que modele 
su 4rea superficial S en tfrminas de la longitud x de un lado 
de su base. 

12. Longitud Una rmjjer de 5 pies de eslatura esli parada 
ccrca dc una lampara del alumbrudo publico que licnc 
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32 pics de a] turn, oomo sc muestra en la ligura. Encuentre 
Lina limcjon que model e la longiiud L de su sombra en ter- 
minus dc su di stand a d desde la base tie la l&tipara. 



* L d 

I 3, DEstancia Dos buncos sakn dc puerio al tnlsmu licmpo. 
Uno navega haria el sur a 1 5 miliasAi y el otn> navega haeia 
el este a 20 millas/h. Eneueatre La funcidn que modela la 
distancia D entre kw barcos en terminus del tiempo Men 
horas) transcurrido desde su partida. 



14 + Producto La .suma de dos numeros posilivos ea 60- Kai - 
cucnlrc ana fiincion que mtjdde su producto A en ifirminos 
de jt, uno de los mi menus. 

15, Area Un iriingulo isdscclcs dene un pcrimelro de 3 cm. 
EncUCnlre una funcitiri que IlHMfck su area A en term i nos de 
la Inngjtud de su base 

16. Perimetro Un iritingulo rectfngulo ticne un cateto dos 
veces info grande que el otro. Encuentre una ftincion que 
modek su periroetro A en krminos de la Eongifud j del 
cateto mfo ccrto, 

] 7, Area Un recrfngulo csti inscrilo en un scmicfnculo dc radio 
10, eon to sc nicest ra cn la ligura. Encuentre una funeidn que 
rni Hide d urea .4 del rectangulo en lirminos dc su allura h. 




\\ 

h 

A 

h 


K“ io -H 


IN. Altura El volumen dc un cono es 100 pulg\ Encuentre 
una futiL'idn que modek la allura h del cono en term i nos dc 
su radio r. 


19-36 ■ En estos pcoblemas se pide hallar unq furtcidn que 
modek una situation de la vida real, y despues usarel modelo 
para eontestar preguntas acerca de la situacion, Use las normas 
de la pagma 205 como ayuda. 

IW« Maximization de un producto Consider* el siguiense 
problema: Encuentre dos nilmeros euya suma es 19 y 
cuyo producto es tan grande COrflO sea pOsible. 

a) Expcrimcnte con el problema eonstruyendo una tahla 
pared da a la siguicnie. que muestre el products de pares 
diferenies de niimeros que simian hasta 19. Con base en 
la cvidcnciu dc su tabla, cstimc 3a rcspuesia al problema. 


Primer nOmero 

Segundo numero 

Producto 

1 

IS 

IS 

2 

17 

34 

3 

16 

43 

» 

• 

HI 


b) Encuentre una funcidn que models el producto en 
lerminos de uno de los dos numcras. 

t) Use su modulo para resolver el problema. y compare 
con su respuesta al inciso a). 

2D. Minitoizor uny sumii Encuentre das numeras positives 
cuya suma sea 1 00 y la suma de cuyos euadrados sea un 
minima. 

2L ■Mnximiiflciori de ljii product a Halte das niimeros cuya 
suma sea -24 y cuyo producto sea un maxi mo. 

22. Maximize cion dol area Entie los reel ungn bisque ticren 
un pcrimelro dc 20 pics, encuentre las dimenmmes del que 
ticne el 6rea aia grande. 

23, Cereado tfe un campo Considered siguiente problema: 
un agricukor ticnc 2400 pics dc ccrca y dcsea ocratr un cam’ 
po reel angular que bordea un rio recto. Mo occesita cercar a 
lo largo del rio (v^ase la figura ). i.Cuiles son las dimensks- 
nes del eampo con el irea m^s grande que puede cerear? 

n) Expcrimcnlc con cl problems dibu jando varios diagra- 
mas que ilustran la situacion. Calculc d area dc cada 
configuraci<>n, y use sus rcsultados para calcular las di- 
mcnsioncs del campo mas grande posiblc. 

b) Encuentre una Tuncidn que mottcEc d arcn del catnpo en 
krminos dc uno de sus 1 ados. 

c) Use su modelti para resolver el problema, y compare 
eon su reipuesta u I ineiso a). 


A’ A \x 
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2J. Division d* un corral Un ranchero con 750 pies tic cerea 
quiere encerrar un area rectangular y di vidirla despads.cn 
cuatnu eorTaks cun Ccrta parakla a un I ado del ncetangulo 
(vta se la iiguruj. 

a> Encuentre una funcidn que modele el area total tfe lus 
euatro corrales. 

b) Determine cl drea total mas grande posifrle de I os cualro 
corral es, 



25. Co read o de una pa reel a de jardm El due no de una easa 
quiere ecrcar una parcels de jardm adyacenlc a una carrelera. 
como sc mueslra cn la figura, La eerea junto u la CaiTclcra 
debc ser mis robust* y truest a S5 por pie. pero la utni 
cerca cueslo s61o S3 por pie. Bl jardfn lendri un drea de 
] 200 pies cuadrados. 

a) Encuentrc una fund on que modde el costo dc eerear cl 



bt Determine las dimer stones de jardm quo reduccn al 
rninimu eJ eosto de ucrear 

c) Si cl duefio ticne a lo sumo $600 para gastar en la cerca, 
cncuenlrc cl intcrvalo dc longitudes que puede ccrcar a 
lo largo de la earrrtcra. 

■1^- m *** * - 



26. Area maxima Un alambre dc 10 cm dc largo sc coda en 
dos trozos. unodc longilud ry el otro dc lungumJ 10 - .x. 
como se muesixa en la tigura, Cada trozo se dobla en la 
forma de un cuadm. 

a) Encuenlne una funeion que modele cl area total ence- 
irada por los Jos euadrados. 

bl Halle d valor de r que reduce *1 mlnimo el Area total dc 
los dos cuadrados, 

K 10 cm * 

K — * — 10 - x * 


□ 


27, Ingreso de un estadio IJn equipo de betsbol juega en 
un estadin que aloja 55 iXKt espectadores, Con el precio del 
boletoa S10. la asislencia proinedio en juegos recientes ha 
sido 27 000. Un cstudio dc mcreado mdlca que por cada 
dulurquc sc reduce al prccio del holelo, la asistencla se 
incrementa en 3000. 

a) Eacuentre una funeion que modde el ingreso en krmi- 
nos del precio del boleto. 

b) ,-,Que prccio de holelo es tan alio que no se genera 
ningun ingreso? 

c) EtKLiierure el precio que maximize el ingreso por lu 
venla de boletos. 

IS. Maximizar In ganancia L'na sswledad dedicada a obser- 
var aves elabora y vende almteit [adores simples para pijarcs 
con cl fin dc rcunir fondos para sus aclividadcs de conser- 
vation. El eoslo del material para cada utimentador es $6 r 
y vendeit un prumediu de 20 pur remans a un prccio de S 10 
cada uno. Han estado considerando subir d precio, asi que 
lie van acaho un estudio y encueniran que por cada incre- 
menlo dc un ddlar pierden dos ventas por.semana. 

at Encuenirc una funcion que mode I e la gamine ia scmanal 
en temiinosdcl precio por alimentador. 
h} ;,Que precio dehe eohrar 3a sociedad por cada dime ma- 
jor eon el lin de ntaximi/ar las gananeias'? ^Cual es la 
ganancia maxima? 

III. Luz de una ventana Lrna ventana Normanda tienc la 
Forma dc un reetangulu rtmalado oon un semidreulo. cumo 
se i Ins ira en la ligura. Se cvmstruirJ una ventana Normanda 
con perimelrode 3<l pies. 

at L lien e litre una funcion que modde el Area de la 
ventana, 

b \ Determine la* dimensioned de lu ventana que admits la 
mayor can) idad de iuz. 



h x H 


3ft. Voluman de una caja Se conslruiru unacajacon una 
abertuni en la psuie superior a panir de una pieza rectangu- 
lar de candn con dimensiones de 12 por 2)) pulg 
cortando euadms iguulcs de ladn x en cada esquina y luego 
dobbndo lets lados had a arriba (vease la tigura l. 

ut Encuentre una funcidn que ntodele el volumen de la 
caja. 


Material protegido por derechos de au 
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b) Halle los valorcs dc x para los que cl volume n es mayor 
que 200 pulg\ 

e} Encuentre el volumen mis grande que puede tener la 

caja. 


20 pulg, 


12 pulg 



X 

X 

X 



X 




X 

X 


x 

x 


> 


31 * Area de una caja Se taene previsto que una caja abiena 
cor uju base cuadrada (enga un volumen de 1 2 pies*, 
a) Halle el volumcn que modela el inea de superficie de 
Ea caja. 

h) Encuentre las dimensioned que reduces al mfmm o la 
cantidad de material empleado- 

3.2. flectonguio jnscrrto Encuentre las dimensioned que da 
cl area mis grande del reclingulo moslrado en la figure. Su 
base csti sabre cl eje x y sus ottos dos vertices esrin urriba 
del eje x f sobre la par&boia y = 8 - x 2 . 



33. Minimisation do CO stO£ Un ranchcroquierc construir 
un corral rectangular con un irca de 100 m\ 

a) Encuentre una funciftn que cnodele la long it ud de la 
cerca requerida. 

b) Determine 1 as da mjensionex del corral que requienen la 
cantidad minima de cerca. 


b) t , Donnie debe dcsembarcar de modo que llcgue a B to 
mis pronto posible? 


* 7 mi * 



.4 


35. Vuelo de u n ave Se li bera a un pijaro en el punto A de 
una isla, 5 miElas desde el punto 3 mis proximo en una 
fibers recta. El p5jy.ru vuela hasta un punto C sobre la ribera 
y luego vuela a lo largo de la ribera hast* su ires de am- 
damiento D (vease la figure). Suponga que el area requtere 
10 kcal/milla de energia para volar sobre tiena y 
14 kcal/milla para volar sobre cl agua fvease cl cjcmplo 
9 de la seccidn 1 .6). 

a I Encuentre una funcidn que modete el gasto de energia 
del pijaro. 

b) Si par mstinto el pdjaro digs- una trayeetpria que mink 
mlza su gasto de energia. ^hasta qu£ punto vuela? 


4 


Isla 


5 mi 


B 

* 

af— x 

<4 


D 


32 mi 


Area de 
anidamicoU'i 


36. Area de una com eta Se const mini el tnarco de una 
cometa a partir de seis piezas de madera. Las cualro piezas 
que form an su horde se cortaron a las longitudes indicadas 
cn la figure, Sea x ccmo se muestra en la figure, 

a) Mucstre que el Arcade la cometa estd dada por 3a funcidn 

A( j) = *(V'25 - x 2 + VT+4 

b) £,Cuil debe ser la longitud de las piezas cruzados a fin 
de tnaxtmizar el area de la cometa? 


34. Reduction del tiempO Un hombre se encuentre para-do 
en un punto 4 en la orilla de un rio recto de 4m mi! las de 
anctio. Para Itegar al punto B, 7 mil las conierle abajo en la 
Orilla opuesla. nema primero cn su bote hasta el punto P en 
la orilla opuesta y luego cantina la di stand a re statue v hasta 
B, como .se muestra en la figure, f,L puede remar a una 
vc loci dad de 2 millas/h y caminara una velocidad dc 
5 millas/h. 

a| Encuentre una funcidn que permit* tnodelar el i tempo 
noccsuio para el recorrido. 
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CAPITULQ2 Funciones 


2.7 


Combinacion de funciones 


En esta seccibn sc estudian diferentes formas de combiner funciones para construir 
nuevas. 


Sumas, diferencias, product os y cocientes 


Dos funciones / y g se pueden combiner para formar nuevas fund ones / +■ g> f — g t 
fu y ffa de una manera similar a la forma en que se suim, nesta* multiplies y divide 
1 41 s u mu de J y g se define mediante nilmtros leaks, Por ejeitiplo, Sc define la funcion / + g por 


[f + V )(*) = /U) + 

El nombrede Ja nucva fujicidn es 
H / + §T Per lo tjnlo, csle signo + 
represents la ope rad tin de adicibn de 
fu/tefattes. El signo + del lado dcrecho, 
sin embargo, represents la sums de los 
mimems f(x) yp(r). 


(/ + 0)W = /M + flC*) 

La nueva funcibn / + g se llama sum a de las funciones / y g; su valor en x es 
f(x) + gr(jt). Por supuesto, 9 a suma del lado derecho tiene semido sdlo si f(x) y p(.i) 
estin definidas, es decir, si x perteneee al dominie de / y tambten al dominio de g< 
Asi, si el dominio de / es A y el dominio de g es B , entonees el dominio de / + g es 
la intersection de estos dominios, es dec in A H B. De manera similar, se puede de^ 
fin ir la diferencia / - g } el producto fg, y d corfente fig de las funciones / y g< 
Sirs dominios son A fi B, pero en el caso del cociente se debe record ar no dividir 
entre cero. 


Algebra de fund ones 


Sean / y g funciones con domin ios A y B, Entonces las funciones f + g. 
f - g, fg y fjg se definen como sigue. 


(/ + sfK*) = M + 0W 
(/ - s)M = /{■*) ^ aM 
(fe){x) - /WjW 

m 


(D 


(x) = 


ffM 


Dominio A n fi 
Dominio A n B 
Dominio dflfl 


Dominio {.r £ A O B | #(jc) # 0) 


Ejemplo 1 Combtnaciones de funciones y sus dominion 

Sean /(*) = y g(x) - 

a) Encuentre las funciones / + g, f - g,fg y fjg y sus dominios, 

b) Encuentre (/ + g){ 4), (/ - ^)(4>, (ft)( 4) y {ffg){4). 

Solution 

a) El dominio de / es {x | x # 2} y el dominio de g es {x | x ^ 0}. La imerseccidn 
de los dominios de / y g cs 

{jt[jc3:0 y x =£ 2} = [0,2) U (2,oo) 


Material 
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Pitta Jividir fractiones, invicrta cl 
denomiiukdor y mulUplique: 

\j{x - 2) l/(x - 1) 
yfx vj/ l 

_1 i_ 

x - 2 Vi 

I 

(jt - 2} Vj 


Asf> se tiene 

Pominio {* | x > 0 y x =£ 2} 

PpmJnlo {x 1 x S 0 y x ^ 2\ 

Pftmirito {k | x ^ 0 y s ^ 2} 

Ctonlrito {x | * > 0 y x # 2} 

Hay que observar que en el dotninio de fjg se excluye 0 porque ^{O) — 0, 
b) Cada uno de estos valores exisie porque x — 4 esti en el dominie de eada funcibn, 

(/ + ff)(4) = m + 9(4) = ~ + V5 = l 
(/-<?)( 4) = /(*) - 9(4) = 4 -J - - V4 = - \ 

C/9)(4) = /(4)a(4) = V3 = 1 

a (4) _ m _ i = i 

9/ 9(4) (4 - 2) V5 4 


{/ + $){*) = /(*) + = — 2 + y& 

(/ - = m - 9 ( 4 ) = - v5 

(te){*) = fWg(x) = “V 

U), ' m \ 

U/ *W (4 - 2)V5 


La grdliea de la ftmeibn jf + g sc piaede obiener de las grdficas de / y g mediaiue 
adkfdtt grafSc*. Eslo sign ilk a que se suman las coordenadas v correspondiemes^ 
como se [lustra en el ejemplo siguiente. 



Ejemplo 2 Uso de la adieion grafica 

Las grdficas de / y g se muestran en la figura I „ Use la suma grafica para trazsr la 
fund bn / + g. 

Solu cion Se obtiene la grafica de / + g al ‘"’sumar graficamente’' el valor de 
J(x) a ^{jr) como se muestra en la figura 2. Hsto se pone en practica al coptar el 
segnienlo de recta PQ en la parte superior PR para obtener el punto S sobne ta 
grafica de f + g. 



folccjido por derechos d 0 ciuior 


Fig ura 2 

Surra grafica 


Composition de funciones 

Ahora, con side re se una forma muy import ante de combi nar dos funciones para ob- 
teneruna nueva funcidn, Supongaque/(x) = VSty^jr) = x 1 -+ L Se puede defimir 
una funcidn h como 


K*) = /(./(«)) = /( - + I) = Vi J + ! 

La funcidn h esti compue&La de las funcioneji fy g de una manera inters sante’ dado 
un numero x, se aplica primero a la funcidn g r luego se aplica / al resultado. En este 
caso, / es la regia +h sacar la raiz cuadrada - \ g es la regia “elevar al cuadrado’* de spues 
sumar l 1 *, y h es la regia “elevar al cuadrado, a continuation sumar 1„ luego sacar la 
rarz cuadrada 1 '. En otras palabras, se obtiene la regia h al aplicar la regia g y luego 
la regia /. En la figura 3 se tnuesLra un diagrama de mdquina para h. 

x + ( j V j; ^ 

Entrada P ~~ Salida 

Figura 3 

La maquma A csti cumpuesla de la maqmna g (primero) y despucs la miquimi /, 

En general, dadas dos funciones cualesquiera / y g, comience con un numero x 
ert el dominio de g y encuentre su imagen g(x). Si este numero #(.*} esta en el domi- 
nie de /, se puede edeukr emonces el valor de ,%(>))* El resultado es una mieva 
funcidn h(x) — f(g(x)) obtenida al $ustituir g en /, Se llama la composition (o com - 
puesfa) de / y g y se denota medi ante f b g ('*f compuesta con g”). 


Composition de funciones 


Dadas dos funciones f y g, la funeiun ciniipuesla g itienommadji tamhiiin 
la composicion de f y g) estd detinida por 

(/ 0 ?)(*) = /fef(Jr)) 


El dominio de /« g es el conjunto de todas las Jt en el dominio de g lal que g(x) 
estd en el dominio de /, En otras palabras, (/ * p)(*) se define siempre que p(jt) y 
/(#(.*)) esten definidas. Se puede ilustrar / * g por medio de un diagrama de flecha 
(figura 4). 





Figura 4 

Diagrama de flee has para f*g 


Material orotoaido doc d orach os do autor 
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En et ejempta 3. / es la regia "elevar 
aJ cuadniiJo" y g es la rcgta "'restar 3'\ 
La fund An f o g pwmm rusla 3 y 
despite* eltva a] cmdradu; ]a funcidn 
g 01 / primer# ekva al cuadrado y htega 
resla 3. 


Ejemplo 3 


Determine la composicion de funciones 


Sea f(x) = x 1 y g(x) - x - 3, 

a) EnfuerUre las funciones ./ ° g y g ° f y sus dominion 

b) Hme(f*g)(5)yte*f)(7h 


Sole cion 

a} 3e liene 


y 


= /toto) 

= fU - 3) 
=■€*- 3? 
to • /)W = <K/M 
= ef* 1 ) 

= jt 2 - 3 


Definidin de f ** q 
Pefinic i£n de g 
PeflnrcJrfjn etc f 
Definition de g « f 
DefiniciOn de f 
DeftnitfOn de q 


Los dominios de / 0 g y g ° / son R, 
b) Se tiene 

(/•0)(5) = fialS)) = /(2) = 2 1 = 4 
to " fl(7) = ff(/{7)) = 9(49) - 49 - 3 - 46 


Del ejemplo 3 se puede ver que, en general, f°g ¥= g° f. Reeuerde que la nota- 
tion / * g signifies que la funcidn g sc apliea prirmero y despues /, 

Ejemplo 4 Determine la composicion de funciones 

Si f{x) — Vjt y #y(,v) — V'2 - x, eneuentre las siguientes func tones y sus dominios. 
aj f*g b )g°f c)/®/ d) g°g 


SoluctOn 

a) 


(/ D q )(*) = 

= /(V2^) 

= VV2 - Jt 
= ^2 - A 


Deftnie^n de f ° q 
Offftnfe^n de q 

Dfifinitiort de f 


El dominio de f°g es ft 2 - x ^ 0} — |j | x ^ 2} = (“oo. 2]. 

W (9 0 /HO 


* rtfto) 

= 9(V^) 

= V 2 - VJt 


Vcfir]ic\6r] de q a f 
DdRnitii5n de f 

E7eflnld£ti de q 


Material proiegido pof derechos dc- autor 
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CAPITULO 2 Fancies 


Las gmlicas dc / y g dc t cjcmpLo 4, jsi 
coma / o g e /, f * /, y g “ g, se niues- 
traii n continuation. Estas grificas indi- 
can qua la opcrucion dc composicibn 
puetfc prodiirir funtiones baslante 
difcrtntcs tfe las funciones originates. 



Para que Vx este detmida. se debe tener x £ 0. Para que V2 — V* est£ 
definlda, se debe tener 2 - Vjt > 0. es decir. V* ^ 2, q bien 4^4, AsL se 
tiene 0 ^ s 4, por |o tanto el dominto de g * f es el intervale cerrado [0, 4]. 


c) 


(/•flW = /(/(-0) 

= /(v5) 

= Vvi 

= iK 


Definition d? f « f 
Peftnlelbn de f 
Definition de f 


El dominie de f a /es [0, oo). 

d > (ff c 0 ) CO = ffteM) Dffflti icr^rs deg* g 

— g{ VT^x) pffflnicr^n de § 

— V"2 — V2 — Jf DsfiriicfiSri 

Esia expresion se define cuando 2 — j^Oy2— V2 - x 5: 0. La primera 
desigualdad sigtiifica jc ^ 2, y la segunda es equivalence a V2 - x ^ 2, o 
2 - Jt £ 4. o j ^ - 2. Por lo tartio, 2 T asf que el dominio d eg°g 

es J-2, 2], m 


Es posible toraar la composition de Ires o mis fund ones, Por ejemplo,, la fimeidfl 
compuesta / ° g a h se eneuentra al apltcar K luego g y despues / como sigue: 


(f°g°h){x) = }{g(h(x))) 


Ejemplo 5 Una composition de tres funtiones 

Eficuentre j * h si f[x) = xf(x + 3 ), g(jc) = Jt l(l y = x + 3. 


Solution 

A )M - /(?{*(*))) 

= /&(* +■ 3)) 

= /((JT + 3) ia ) 
(* + 3)" 1 
(x + 3) 10 + I 


Definition dtf f n si ° h 
Definition de h 
Oerinfc ion de gi 

Definxion de f 



Hasta aquf se ha usado la composicibn para construir funciones coniplicadas a 
partir de las mas simples. Pero en ealculo es util poder "deseomponer" una funcibn 
complieada en funciones mas simples, como se muestra en el ejemplo siguiente. 


Ejemplo 6 Como reconocer una composition de funciones 

Dada F{x) = + 9. cncuenlie las funciones fyg tales que F = f a g. 

Solution Puesio que la formula para indica sumar primero 9 y luego saear la 
rafz cuarta, sea 

9{x) = x + 9 y f(x) = <fx 


Material proiegide 


por derechos de autor 
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Entonces 


l tempo = method] a 
S ini 


■7.. 

■ tiempo - 1 


Figura 5 

di stand a = velocidad x tieinpo 


(/•?){*) = /(»M) 

*= n* + «) 

= </TTg 


PwFinici6>n de f * q 
Pcfin>cion de a 
Definvcidn de f 


Ejemplo 7 Una aplicaeion de la composicion 
de fu net ones 

Un banco esta viajando a 20 millas/h paralela a una ribera recta. El barco estd a 

5 millas de la orilla. Pasa tin faro a medindia. 

a) Express la distancia r entre el faro y el banco como una ftincidn de d , la 
distancia que ha necorrido el banco desde mediodia; es dedr, encuentre / de 
raodo qye s = f{d). 

h) Express a d como una funcidn de 1 , cl liempo iranseurnido desde mediodia; es 
decir, encuentre;/ tal que d - 

c) Eneucnlre f a g. i,Q u6 represents esta funcidn? 

Solucion Priirtero se traza an diagrama como en la figura 5. 

a) Se pueden relacionar las di stand as s y d mediants el teonema de Pitigoras, Asf, s 
puede ser expresada como una funcidn de t/por 

j = f(d) = Vl5 + d 1 

b) Puesto que la nave esta viajando a 20 millas/h. la distancia d que ha reconido 
es una funcidn de / como sigue: 


c) Sedene 


d = g(t) = 20r 

(/* ff)(l) — f{ff( 0) UeMctin de F a fr 

— /{20r) ReftnleSfin de q 

— \/2 5 + (20f)" Defl rilctdn de f 


La funcidn / & g da la distancia del banco desde ei faro como una funcidn del 
tienipo. 


^ HHHHMHHHiHHH 

1-4 ■ Encuentre f + g, }-g,fa yfls y Sltt dominios, , _ 2 _ i 

1. /M = Jr - 3. s(*) = jr 2 

2. /(j) = jr 2 + lx, g(x) = 3i 2 - I 

3. f(x) = V4 - x 2 , g{x) = VI + r 

4. f{x) - V9 g(x) = V?~^ 4 

5 ' /<l) = \ »W = 7TT 


Material Droteqidc nor dorechos de a 


^ iV-} 


x+l' ^- x+ i 


7-l(i ■ Eneucnlre el dominio de J a funcidn.. 


7. /(*) = V* + Vi " x 8. ^(jc) — vm 

Vx + 3 


l 

x 


9. h(x) « (x - 3) 




10. Jt<x) - 


x — 1 
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CAPifTULO 2 Funciones 


11-12 * Use In adicirtn gratica para bosqucjar la grafica dc 

f + 8 < 




15-16 *■ Dlbuje las grificas dc /, g y / + g cn uma partial la 
comun para ilmstrar la suma grafica. 

13. f{x) - vTTx, g(jf) = v'l - _t 

14 . /{*) = x 2 . p(x} = Vx 

15. /(-¥> = x 1 , s(x} = \x J 

1*. f(x) - V\ - r* g{x) = ^ 1 - y 


17-22 ■ Use /(*) = 3x — 5 y ^(jr) =2 — x 1 para evaluar la 
expne&iriiL 


»■ *> mm 

IS* a) f(f( 4)} 

I** a) (f*tfK“2) 
2«* *) (/- jOC-1) 
21 * *) 

22* a) (f*f){x) 


b> dfm 
b) mm 

b> (?-/)(“ 2) 
b) to"0)(2) 
b> to •/)(*) 

b) (fir " g)<Je) 


23-28 • Use las grificas de / y § para evaluar la exprestfci. 



23 * mm mm 

25. (g*f)( 4) 26. (/*ff)(0) 

C? d ?)(- 2) ^ tf“/)(4) 

29-40 * Encuertre las funciones,, /* tf^/t/^/y^^ystlS 
dorrunios 

29 . /(js) - lx + 3 , f/(x) - 4 j - 1 

30. /(*) = 6r - 5, ff (.r) = ^ 

31. /{x) = x 2 * g(x) = x + I 

32. /(*) = * s + 2, &(x) = Vx 

33. /(*) = i?(x) - 2 jt + 4 

3*1. f(x) = x 1 , g(x) - Vx - 3 

35. /M-W. ffW«2*+3 

36. f{x) » Jt - 4, #{x)=\x + 4\ 

37* /(j) = — ff(*) = 2r - 1 

38, /(x) ■ -~=, g(x) = r - 4x 

39 . /(x) — Vx t jy(jr) = Vx 

4I> - Wl) = ? ?(x) = 771 

41-44 ■ £ncuentre/ tt p ,a Jr, 

41* /(jt) = x - I* p(j) = Vx, j*i(j) = x — I 

42. /{*) = -, g(x) = i J . h(x) - x ! + 2 

fE 

43. /(.t) - ** + 1, j,(x) - * - 5, A(x) = Vx 

44. /(.»)= Vx, *fx) = * 

45-50 ■ Express la funcion en la forma / ° g, 

45. F(x) = (x- 9) s 

46. F(x} = V* + I 


Material prolegido par derechos de autor 


SECClON 2.7 Composicion de funciones 


221 


47 , 


48. 


M, 


50, 


G(x) 

Mx) 

H(x) 


jt 1 + 4 

1 

~ x + 3 
= |i -* 3 | 

= VY + Vx 


51-54 ■ Exprese la funcidn en la forma f°g a h, 


Si - n.) = ^ 


52, F{x) 
SX G{x) 

54* G(x) 


= VVj t- I 

= (4 + ^ 

_ 2 

" <3 + V5} 2 


Aplicaciones 

55-50 * Ingres a, costo v ganancia Una imprcnla elabora 
calcomantas para las campanas elector ales;. Si se piden x catco- 
manias (dondc x < 10 000), enlonccs el precio por cakomarua 
cs 0.15 — 0.000002* dblarcs, y el costo total de producir la 
onden es 0,095.* - 0,tKXXXKJ5jt ; dblares, 

55. Use el hecho de que 

ingreso = precio por artkulo x numero de arttcutos veodkta 


para cxpresar R{x), cl ingreso de una or den de x calco- 
manias, como un producto de dos funciones de x. 


h) Encuentre una funcidn / que modele el drea del circuit) 
como una fund on del radio. 

c) Encuentre / * p, {,Qu£ represents esta funci6n? 


58. Irrflado de un globo Un globe esfirico cst4 sicnde in- 
flado. El radio del globo erect a la velocidad de 1 cm/s. 

a) Encuentre una fimcibn / que modele el radio como una 
Fuoddo del tiempo. 

b) Encue Hire una funcidn y que modele el volumes comn 
una funcidn del radio. 

c| Encuentre g° f. c Que representa esta funcidn? 

59* Area de un globe Se estS jnflando un globo meteo- 
roldgico esftrico. El radio del globo se incrementa a la 
velocidad de 2 cm/s, Express el area superficial del gtobo 
como una funcidn del tiempo f {en segundos). 



5fi* Use el hecho de que 

ganancia ™ ingreso — eosto 

para expresar la gananc ia en un pedido de x calco- 
manlas, como una dilcrcncia dc dos func tones dc x. 

57. Area d« una on da 5c dejacaeruna piedru en un lago, 
que crea una onda circular que viaja hacia fucra a una ve~ 
locidad de 60 cm/s, 

s> Encuentre una funcidn y que modele el radio como una 
funcidn del tiempo. 


60. Descuentos multiples 5e tiene un cupdn de $50 de un 
fabricante bueno por la compra de un tebfono celular, La 
tienda donde compra m tel€fono celular ofrece un dcs- 
cuento de TOfik en todos Los icKfonos cdulares. Sea x el 
precio normal del lelifano celular. 

a) Suponga que sdlo sc aplica el 20% dc descuento. 
Encuentre una funcidn /que modele el precio de com- 
pra del telef&no celular como una funcidn del precio 
regular*. 

b) Suponga que solo se aplica el cupdn de $50. Encuentre 
una funcidn g que modele el precio de compra del tcl£- 
fono celular como una funcidn del precio de eliqueta x. 
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c) Si puede usar el cuptici y el descuento, enionces el pre* 
cio de compra es / * g(jr) og« /(jr) r depcndicndo del 
orden en el que sc apliqucn al prccio, Encucntrc 
f 0 sK*) y g 0 /(*}■ composirifin da el precio 
mas bajo? 

6L Descuentos multiples Un vendedor de aparatos attune! a 
un descucnio de LG% en todas mis lavadoras. Adem4s ( el 
fabiicante ofrece una rehaja de 100 dri] ares en la compra de 
una lavadora. Sea x que: repnesenta el prado tk ctiquesa de 
(a lavadora. 

a) Suponga que s6lo sc aplka el 10*&, Encuenlrt una fun- 
dbn / que modelc el prccio de compra de la lavadora 
cornu una fundon del predo de etiqueca j. 

b) Suponga que sdlo se aplka la rebaja de 100 ddlares. 

Enc uenirc una funcibn g que modele el predo de com- 
pra de la lavadora como una funcidn del predo de eti- 
queta x. 

c) Encuentre f°g y g ° f. iQu£ representan esias furo 
Clones? £Cj£I es el mejor trato? 

hi. Truyeetoria de un. avion Un avidrt esti'i volando a una 
vtlocidad de 350 millas/h a una altitud de una mills, Ef 
avkSn pas a di reclame rue arriba de una esiacidn de radar en 
el (tempo r = 0. 

a) Exprese la dislanda s (en ml! Iasi entre el avion y la 
estacion de radar como una fundon de 9a distancia hori- 
zontal d (en mil Iasi que ha vulado el avido. 

b fr Exprese d como una funeidn del tietnpo t (en hois) que 
ha volado el avidn, 

c) Use la composition para expresar s como una fundon 
de r. 


d 



] mi 

£ 


Descubrimiento - Debate 

Ci3. Interfes compue&to Unacuenlade ahofTos gana 5% de 
interim compueslo anual mente, Si invkrtc x do! arcs cn Lai 
cucnia, luego la canfidad A (jc ) dc la inversion despuis dr un 
afto es la inversion inicial mis 5 %; es decir, 

A(jt) - x + Q,05x - 1 05x, Encuenlre 

A* A 
A* A° A 
A° A a A a A 

tQite representan estas composidones? Encuentre una 
formula para lq que obtiene cuando compone n copias de A . 

M. Composition da turitionas lineale* Las gjificas de las 
fundon.CE 

/(*) = m,jr Hi- 6, 

(?(*) = m 2 x + b 2 

son recias con pendientes nr, y m 2 . respectivamente. £La 
gr&fica de / * g es una recta? En caso afiimaiivo, ^cuil es la 
pendicnlr? 

A?, Resolucibn da una ecumcibn para una fundon 
dasconodda Suponga que 

g{x) - lx +■ L 
A(jk) = 4x* + Ax + 7 

Encuentre una funcidn / tal que / * g * fr. (Considere qik 
qperaciones tendrla que realizar en la formula para g a fin de 
[erminar con la fbmiulu para A.) Ahora suponga que 

/M = ii + j 

h(i) = 3i 3 + 3 x + 2 

Use !a misma clase de razonamienlo para ballar una funci^n 

0ial que f*g- h. 

Composicionn da fund ones impares y paras 
Suponga que 

h - f°g 

Si g es una funcidn par, ih es necesariamente par? Si g es 
impar. ih es impar? i,Qu^ pasa si g es impar y /es impar? 
pasa si g cs impar y f es par? 
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PROYECTO PARA UN 
DESCUBRIMIENTO 



Iteration y caos 

Las iteradones de u.na ftinei&n / en el punto x$ son /(.v n ) + /(/( *<>))» o)))* 

y a_si sucesivamerite. Se escribe 

Jt ( = /(jT 0 ) Fr.rtflr, i i: • , I 


X 2 — /(/(-to)) 
x 3 - /(/(/(x 0 ))) 


Por ejemplo, si /(x) - x 2 , cntonccs las iicraciones de / en 2 son x, = 4. 

Xn = 16, x 3 = 256, etc. (Compmebe estoj Las iteracicmes sc pueden describir 
en forma grdfica coino en la figura I . Empiece con Xo en el eje x mud vase verti- 
cal me nee a la gralica tie /, luego horizontal mem c a la recta y - \\ despues 
verticalmente a la grafica de /. etc. Las eoordenadas. x en los ptmtos sob re la 
gr^fiea de / son las iterationes de / en. Xq, 


Figure 1 



FI 

x* 

0 

0.1 

1 

0,234 

2 

046603 

3 

0.64700 

4 

0,59382 

5 

0.627 3 2 

6 

0.60799 

7 

0,61968 

8 

0,61276 

9 

0.61694 

10 

0.63444 

11 

0,61595 

12 

0.61505 


Las iteraeiemes son importances cn e| csltidto dc la furteidn logistic a 

m = Ml -i) 

que modela la poblacidn de una espede con potencial limitado para crecimicnto 
(p ej. T Conejos en um isla a peecs cn nn esianquc), Hn este modelo la pobkckki 
m&rima que puede supertax el medio es ] (es dec in 100%). Si se comic nza eon 
una fraction de esa poblacion, por ejemplo 0.1 ! 10%), entonces las iteraciones 
de / en 0.1 dan la poblacidn despite* de eatla intervale de liempo (dia>, mescs 0 
anos. dependiendo de las e species). La cons tanle Jt dependc- de la lasa de creci- 
mieiuo de la e specie que esi& siendu inode! ada; se llama constant? de ert- 
cim lento Por ejempb, para Jt - 2,6 y x$ - 0. 1 las ilcracioncs mustradus en la 
tab] a a la tzquierda dan la poblacion de las e species para los primeros 12 interva- 
les de tieinpo. La pabtaridn se estabiliza al parecer alrededor de 0.6 1 5 (es dedr, 
61-5% del rnfaimo), 

En las tres gralicas de La figura 2, se grab can las iteraciones de / en 0. 1 para 
diferenies valorcs de la constants dc crecimiento Jt, Para Jt — 2.6 h pubbeidn 
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it l parecer se estabiliza en tin valor 0.615 del m&rirao, para k = 3.1 la poblacidn 
pareee osrilar entre dos valores, y para £ = 3,8 no surge n in gun patron obvio. 
Esle ultima gkuadtin se describe de forma inatematieu medlante la palabra cans, 


- « 9 I « 


0 


i ' ■ ■ t ■ ■ ■ ■ i > ■ i ■ ■ ' ( ■ 21 

it - 2.6 


■ i i 21 

jt= 34 


■ ' • ■ ■ I ■ >1 i ■ ! • ■ ! ¥ ■ » * * I 2| 

k ^ 3.8 


Figura Z 


El siguieine programs de EtiTLBJ 
tra 7M Ex primcra grtificn de lx figura 
2. Las oTr.ts grdlicas sc obliencn 
digiemktd vnlmr pprqpiado para K 
en el programs, 

PROGRAM : ITERATE 

: C L r0 raw 

: 2.6 

: 0 * 1 -* X 

; F o r ( N p l , 2 0) 

:K*X*C 1-X5 — Z 
iPt-OnCNv Z, 21 
JZ-*X 
: End 


1. Use d proeedimiento grdfieo ilustrado en la figura I para las primeras emeu 
itentc tones de f(x) = 2.t(I - x) enx = 0.1, 

2, Encuentre las itcraciones de /{*) — x 1 cn x — L 

3, Encuentre las iterad ones de f(x) = l./x en .r = 2. 

4. Encuentre las seis primeras iteraciones de f(x) — (/( 1 - x) cn x - 2. £tu& 
es la iteracidn nilmero 1000 de /en 2? 

5. Encuentre las primeras 10 ileraciones de la funcitin logfstica en x — 0.1 para 
el valor dado de k . ^La poblacidn se estabiliza, oscila o es caotica? 

a I k = 2A b) it -3.2 c) k = 3.9 

6, Es facil hallar iiteraciones por medio de una calculadora graficadora. Los pa* 
sos sjgiitentes muesiran c6mo encontrar las iteraciones de /(jt) = kx{ 1 - x) 
en 0,1 para k - 3 en una cakuladora Tl-83. (El procedimienlo se puede 
adaptar a cualquier cakuladora grafkadoraj 


Y , s K * x * ( 1 ~ X ) 

3 — ► K 
0,1 —X 
T-f -*■ X 

0,27 

0,5913 

0,72499293 

0,59813454435 


•» 1 1 i i irdrttf ■ i*n iii v.in n M jC K 
\lin_i, ciw 1 1,1 i*n Ut tunable X 
Evatilf / tn X y fuitnk dc nunod rrsultnlo co X 
Oprtmn [ i wTsfel y otumgii Ui tTfawm iieriKuYt 

M.mtenpu iipnmiitj La hrclfi ' ENtfl | fwra Vi>lvcf a 
.-|fcitti!r i*l I'lHituthk* * oMrjwr mutt nine* succuwift 


El programs en eE marge n se pnedc usar umibien para grafkar las iterackmes y 
estudi arias de man era visual 

Lfse una calculadora de grafkacion para expenmentar eomo el valor de fc 
afecta las ilerac tones de /| r) = k\{ ] x) en 0.1. Encuentre varios valores 
diferentes de it que hactn quo las itcraciones se estabilicen en un valor, oscilen 
entre dos valores y exhiban caos. (Use valores de k entre I y 4.) (l Puede halkr 
valores de k que hacen que las iteraciones oscilen entre cuatn? valores? 


I 
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2.8 


Funciones uno a uno y sus inversas 


La i nvers a de un a funcidn e$ una regia que actua en la salida de la rune ion y produce 
la cnlmda correspond ientt, A*u la in versa “deshace” o invierte lo que ha hecho la fun- 
don, No todas las funciones tienen inversas: las que si la tienen se Human fundones 
uno a uno. 

Funciones uno a uno 

CtHtipirense I us funciones f y g euyos diagramas de flecha se imiestran en la figura 
1 . Hay que observer que f mmea tonia el misrtio valor dos voces (dos niimeros eua- 
lesquiera en A tienen imageries diferentes), mientras que $ toma el mismo valor dos 
veces ftanto 2 como 3 tienen la misma imagen, 4). En sfrnbolos, g(2) - ^(3) pero 
/(x t ) # /( jtj) siempre quex, # x 2 , Las funciones que tienen esta ultima propiedad 
se Human uno a uno. 


4 B 



— ► 
/ 


Figura 1 /e s uno a uno 


A B 

4 10 



ff 

y no es uno a uno 


Deftnidoo de una funcion uno a uno 


Una funcidn con dominio A se llama funcion uno a uno si no hay dos ele- 
memos de A que tengnn la misma imagen, es dedr, 

/(*]} * f(x 2 ) siempre que x, * x 2 


Una forma equivalents dc cseribir la condition de una fanddn uno a uno es dsta: 



Si /(jq) — /{jfj), entonces jt| = jt 2 . 


Si una tecta horizontal cruza la ghilka de / en m&s de un punto, entonces se puede 
observer en la figura 2 que hay niimeros x ( # x 2 tales que /(x ( ) = /(x a ), Esto signi- 
fica que / no es uno a uno. Por lo tamo, se tiene el siguiente m&odo geonktrieo para 
determ in ar si una funcion es uno a uno. 


Prueba de la recta horizontal 


Figura 2 

I j fuocriOn no cs uno a uno porque 
/(Jfj = 


Una funddn es uno a uno si y solo si nine una recta horizontal cruza su gra- 
hca mas de una vez, 
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Figura 3 

f[x) = X 1 * es uno aunt).. 


Ejemplo 1 Decidir si una functon es uno a uno 

^La funcitin f(x) = Jr* es uno a mho? 

Solucion 1 Si jtj ^ jr^, entonces ^ Jtj (dos numeros diferentes no pueden 
tenet el tnismo cubo). For lo lanto, f{x) - x l es uno a uno. 

Solucion 2 En la figura 3 se puede dbsenrar que ningunu recta horizontal cruza 
la gr&hca de /{jr) = j 3 mas de una vez. For lo tamo, mediante la pmeba de la recta 
horizontal, / es uno a uno. * 

Observe que Ea funcion / del ejemplo I es creciente y rambien es uno a uno. De 
hecho, se puede probar que toda fund 6 n creciente y ttula funcion decreciente es 
uno a uno. 



Figura 4 

jf{*) = x ! no es um a uno, 



Figure 5 

f(x ) = jr 2 (je ^ 0) es uno a uno. 


Ejemplo 2 Decidir si una funcion es uno a uno 

^La funcion ^(jr) = x 1 es uno a uno? 

Solucion 1 Esia funcidn no es uno a uno porque, por ejemplo, 

«(0 = i y 9(-i) = i 

y. por lo Lanlo, I y — 1 tienen la mkma imagen. 

Solucion 2 De la figura 4 sc puede observer que hay rectas horizontales que 
cruzan la griifica de g mis de una vez. For lo tanto. por la prueba de la recta hori- 
zontal, g no es uno a uno. ■ 

Aunque la funcion g del ejemplo 2 no es uno a uno, es posible restring ir su do- 
minio de modo que la funcion resultantc sea uno a uno. De hecho, si se define 

A(i) — x 1 , x ^ 0 

entonces h es uno a uno, como se puede observer en la figura 5 y la prueba de la recta 
horizontal. 

Ejemplo 3 Mostrar que una functors es uno a uno 

Muestie que la funcidn /(*) = 1* + 4 es uno a uno. 

Solucion 

Suponga que hay ndmeros j, y x 2 tales que f(x j) = /( jc 2 ). Entonces 

3*, + 4 - 3xj + 4 Supti^i* (tyje = f(x 2 ) 

3ur a = 3*; Rests 4 

Jtj = JCj Pkvidj entre 5 

For lo tamo, / es uno a uno. 



La inversa de una funcion 

Las funciones uno a uno son import antes porque son precisamente las funciones que 
poseen funciones invent de acuerdo con la siguiente definition. 
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K No confunda el - 1 en / 1 con un 
exponents. 


no .ugnifica 


/(0 


El rectprncn 1 //(jc) «;e escribe como 
(/[*»'♦ 


Definition de la inversa de una funcion 


Sea / Lina JunCioa Uno y lino con domimi] A y rango jS r Entom.es mj Euridnn 
in versa / 1 liene dominio B y rango A y estri deli n id a por 

r'{y) -X ** /{*} = y 

para ctiakjuier y en B. 



Figura G 


Esta ddinidbn establece que si / envia x a y, entonces / 1 envia a y de micro a x , 
(Si / no fuera uno a uno, entonces / 1 no estarfa detinida de manea linica.) El dia- 
grams de lleehas en la (igura 6 indiea qtic / _l invierte el efeCtO de /, De bdefinicidn 
se ticnc 

dominio de / 2 = rango de / 
rango de /“ J = dominio de / 


Ejemplo 4 Encuentre / 1 para valores especificos 

Si /(l) = 5. /(3) = 7 y /(ft) = - 1 0 encuentre / '(5), T l (7), y /^(-10), 


Solucion De la delinicttin de / 1 se dene 


/ _l (5) - 1 porque 

/(l) =5 

/ _l (7) = 3 porque 

/( 3) = 7 

/ _J ( - 10) = 8 porque 

/(«) = -io 


En la figura 7 se muestra ctimo /' 1 invierte el efecto de / en este case. 



For definicion la time ion in versa / 1 deshaee lo que hace / si se empieza con x 
se aplica /, y luego se aplica/“’, se llega de nuevo ax donde se inieid. De manera 
similar, /deshaee lo que tiace /“ 1 , En general, cuakjuier fimdrin que inverted efedo 
de / en estu forma debe ser la in versa tie f. Esias observariones se expresan con pre- 
cision como sigue. 


Propiedad de (a funcion in versa 


Sea / una funcion uno a uno eon dominio A y rango li, La funcion inverse 
/ sulisface las sigui cmes pmpicdadcs de LanccUcihri- 

/ { / { jr ) ) — .x para toda x en A 

/(/ '(.t)) = jc para toda.t en H 

A la utversa, cualquier funcion / 1 que satisface esias ecuacion.es es la in- 
versa de /, 
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fcis [us propkdiidcs indicari que / es la tiinddn in versa dc / ' , por lo (unto se dice 
que / y / J son inversus entre st. 

Ejemplo 5 Verificar que dos furtciones son inverses 

Muestre que f(x) = x ? y y(.t) - x 11 son inverses entre sn 
Solution: Observe que c] dominin y d rango de / y # es R, Se tiene 

«(/U» = g{x s ) = {.r ) 1,f! = * 

/(sW) - fU*) - - .v 

Por consiguiente, por la propiedad dc Ins funciones inversus, f y g son jnversas e li- 
tre si\ Estas ecuaciones simplemente expresan que la funcion cubica y lu funcidrb 
raiz cubica, cuando se componen, se ounce Ian enire sf, ■ 

Ahora se examinant edmo se calculan las Fundones inversus. Se observa primem 
de lu definidon de / 1 que 

y — /(-*) ** /■'(>') = * 

En consecuencla, si y = /(r) y sL se puede resolver esta eeuaeidn paru x en term i nos 
de y, entonces se debe toner x — / _l {y). Si luego se inlereambian jc y y* se liens 
v = / *(*}, que es la eeuaeidn deseada, 



En -el ejemplo 6 observe edmo / 1 
invieric d efecio de /, Lu furtcidn / 
es [a regia "inulliplicar per 3. luego 
rtrstiir 2", mienims que es la regia 
"sumjir 2, luego Jividif e nlre 3". 


Compruebe su respuesta 

Se usa la propiedad dc la funcion 
inversa. 


Hay que observar que se pueden invertir los pasos 2 y 3, En otras pakbras, se 
pnede intercambiar x y y primero y luego resolver para y en tdminos de x 

Ejemplo 6 Como determinar la inversa de una fnncion 

Encuentre lu inversa de la funci6n /(x) - 3,v - 2, 

Solution Primero se escribe y - f{x). 

y - 3.v — 2 


/-■(/(*» = r'o* -2) 

[3v - 2) - 2 
~ 3 
3x 


Luego, de esu eeuaeidn se despeja x: 


3..v = 

y + 

2 

Sum; 2 

JC = 

y + 

2 

Dividu sntr« 3 



x + 2 ~ 2 = x 


V 


Por ultimo, se intercambian x y y: 

x+ 2 

, A' + 2 

Por lo lantce la funcion inversa es / (x) — — - — „ ■ 
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En el eje triples 7 obiierve c6mo / 1 in- 
viertc el efeclo dc /. La funcidn / c% la 
regia 'ionic la quinta pcrtcncia, rcslc 3, 
luego divida cnlnc 2". micnlras. quc / 1 
la regia "niultiplique colic 2. same 3, 
luego tame la nfz quintal 


Comprupbg- su respuestS 

Sc emplea la propicdad de la funcitin 
itirvnsL 

r‘(:U)i -/■'( -v - ) 

-ww” 

- (x i - 3 + S)' 1 * 

«(j r 5 )^=x 

WW) = /<(2* + 3)'*) 

_ I(2jc + 3)^]* - 3 
2 

. 2jt + 3 - 3 
2 




Figure 10 


Efemplo 7 Hallar la mversa de una funcion 



Encuerttre la inversa de la fimcidn /{ jt) — 


r 5 - 3 


Solucion Primero se escribe y = (V' — 3)/2 y se despejo x. 

x' - 3 


v = 


Ecuoddfi que define la fundin 


2y * x 3 - 3 
x s = 2 y + 3 
i = (2v + 3} ,/3 


MuFdplit^ufl fWr2 
&jfw 3 

Toma \a$ rafees quiritas 


Luego se intercambiaxy y para obtener y — (2x + 3) 1 ^. Por lo tanto* la funcitin 
inversa es /' L (x) = (2x + 3)'^. m 

El principio de intercambiar x y y para encontrar la funtidn inversa tambien pro- 
portions on m£todo para csbtener la grdfica de / _1 a partir de la graft ca de /, Si 
f(a) = fc, emanoes — a, Asi, el ptnUo (a t h ) esti sobre la grSfica de / si y sdlo 
si el punto (b, a) estd sobre la grdiica de Pent) el punto {b f a) se obtiene del purno 
(ti t b) al reflejaren la lineay = x (v£ase figure B). Por lo Unto, como se ilustre en la 
figured b siguieiUc es derto. 


La graft ca tie / : .se obtiene al reflejar la grafica de/en la recta y = x. 




Figure 8 Figure 9 


Ejemplo 8 Encontrar la inversa de una funcion 

a) Bosqueje la grafica de f(x) = Vx — 2 . 

b) Use la grdfica de / para bosquejar la grftica de / -1 , 

c) Encuentre una ecuacidn para /“ 1 „ 

Solucion 

a) Con las transformaebnes de la seccidn 2 . 4 , se Uwqucja la grdfica de 

y = Vx - 2 al trarar la grtfka de la ftmcbn y - VjE (ejemplo 1(c) en 3a sec- 
tion 2 . 2 ) y mover! a a la derecha dos unidades r 

b) La grafica de f ~ 1 se obtiene de la grifica de / en el incise a) refiejdndola en la 
recta _y = x i como se muesira en la figure 10 . 
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F.n id ejemplo 8 sc puede observar 
como /" 1 invierte el efeeto de /. La 
tunc ion / es la regia “rcstc 2 , lucgo 
Lame La raii cuadrada\ mien tries que 
/ 1 cs la regia “el eve al cuadrado, 
despu^s sume 2’*, 


c) D t y =■ Vjc - 2 despeje jr, notando que y > 0. 


V j - 2 = >< 

x - 2 = y 2 


si sve a I cuadra^o amtros mtembnop 


x = y 1 ■+ 2, v & 0 Sums 2 


Intercambie x y y: 

y = x 1 + 2, x>0 

For consiguiente, /“ 3 (j) = x 1 + 2, x^O 

Esta expresidn muestra que la grdfica de / 1 es la mitad derecha de la parabola 
y = x 2 + 2 y„ de la grdfica mostrada en la figura 10, esto parece razonable, * 


1-6 m Se da la grifica de una funcEbn /. Determine si f es uno 
a uno. 



7-1 G * Determine si la funcibn es uno a uno. 

7. f{x) = -2x + 4 8. f(x) = 3x - 2 

9. g(x) = Vj 10. fl(jf) » | x\ 


li. h{x) = x 1 - 2x 12. A(j) = jt J + 8 

13. f(x) = x 4 + 5 

14. /(j) = x* + 5, 0^x^2 

15. fix) = L 16. fix) = - 

X X- 

17-18 * Suponga que / es. una funcidn uno a uno. 

17, a) 5i/(2) = 7, eneuenire /■’(?). 
b) Si/ '(3) = — l h entucnlre/(- I ). 

IS. a) Si /(5) - 18. eneuentre /"'(IS), 
b) Si / _l (4) - 2. cneuentre /( 2). 

10, Si /(*) = 5 — 2x t encuentre / '(3). 

20. Si = x 1 +• 4* oou x a -2, encuentre 0^(5 ). 

21-30 * Use la pnopiedad de la funcidn invent para mostrar 
que fyg son inversus enEre sf. 

21. /(*) * J - 6, tf(x) = x + 6 

22. f(x) = 3x h ff{x) = | 

23. fix) = 2j - 5; fa) - ~ 

24. fix) = 9 (j) = 3-4 j 

4 

Ji. fix) = eW = ; 

26. f{x) = x\ g(x) ~ 

27. fix) = X* - 4, jc a: 0; 

^f.v) = Vj + 4, x^ -4 


Material protegido par der&chos tie autor 
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m /(x)=x J + I; l) lfi 


61. f(x) - 2 + x 


62, f(x) = 2-jx 


29. /(x) - x#I; 

ff(*) = “ + l - * # 0 

34). f(x) - V4 - x 2 , 0 ^ x ^ 2; 
0(j) = V 4 - x 3 . f) s 1 s 2 


63, fl(jf) = V* + 3 64. f/{x) = X' + 1. x & 0 

65-68 ■ La funcidn dada no es uno a uno. Resirinja so dominio 
de mode que 9a funci6n resultame sea uno a uno. Ereuentre ta 
inverse de la fundrin con el dnminin rettringida. (Hay ini'* de 
una rcspucsta oorrccla.) 

65. /(x) = 4 - x 2 66. p(x) = {x - l) 3 


31-50 ■ Encuentre 9a funddn inversa de /, 


31* f(x) 

33- ft*) 

35* fix) 

37- f{x) 

39. /(x) 

41. f(x) 
43. f(x) 
45. f{x) 

47. f(x) 

48. /M 

4f. fM 


= 2x + L 

32. 

* 4x + 7 

34. 

X 

" 2 

36. 

1 

“ x + 2 

38. 

. 1 + 3x 
" 5 - 2x 

40- 

* vT+Ii 

42. 

— 4 — x J , x ^ 0 

44, 

= 4 + $x 

46. 

“ 1 + Vl + X 

= V9 - X 1 , Oijt 

^ 3 

* x\ X > 0 

50. 


fM = 6-1 

/(.,) - 3 — 5ur 

ffl - ^ * > 0 


/(*) = 5 - 4a’ 

/(jr) = x 1 + x, x * -f 
f{x) = V2.r - 1 

JW - (2 " V) 5 

fix) = 1 - x 5 



67. A(x) ® (x + If 


68. fc(x) - | x - 3 | 



§1-54 * Se da una funcidn jf, 

a) Bosqueje la grdfica de /. 

b) Use la griftca de / para bosquejar la gjlfica dc / L . 

c) Encucntre /~ a . 

51. /(x) = 3x - 6 52. /{x) = 16 — x 3 , i^O 

S3, /(x) = VxTl 54. /(x) — x s ^ I 


55—60 ■ Trace una grdliea dc fy emplfieb para determinar si la 
functfn es uno a uno. 


55. f{x) = x s - x 


57. m = 


x + 12 
x m 6 


56. f{x) = X s + x 

58. /{*) = \V - 4x + I 


59. /(x) = jxj - \x - 6 1 60. /(x) = x-jx| 


61-64 » Se da una funcidn uno a uno. 


a) Encuenire la inversa de la funcidn. 

b) Grafique tanlo la funddri camo su inversa en la mistna pan- 
talla para comprobar que las grificas son reflexiones. entre si 
en la recta v - x. 


69-70 ■ Use la grificade / paria bosquejar la grdfica de / . 

69. vi 70. vi 
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Aplicaciones 

71. Cuota por servicio For hus lervicios, un mvcsiigadur pri- 
vado reqmere una cuota de retendon de $500 mds $80 por 
hora. Sea x el numero de boras que el invesligador pasa tra- 
bajiando en un CMO. 

a) Halle una funcidn / que model a la cuota del invest!* 
gador como una funcidn dc x, 

b) Entruenlre / " ’. (i Qu£ represent a / _l 7 

ei Encuentre / " s { 1 220). ( “,Qu^ representa su nenpuesta? 


Material dm 


?r echos 




>r 


h 1 1 
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72, Ley de Torricelli Un reciplente coniiene 100 galones de 
agua. que salen de una f ug.a en el fondo, lo que causa quc el 
recipient sc vadfe cn 40 minutos. La Icy de Torricelli pn>- 
pordona cl volumen de agua que permanece en el recipients 
despuis de r minutes como 

vo - lo°( . - 

«) Encuentre V -I r £Qu£ representa V -1 ? 
b | Determine V -1 (15). £.Qu£ representa su resputsta? 

73. Flu jo de &angr& Cutmdo la sangre se msm per una vena 
o aneria, su velocidad v es mayor a lo largo del eje central y 
disminuye a medida que se incrementa la distends r desde 
el eje central (vfose la figure). Para una arteria con radio 0.5 
cm, v esti dada como una funcion de r por 

v(r) « 1 8 500(0,25 - r l ) 

a) Encuentre p' 1 . ^Qu£ represents v~ ! ? 

b) Determine if 1 ( 30 ) . representa su respuesta? 

T 
I r 

J r ■ a ^ ■ ■ ■ ■ ■ # 


74. Fu ncidn de dum a nda La cantidad vendida de un articulo 
se llama demands del artfculo, La demands D para derto 
articulo cs una funeidn del predo dad a por 

D(p) = -3/j + 150 

a) Encwntre ZT L , ^Que representa D 1 ? 

b) Determine D l {30). ^Qu^ representa Su ftSpOCSte? 

75. Eacalas de temperature La relactdn entre las e seal as 
Fahrenheit {F ) y Celsius (C) «ta dada por 

F{C) = ?C + 32 

a) Encuentre F '. iQu^ representa F' l l 

b) Determine F -I (S6). representa su respuesta? 

76. Tasus de intweambio El valor relativo dc las mooedu 
cinculantes fluctua dfa con dia, Cuando se escribid este 
problems, un ddlar canadiense valfa 0,8159 de ddlar este- 
dounidense. 

a) Encuentre una fimcLdn /que proporciona el valor /(x) 
en ddlares estadounidenses de x ddlares canadienses, 

b) Encuentre / iQu6 representa / ’ 1 7 

c) ^.Cuirno serfan 12 250 ddlares canadienses en moneda 
estedounidense actual? 

77. Impuerto Sabre la Renta, En ckrto pals, el impuesto 
por ingrtsos manures o iguales que 20 000 euros cs 10%, 


Para ingresos dc mis de 20 000 euros, cl impuesto es 2000 
euros mis 20% de la cantidad sobre 20 000 curus. 

a) Encuentre una funcidn / que propondona el Impwesto 
Sobre la Renta por un tngreso x. Exprese / como una 
funcidn definida por partes. 

b) Encuentre/ -1 . representa/ -1 ? 

c> iCuinto ingreso requeriria pagar un impuesto de 
10 000 euros? 

78, 0«euentos multiples Un vendedor de automdviies 
anuncia un descuento de 15% en lodos sus autos nuevos. 
Adcmus, el fabricate ofrccc una rebaja de $1000 cn la 
compra dc un autumdvil nuevo. Sea x el precio de venta del 
automdvil. 

a) Suponga que sdlo se aplica el 15% de descuento. En- 
cuentre una funcion / que modele el precio de compra del 
aulomdvil como una funcidn del precio de etiquetax. 

b) Suponga que solo se apltca una rebaja dc $ 9000, En- 
cuentre una funcidn g que modele el fvecio de compra del 
autnndvjt como una funcidn del precio de etiquela jf- 

c) Encuentre una Fdrmula para H — / ° g. 

d) Encuentre H~ l . t “,Qui representa H ~ [ 1 

e> Determi ne H ~ 1 ( 1 3 OGO). ^Qud representa su respuesta? 

79, Costo de una pi«a Marcello's Pizza, fijd como precio 
base de la pizza grande S7 mas $2 por cada mgrcdienlc. Por 
lanto, si listed ordena una pizza grande cun x ingredienles, 
el precio lo dari la fimcidn /(x) = 7 + 2x. Encuentre 
f" 1 . ^Qu(£ representa la funddn / -l ? 

Descubrimiento • Debate 

80 , D alarm in ar cuAndo urt> fundon Until ti«n« un« in 

varaa Para la funcidn lineal f(x) — wtr + b sea uno a 
uno, i,qu^ debe ser derto acerea de su pendiente? Si es uno 
a uno, encuentre su Lnversa. ^.La Inversa es lineal? En caso 
afirmativa, ^cudt es su pendiente? 

Hd. Halier ' na nvers« 'an su cabai#" En las nows del 
margen de esta seccidn se seffialb que la inversa de una fun- 
ctdn se puede encontrar revirtiendo las operadoues que 
constituyen 3a fiincidn. Por cjemplo, en cl cjcmplo 6 se vio 
quc la inversa dc 

/{■*) = 3jt - 2 es f~ l (x) = 

porque cl “inve^o" de M mutliplicar por 3 y restar 2 f> es 
lL sumar 2 y dividir entre 3". Use el misnuo prooedimientc 
para hallar la inversa de las si gui cutes fund ones. 

») JW = - b) /M = 3 - 1 

cl m - VP + 2 d> !(x) “ (2* - 5)’ 

Abora considere otra funcidn: 

/(x) =* 4- 2x + 6 


OtE 


3i tferechos dt 


dr 
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<:Es posible usar la misma clase de inversion simple de 
opcraciones para hallar la inverse de esta funeidn? Em c&so 
afirmativo, hagalo, Si no. explique que es difererUe accrca 
de esta funeidn que hace diffcll esta (area. 

82. La f unn on Identidad La fiintfbn /(jc) = x se llama fun* 
cihn ideniidad. Muestrc que para cualqukr funeidn / sc 
ti«B / «/ “ /,/»/ = / y / 10 f ~ 1 — f~ l * f m h (Esto sig- 
nifka que la fund on ideal islad. / sc com porta para funcioncs 
y composition dc la misma forma que cl numcro I sc conn 
porta para ntimeros reales y multipltcaddn.) 

83. Solution de unn ecuacion pars una funeidn descono- 
cidn En el ejendcio bA de (a leocibn 2,7 se pidib resolver 
la ecu&d&l en la que las incognitas luemn funeiones,. A horn 
que se sahe aeerea de Lis inversas y 3a funeidn identidad 
(vease el ejercicio 82), se puedc nsar algebra para resolver 


laics Ccuac tones. For cjemplo, para resolver f°g = h para 
la funeidn desconodda /, seefecuian los pasos siguientes: 

/ “ g — k FVob Icma: f 

f^S^s ' = h l> 9~ 1 Componer con 4 -1 a la tieRK^a 

/ * / = h * g " 1 0° 0 — I 

f = h*g- } W = f 

Pot lo lanto. 3a solueidn cs / = h +g *. Use esta iccniea para 
resolver la ccuaeibn / a g = h para la funcife dcsconocida 
indicada, 

a) ftesuelva para /. donde irfx) - 2j + I y 
A(x) = 4r l + 4* + 7 

bl Rcsuc Ivu para g. donde /(*} — 3 jt + 5 y 
ft(jr) = 3r + 3x + 2 


2 


Repaso 


Comprobacion de conceptos 

1. Dtzlina eada coneeplo en sus propias palabras. iCompruebe 
refiriendose a la delink ion, en cl EcxluJ 

n| Funeidn 

hi Dominio y raago de u na fu k I bn 

c) Gratica de unn funeidn 

d) Variables iitdcpcrdicnte y dependienlc 

2. Dc un cjemplo de eada lipo dc funeidn. 
a| Funcibti eonstantc, 

b) Funeidn lineal 
cl Funeiort euadrJlicii 

3. Trace a mano. en Eos rnismos ejes. las gralicas de las fun- 
eioncs siguientes. 

a I fix) = x bl q(,r) = X 1 

cl h{x) - x* dj j[x) = x* 

4. a | Ljtpresc la prueba dc Ja recta vertical 

b) ExpcGse la prueba de la recta horizon tal. 

5k 4 ,Cbmo se detine 3a tm promedio de cambio de la funeidn / 
emre dos puntosV 

(*k Deiina c«da eoncepto en sus propias palabrus. 
a I Func i An ereeiente 
bj Funeidn dcereeienlc 

c) FunciAn constanle 


7. Suponga que sc da Ja gratica de /, fLscriba una ecuacibn para 
cada gratica que sc obtienc dc la grbtica de / como sigue. 

a | Des place 3 unidades haeia arriba 
bl Dcsplace 3 imidades haeia abajo 
cl Desplace 3 unidades a la doccha 
dt Dcsplaec 3 uni Jades a la izquierda 
Refleje cq el eje x 
f) Refleje en el eje y 

g| Al argue vcrticalitocntc por un factor dc 3 
h ) Acocte vert italinente por un faeior de { 
i I Alargue hori irontal niente por un factor de 2 
j) Acorte horizontal merte por un factor de \ 

8. ai i.Que es una funeidn par? iQud simetrla posee su grd- 

hca? De un cjemplo de una funeidn par. 

b> ir Quc cs unn funeidn impar? iQu£ simcErfa poscc su gr£- 
lica? De un ejemplo dc una funeidn impar. 

d. Fseriha la forma estdndarde una funeidn cuadritka. 

10, ^Qud Jiignifiea decir/(3) es un valor ntdjumo local de/? 

] I , Suponga que / tiene dominio A y # tiene dominio R. 
aj ^.Cual es el dominio de / + f/? 
b I t : ,Cu^il es el dominio de fy ? 
c) tCtiSl es el dominio de //p? 


it i 


iroleqido 


or oc h c 
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12. ^Cdmo estd definlda la fund An eompuesta / « gl 

13, a) iQu£ es una fund An uno a uno? 

li) ^CAmo sc pucdc dedr si la graft ca de una fund An cs 
uno a uno? 

c | S upon llli que / es una funciAti uno a uno con domi- 
nio A y rango & iCAmo se define la fundAn inversa 

Ejercicios 

L Si /(.t) = x J - 4* + 6. encuentre/(0),/l(2),/(“2), fta), 
f{-a),f(x + L),/(2r)y 2/(jr) - 2, 

2. Si f{x) = 4 - V3-f - AencuenEre /(5), /(9)+/(a + 2), 

[/(*)]*, 

3, Se da la grflica de una funciAn /. 
a) Encuentre / (— 2 ) y f{2 ). 

b| Dclerminc cl dominio dc /. 

C| EncuenEre d rango dc /. 

d) ^En qu£ inlervalns / es credente? ^En que iniervalos 
/ es decredenle? 

c) lJ es uno a uno? 



4 ^Cuiks de laa siguientes figures son grificas de funcio- 
nes? ^CuaL de las funcinnes son uno a uno? 



/ L ? ^Cudl cs cl dominio de / ] ? ^Cuil es el rango 
dc /" ’? 

dl) Si se Etene una fAmniila para / T ^cAmo encuemra una 
formula para /" '? 

e) Si se dene la grifica de /, £,c6mo enconlraria la gr^fica 
de/" 1 ? 


5-6 ■ Eneuemre el dominio y el rango de la fundAn, 

S, f{x) = vm 6. F(i) ^ f J + It -4- 5 

7-14 ■ Encuentre d dominio de la fundAn. 

2x4 I 

2c - I 


lLffc) = i + 


► 15 


8. 

* 

‘+-r+ r 

II 

4 4 


10, 

/to " 

l 

+ 1 

12, 

— 

x + 1 

x -f 2 



— X + 

Vx 3 ~l 

14 

/(*) * 


VxTT 
2x j + 3x + 3 
2x* - 5x - 3 

^'2j + I 
\/'2x + 2 


15-32 ■ Bosqueje la gritica de la fundAn, 
15, /( x) = 1-1* 

Ilk f(x) = %{x - 5), 2 £ x ^ 8 
17. /(,} = I - i / 2 
19. f(x) = x 2 - fir + 6 
21. g(x) ~ I - Vx 


23+ h(x) = |x 5 
25+ h(x) = 

27. gtx) = 4 


2*. /U) = 


IS. g(t) - l 2 - 2J 
20. /(x) = 3 - 8x - 2x 2 
22. ff(x) - — |jf| 

24 h(x) = V*T3 
26. tf(x} = x J - V 


28. G{x) = 


(x - 3) 2 


31+ /(x) - 


Ji- 

X 

six < 

0 

ll 


six ^ 

0 

n - 

2x 

SJ x £ 

0 

lit - 

- 1 

six > 

0 

j, + 

6 

six < 

-2 

U' 


six s 

“2 


.si 

x < 0 


r 

si 

0 £X 

< 2 

b 

si 

X s 2 



[ 33- I^etermme cult de lets reetangulos de visiAn producen la 
grifiea mas apropiada de La fund An 
/(x) — 6x J “ 15x 2 + 4* “ I- 
CD [“2. 2] por [- 2, 2] (ii) [-8+ 8] por [-8, 8] 

(iii) [-4, 4] por [-12, 12] (lv> [-100, I00]pw{-100, 100] 


Material 



J0f 



autor 
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j 54* Determine euAl nstf artgulo de viri dn produce la grijfica mis 
aprupisulEi de la (tuition /(*) — VToO - Jt\ 

i> [-4. 4] por[-4,4] 

it) [-10. 10}pw[— 10, 10] 

iii) [-10. 10]par[-t0.40] 
iv> [-100, I00]por[- ICO. 100] 


35^38 * Dihuje la graficn de la funcidncn urt rcetingulo de 
vi&ifin apropiado 

35. f{x) - ,t 3 + 25* + 173 

36. /(*) = l.Lc 3 - 9,6li : - 1 .4a + 3.2 
jr 


37. M - 


Vx 7 + 16 


31 f(x) - 14* + 2){* + 4) 


\ 39. Encucntrc, aproaimad&meme. cl <k™irtiO de la funcLdn 
f(x) — Vr~' 4.v + 1, 

jj- 40. Determine cn forma apro\imad;i cl raiigo dc la funeidn 
f(x) ^x* - x* + Jt J + 3* - 6, 


41—44 * Eneuentre la ta.sa dc cambio promcdiu dc la fundon 
cn tie Ids pun tun dados.. 

41, /(*) = x 1 + In x = Q. * = 2 

42, /( x) =* ^ ; x — 4, .t — 8 

43. /(jc) = ■— ; x = 3, x — 3 + ft 

44. /(*) = 0 + l) 3 ; j = a, x = * + h 


45-46 » Dibuje la grifica dc la funeidn /. y determine Los inter- 
valos cn las que / es crcciente y cn los que / es decreciente. 

45. f{x) = r- - 4.r 2 

46. J[j) - | j 4 - 16] 

47. Supotiga que sc da la grffica de /. Describa crime se pueden 
obtener las grtffteas de las liguientes funeiones a paitir de /. 


B) 

y = m + s 

Mj = /(* + 8) 

c) 

>•=■ i + vw 

d) y = Rx - 2) - 1 

e) 

y = /(-U 

f, v = -f(-.r) 

gl 

y = ~fU) 

h) v - /-'W 


48. Se da ta grdfica de f T Trace las grificas de las siguiente* fun- 
clones. 

u) y - ffe - 2) b) y ** -/(*) 

c) y = 3 - /(*) d) y = J/(x) - I 

e) y ™ f) v = /{-*) 



40. Determine si / es par, impar o ninguna, 

a) /(*) “ 2 j j — 3jt 2 +2 b) /(*) — j 3 — x 7 

c) m = 777 d)/(r) “Tb 

£0, Determine si la funcitin de La ligura.es par, impar o nmgUBL 





51, EUprese la ftinckin euadr&tica /(*} = ,t 2 + 4* + 1 en La 
forma cstindar. 

52, E\prcsc la fttneion cuadritiea /(*} = — 2*“ + 12* + 12 
cn la forma cs titular. 

53, Encnennc el valor mfnimo de la fundon 
$(x) = 2jt + 4jr - 5, 

54, Determine cl valor maiimo de la. funcidi 

^ 1 - * - * 2 . 


Material proiegido por der echos de autor 
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55* Se lanza ana piedra haeia arrtha desde la parte superior de 
m editicio. $u altura (en pies) wtue el sudo de spuds de t 
segundcw estidada porfcfr) - -Ifrr 2 + 48/ + 32. JTuffl es 
laaltura maxima que alcanz^? 

56* La ganancia P (en delates) que se genera al vender x 
urudades de cierto articulo esta dada par 

P{. i) = -3 500 + IZx - OOOQ4t 2 

tCuii es la ganancia mixima. y cuintas unidades se deben 
vender para gcncrarla? 

j 57-5S ■ Encuentre los valores mtauno y mini mo locales de la 
funcidn y los valorem de .r en los que ocurtm Exprese cada res- 
puesti correcta hasta dos lugares decimates. 

$7, f(x) = 3,3 + ]At - 2.5* s 


63. Si /(.*) “ je ! - 5jc + 2 y #{.r) — 4 - 3 t. encucntrc las 
siguientes fundanea. 

n> / + ft b| / - g cl fy 

dl fig e) f°g fl g°f 

64. Si f{x) - I + x 1 y g(x) = Vx - I, encuenire lo siguiente. 

a) f*g bi Q*f c) (f°ft)(2) 

(/*/)(!) *> f°9 Q f f ) 

65—66 ■ Encuentre las funciones / * g t g * /+ / B / y g * g y sus 
dominies. 

65. f(x) 3 3jt - I , #(*) = 2x - jr 

_ 2 

66. f(x J = Vx, g(x) “ - — j 


58, f(x) = x^(6 - x) kfy 

59, El niimero de acondicion adores de aire que vende una 
tienda de aparatos, depend? de la £poca del aflo. Bosqueje 
una graven apirndnriadadel nduiero de imutades A/C vendi- 
das como una furteiOn dc la epoca de! aflo. 

60. Un triangulo isdsceles tiene un penmetro de 8 cm. Express 
el area A del triingulo como una fuucidn de la longilud b de 
La base del triingulo. 

61. Un ncclingulo cMa inscrilo cn un triangulo cquilatcro con un 
perimeiro de 30 cm como en la ligura, 

a) Expresc el irea A del rect^ngulo como una Funcidn de 
la longitud je moatndn en La figura. 

b) EncuentFe las dimens i ones del reccingulo eon el irea 
mis grande. 


67* Encuentre/°# ° 6 n donde fix) = V I - = I - jr, 

y h{x) = I + Vx. 

6S, Si TTje) = - , 1 =, encuemre tuncknes / T g y h tales 

VI +■ Vi 

que / 0 q * h — T. 

6^-74 ■ Determine si la Funcidn cs unoa uno. 

6*, /(jf) - 3 4- x s 
7ft. g(x) =2 - 2x + x 2 

7L h(x) = ^ 

72. rix) = 2 + vTTl 



62. Una pic /a de alambre de 10 m de largo se carta en das 
piczas. Una dc longilud v H sc dobla cn la forma de un 
euadrado. La otra picza se dobla cn la ronrui de un triangulo 
equilitero. 

a> Expre.se el irea total encerrada como una funcidrii de t. 
b) ^Para que valor de j el area total es un mmimo? 

h 10 cm -1 

X —m\ 



73* p{x) = 3.3 + i.6x - 2.5V 
g 74. g{x) = 3.3 + ].6.r +■ 2.5 . t" 


75-78 ■ Encucnlre b in versa de la funcidn. 

75 . f(x) - 3 x - 2 

76. f(x) = 2*±I 

77 . fix) - ix 4 - I f 

78 . f(x) = I + Vx — 2 

79 . a) Bosqucjc la grafica de la funcio-ri 

/(*) = V - 4, jc a 0 

b| Use el incise a) para bosquejar b grafica de / 1 . 
f) Encuentre unaecuacidnpan/ 1 . 

8ftn a) Mueatre que la funcidn /(ji) = 1 +- sS^x cs uno a uno. 
bl Ftosqueje la grafica de /. 

c) Use el incisn para trazar la grafica de / " '. 
dl Eneucntre una ecu acidn para / '. 
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1. ^Guiles de las siguientes son gtificas de fundones? Si la gratka corresponde a la de 
una funeion, ^£s uno a Lino? 



2. Sea /(*) = 


Vx + 1 


(a) Evaluc /(3)i /(5) y /(a — 1). 

( b ) Encucn Lit el dominio dc /. 

3, I,>eterniine la loss pCQOiedK* de cambio para la funcidn f(l) 
i = 5, 


t 2 - 2/entne t = 2 y 


4 . aj Bo&queje la gnlifka de la fnnatin /(*) = x\ 

b> Use el indso a) para graficar la funcidn ^(jc) - (je — 1 ) 3 - Z 

5. a) £,C6mo sc obtienc la grdfica dc y = /( x — 3) +- 2 a partir de la gr&lka dc /? 
b| , j ( CditLo se oblkne 3a grafted de y = f{-x) a partir dc ia gnlica de f? 

6. al Escrtba la funcit^n cuadr4lica/(jc) = Z* 3 - fij + 13 en 3a forma estindar. 
b 1 Bosquejc una gni fica de /. 

cl ^Cuil es cl valor nifnimo dc /? 


7. Sea f(x) = 


f 3 - x 1 
[2x + 1 


si x £ 0 
!ii ,i" > 0 


al Evaluc /{— 2) y /(I ) L 
b| Bosqucjc la grlHca de /. 


B. aj Si 1 800 pics de ecrca csiin disponibles para o om t mir duo cocrales adyacenles, 
canto se i lustra en el diagraina de la iz^uierda, express el area cotal de ios eorra- 
les oomo una funcidn de x. 
b) i,Qu£ valor dc x mas imi sard el area loia] ? 

9. Si /(je) = x 1 + 1 y g{x} = jc — 3. encuentre lo siguienlc. 
a) f+g b) g*f 

C ) mi)) <n sim 

el g*g»g 


ur'ial pro! 


iirop hr\c 
.• I C* I I L> J 



CAPfTULO 2 Functori** 


10, 9} Si f{x) = V3 - 4. encuentre la funddn irtversa / f - 

b) Bosqueje las grificas de / y /* 1 en ks mismos ejes de coordenadns, 

11, Se da Ja gratica de una functdn f. 

9 ) Encuentre el domimo y el ran go de /. 
b| Bosqueje la grsifica de f _, + 

c) Encuentre la tasade cambio promedio de /enbtejt - 2 yx = 6. 



55 12, Sea f(x) = Si* - 14* ? + 5x - 3, 

a) Dibuje La grafi ca de / en nn reetingulo de visitor. aproptado. 

b} ^Es f uno a uno? 

c) Encuentre los vaJores locates miii rro y mfnimo de / y los valorem de x en lo® que 
ocunren. Expcese cad* respuesta comecta a do® dedmaks. 

d) Use La grifica para dclenninar cl range de /. 

e) Encuentre los intervalo® en los que / es creciente y en los que es decreciente. 


alen,7jl prol&gido por derecho 


or 


Enfoque en el modelado 

Ajuste de tineas a dates 


labia 1 


Profundidad 

{pies} 

Pres i bn 
Ob/pulg 3 ) 

5 

15.5 

8 

20J 

12 

20.7 

15 

20.8 

IB 

23.2 

12 

23,8 

75 

24.9 

30 

29-3 


Ud modelo es una representacidn de un objeto o proceso, For ejemplo, un juguete 
Ferrari es un modelo del autombv i I real ; un rnapa urbano es un modelo de las calles 
y autopistas de una ciudad. Un modelo represents por lo comun solo un aspecto del 
objeto original. El juguete Ferrari no es un automdvll real, pern represents lo que se 
parece a un Ferrari real; un mapa de carreteras no contiene las calles reales de una 
ciudad, pero representa la reladdn de las calles entre sf . 

Un moddo matemitko es una representacifri mate milieu de un objeto o proce- 
so, Con frecuenciu un modelo matemitico es una funcidn que describe eierto fend- 
mentx En el cjemplo 12 de la seeddn 1 JO so encontrd que la fancidn T - - 10/t + 
20 modela la temperatura atmosftrica 7 a la alt ora h, Despu6s se utilizb esta funciiin 
para predecir la temperatura a cierta altura. En la figura siguiente se ilustra el proceso 
de modelado matemitico. 

I 'i nMnjLLiOM do mi 
mi ukrli ‘ m an . 1 n nhico ’ \ 


Muchlft rcul l 'so lIc nkxiclo [lara b;K'cr 

pivdiociimev jut itch do I mtuvilo real 

Los modeless matemiticos son tittles porque permiten aislar aspectos criticos del 
objeto bajo e studio y predecir conic se comportari Los modelos se emplean de for- 
ma extensa en ingenieria, industria y manufacture. Por ejemplo, Los ingenieros em- 
plean modelos de computadora de rascacielos para prededr su resistencia y como se 
comporlarfan en un tenemoto. Los fabricantes de aviones usan elaborados mode- 
los matem&ticos para predecir las propiedades aerodin&micas de un nuevo diseno 
antes de consmiir en realidad el avion. 

^Cdmo se desarrollian ios modelos maiemdticos? ^Cdmo se usan para prededr el 
comportamiento de un proceso? En las p£gma& siguienles y en las secciones posterity 
re& de Enfoque en el modelado^ se es plica edmo se pueden consmiir los modelos ma- 
tematieos a panic de datos del mundo real, y se describen algunas de sus aplicaciones. 

Ecuaciones lineaies como modelos 

Los datos de la tabla 1 se obtuviemn midiendo la presibn a varies profundidades en 
el oebano . En la tabla se observe que la presibn se increments con la profundidad. 
Para vex mejor esta tendencia > se construye una grAAca de dispersibn como en La 
figure 1, A1 parecer los datos yacen mis o menos a lo largo de una tecta, Se puede in- 
tentar ajustar una recta en forma visual para aprraimar los puntos en la grifica de dis- 
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Figura 1 

Diagrams de dispersibn 


Figura 2 


Inlentos para ajustar de manera visual la 
recta a los datos 


j-ric 


n Li 


otegido 


sr oc h ( 
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Enfoque en el modelado 



Figura 3 

Distancing dcsdc los puntos a la recta 


person (vdase fiuni 2), pero este metodo no es exacto. A si que* ^c6mo se ertcucntra 
la recta que ajusta los datos lo mejor posible? 

Parecc razortable elegir la recta que se acerca lo mas posible a todos Iqs pantos, 
Esta es la recta para la ciial k suma de las distancias desde los puntos de datos a la 
recta es tan pequefia como sea posible (vdase figura 3). Por razones teicnicas es tm- 
jor hallar la recta donde k suma de los cuadrados de estas distancias es 3 a mas 
pequeiia, La recta resultante se llama recta de regresitin, La formula para k recta de 
regrcsitin se encuentra por medio del calculo, Por fortuna, esta fdmiula se programs 
en la mayor parte de las calculadoras de graficacidn, Con tina caleukdora (v6a.se 
figura 4(a)), se encuentra que la recta de regresidn para los datos de pro fund idad-pre^ 
sidn en la tabla 3 es 

P - d45d + 14.7 


La recta de regresirin y ei diagrama de dispersion se grafican en la figura 4(b), 


35 

Unfiej 

a=.45DQ365586 
b=1 4 , 7181 5307 


Figura 4 

RcgrcsiOn lineal en una 
calculadora de grafiracibn 


a) Resultado del comando L i n R e g 
en una calculadora 13-83 


0 


■ * i i 


10 


35 


b) Diagrams de dispersion 
y recia de rcgresidn para los 
datos de profundidad-presiftn 


Ejemplo 1 Salto olimpico con pertiga 

En la tabla 2 se dan los registros de salto olimpico con pertiga para varones hasla 
2004. 

a) Ekcuentre k recta de rtgre&idn para los datos. 

b) Elabore una graft ca. de dispersion de los datos y grafique la recta de regresidn. 
^La recta de regresidti parece ser un modelo adecuado para los datos? 

c) Use el modelo para predecir la altura ganadora de salto con pertiga para los 


Tabla 2 

Juegos Olfrapicos de 2008. 



Ano 

Medallists de oro 

Altura (ml 

Ano 

Medallists de oro 

Altura <m} 

1896 

William Hoyt. USA 

3.30 

1956 

Robert Richards, USA 

4,56 

1900 

Irving Baxter, USA 

3 30 

1960 

Don Bragg, USA 

4.70 

1904 

Charles Dvorak. USA 

3.50 

1964 

Fred Hansen, USA 

5.10 

1906 

Fernand Gunder, Franck 

3.50 

1968 

Bob Seagrcn, USA 

5.40 

1908 

A- Gilbert, E, Cwk, USA 

3.71 

!| 1972 

W. Nordwjg, E. Aleraania 

5.64 

1912 

Harry Babcock, USA 

3.95 

1976 

Tadimsz SksarskL, Polonia 

5.64 

1920 

Frank Foss, USA 

4 09 

1980 

W. Kozaktewicz* Polonia 

5.78 

1924 

Lee Barnes, USA 

3.95 

1984 

Pierre Qll inon, Francis 

5.75 

1928 

Sabin Cart, USA 

4.20 

1988 

Sergei Bubka, USSR 

5.90 

1932 

William Miller, USA 

4.31 

1992 

M. Twassob. Equipo u mikado 

5,87 

1936 

Earle Meadowy USA 

4.35 

i 1996 

lean JalEionc, Francia 

5,92 

1948 

Guinn Smith, USA 

4.30 

2000 

Nick Hysnng, USA 

5.90 

1952 

Robert Richards, US A 

4.55 

2004 

Timothy Mack, USA 

5.95 
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Linfiegi 
y -anfb 

a=. 026565 ZB 5 ? 
h=3. 40098988 1 


Rvs liIili-Jl i tSc la I usich’ei 
Li nRtQ laTI-83 Plus 



Soludtfn 

a) Sea V = aiio - 1900, tic modo qua 18% corresponde a v - —4, 1900 ax “ 0* 
etc&era, Con una culculadora. encuentre la recta de rtgresibn- 

v - 0 .0266* + 3.40 

b) Ln grahca de dispersion y la recta de re pres ion se muestran en fa ligura 3. La 
recta de regresjbn pareee ser un buen modelo para los dalus, 



Figura 5 

Diatrniina de dlspendbn y a-eta tie repesidn para kb dados tk sallo tom penigy. 
ei f:3 iifu* 2008 corresponde a ,i = 108 en el model o, El modelo da 

y = 0.0266(108 ) + 3.40 - 6.27 m m 

Si ml iraomento de leer eslo ya pasaron Ids Juegos Olimpicos de 2008* busque d 
regisiro real para 2008 y corn pare eon esia prediction. Esta elase de predictions 
sun ra/unahles para punka cetLanus a Jus dan a modulus. peru nu se pueden hairer 
predict tones mti> apanadus respecto dc fas datos medidos. ^Es razonable tisar esk 
modek) para prededr d registro l on anus a panir de ahonr? 



Ejemplo 2 Rbras de asbesto y cancer 

Cuando las ratas de laboratory se exponent a fibras de asbesto, en algunas de ellas 
se formal) tumores polmonares. En la tahla 3 se listan los resulted os de varios ex- 
peri men i ns realizados por varies eientiticos. 

a) Hr client re la recta de regresidn para fas dalos. 

bi Construya una grafieu de dispersion de lot. datos y grafique la recln de regrt- 
sidn. t'.Ha reclu de regresibn parece ser un modelo ndeeuado para Ids datos? 


Tabla 3 


Exposition a asbestos 
(fibras/mL) 

Porcentaie que desarrolla 
tumores puEmonares 

SO 

2 

400 

6 

SCO 

5 

900 

ED 

1300 

26 

1600 

42 

1 soo 

37 

2000 

28 

3IMK1 

50 
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SoJucion 

a) Con nnacalculadora* se encuentra la recta de regresidn (vfiase figura 6(a)): 


Figure 6 

Repesidn lineal para los dates de 
asbestos-rumor 


V = 0.01 77* + 0.5405 


b) La grifica de dispersion y 3 a recta de regresidn se muestran en la figura 6(b). La 
recta de regresidn parece ser un inodelo razonable para Ins datos. 


Li nR.eg 
y=ix+b 

a =.01 772 121 41 
b=, 540*63925-6 


a) Resultado del comando L 1 n R e g 
en up. a cakuladora TI-83 
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O 

b) Diagrama de dispersion 
y recta de regresidn 


iQue tan bueno es et ajuste? 


Figura 7 


Para cualquier conjunto dado de datos siempre es posible encontrar la recta de re- 
gresidn, incluso si 3 os datos no tienden a encontrarse a 3o largo de una recta. Const- 
dere las tres graficas de dispersion de la figura 7. 




r = 0.9« 



* 



X 




r = 0.84 


* • » 
■ * 

• * * 


* * 
* • 


x 


V4 


r ~ 0.09 


* 



j L 


Los datos de la primers grafica de dispersidn al parecer se encuentran a lo largo de 
una recta. En la segunda grifica tambien parecen mostrar una ten dene in. lineal, pern 
se ve mis dispersa. La tercera no bene una tendencia discernible, Se pueden hallar 
con facilidad las rectus de regresidn para cada grlfica de dispersion con una cakulado- 
ra para grille as. ;,Pcro qni tan hien representan estas Imeas los dates? La calculadore 
proporciona un coeficiente de correlacum r, que es una medida estadfstica de cuan 
bien se ajustan los dates a la recta de regresidn, o cnin bien se correladonan dos 
variables. El coeficiente de correlacidn es un nurnero entre - 1 y l . Un coeficiente de 
correlacidit r cercano a l o — 1 indica conelacidu fueite y un coeficiente cercano a 0 
indica muy poca correlation; la pendiente de la recta determina si d coeficiente de 
coneladdn es positive o negative. Tambi^m mienlras mis datos se tengan, mis rig- 
nificativo ser3 el coeficiente de correlacidn. Por medio de una calculadora se encuen- 
tra que el coeficiente de correlacibn entre fibras de asbestos y tu mores pul nonanes en 
las ratas del ejemplo 2 es r- 0 92- Se jHicde eoneluir de manera razonable que esdn 
relac ion ados la presene ia de asbestos y el riesgo de tumores pul mon ares en las ra- 
tas. i,Se concluye que los asbestos causan tumores pulmonares en las ratas? 

Si dos variables estiin correlacionadas. no necesariamente signifies que un cambio 
en una variable causa un cambio en la otra. Por ejemplo, el matem^tico John Allen 
Paulos sefiala que el lamafio del zapato esia relacionado de mantra estrecha con las 
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catificaciones de imtemaiieas enirc los escoiarts. ^Esto signifies! que pur icner los 
pies grandes se obtienen altas caliticaciones en matemaiicas? De hecho no, tanto el 
taraafio del iapato como las habilidades mate m aliens se in ere men tan de manera 
independiente conformc creccn los niflos. Pqr lo tanto, es important no addantar 
conclusiones: la correlacion y la causa no son lo misimo. La correlacidn es una he- 
rramienta dtil para sacar a la Itiz relaciones importantes de causa y efeeto. pero pant 
probar la causa, se debe ex pi tear el mecanismo mediante el cuaJ una variable afecta 
a la otra. Por ejemplo, el vinculo entre fumar y el cancer pulmonar se observe como 
una comdaeidn mucho antes de que la ciencia eneontrara el mecanisttio por el que fu- 
mar causa ciricer pulmonar, 

Problemas 

1. Longburi del femur y estatur a Los antropdlogos us&n un modclo lineal que rela- 
ciona la longitud del ftmur con la cstatura. El modelo pe rmitc a un antropdlogo determ l- 
nar la esEatura de un mdividuo cuando solo se eneuentra un esqueleto partial (Lncluso el 
femur). En cste problems sc encuentra el modclo anaHzando los dales de la longitud 
del fimur y la estatura para los oefro varones dados en la tabla. 
a | Elahore una grifica de dispersed de los dates, 
b) Encuenue y grafique una funcidn lineal que modele los dates, 
el Un antmpdlogo encuentra un ftitiur de 5? cm de longitud, ^Qu6 tan alia era la persona? 


longitud del femur 
(cm) 

Estatura 
(cm I 

50.1 

178,5 

48.3 

173,6 

45.2 

164.8 

44,7 

163.7 

44,5 

168J 

42,7 

165.0 

39.5 

155,4 

38.0 

155.8 


. Demands dt bahida carbon jitadas Un administrator de tiendas de abarroles 
observa que las ventas de bebidas carbonatadas son mucho mis alias en dias dtidos, asf 
que reune los datos de la tabla. 

a) El a bore una gjifica dc dispersidn dc las datos. 

b) Hneuentne y graftque una funcibn lineal que modele los dates. 

Cl Use el modclo para predecir veatu de bebklas carbonatadas si la tempera turd es 95T, 


Temperatura alta ( D F) 

Mumero de fat as vended as 

55 

340 

5S 

335 

64 

410 

68 

460 

70 

450 

75 

610 

80 

735 

84 

780 


Diairwtro de un irbol y *i* « dad Para utiiur las edadec de Ie>& W holes, los 

guardabosques cmplcan un modclo lineal que nebciona el diimetro del irbol con la 
edad. El modclo es utiE purque es mucho mis fad I medir cl diimetro del irbol que su 
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Enfoque en el modeiado 



cdiitl (locnal icquicrc hcrranncnlas cspecialcs para extract una wwion transversal rc- 
presemativa dd .irbo! y con tar lus anilius), Para enconirar el moddu. use los dates de la 
labia reunidtos para eierta variedad de robles. 

a) Ccmstruya. una pritiea de dispersion de los daios. 

b) Eneuemre y gratique una funciibn Lineal que modctc les dalus. 

C) Use el niodelo para eslimar la edad de un ruble cuyo didmetm es de 1 K pulgadas. 


DiSmetro (pulg.) 

Ed ad (ijnos) 

2,5 

15 

4.0 

24 

6,0 

n 

8.0 

56 

9,0 

49 

9.5 

76 

12.5 

90 

15,5 

m 


Ano 

Concent racism 
de COj (ppm) 

1984 

344.3 

1986 

347.0 

1988 

351.3 

1990 

354.0 

1992 

356.3 

1994 

358.9 

1996 

362.7 

1998 

366.5 

2000 

369.4 


4 UoncerHiadones tie dibxido de cerbono Bn latabla se lismn las concentra- 
clones de didxido de caitmno (LTMen la atmrisfera, medidasen partes por millAn 
(ppm) eti el observatorio Manna l.oa de 1984 a 2000 , 

a) Conslruya una cnifica de dtsperai-Gn de los datos. 
b} Encucnlrc y graliquc la recta de rctrrcsiOni. 

c) Use cl niodclo lineal del ineiso b) para esiimar la cimeentraciPn dc CO, en la 

atmdsfera en 2(K3 E . Compare su rtspuesta con In concentracitin real dc C0 5 de 371, 1 
iiiL’didu en 2001 . 

Los hiologos han nbservadn que la lasa de 
ehimdo de eiertas especies parece eslar relacionaria con la lemperatura En la tabla sc 
mucstran las lasas dc cbirridti paru varias (emperaLuras. 

a) Con stray it ima jera licit de dispersion de los dittos. 

b) Encucntre y graftquc la rccla dc regresidn. 

cj Use cl mode to lineal del ineiso b) para esiimar La lasa dc diinido a I (X> °F. 


Ingreso 

Tasa de ulcers 

$4000 

14,1 

$6000 

13.0 

$8 000 

13.4 

$12 000 

12,4 

$16 000 

12.0 

$20 000 

12.5 

$30000 

10.5 

$45 000 

9.4 

$60000 

8.2 


Tempo ratura 
l°F| 

Tasa de cbirrido 
(chirr! dies /mini 

50 

20 

55 

46 

60 

79 

65 

91 

70 

113 

75 

140 

80 

173 

85 

198 

90 

2H 


En la labia dd margen se mucsiran las tasas de uLcerti pcplica (pot 
cada 100 posonas) para varies Ingreses fami Hares segiin d int'orme de I9K9 de la 
Nacional Health Interview Survey, 

a) Construya una gr&ftcade dispersion de lew datos. 

b) Eneuemre y gralique la recta de regresion. 
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IVfatematicas en el 
mundo moderno 



A vi ones model o 


c| Estime la tasa de tilcera peptica para un ntvel de ingreso die $25 000 de aeuerdo eon 
d modelo lineal del inciso b>. 

d) Calcule la lasa de tilcera peptica para un nivel de ingre.sos de $80 000 de acueido con 
el modelo lineal del inciso b)„ 

En la Labia se rimes tra la abundance rclaliva dc 
mosquitos trued i da pur 3a tasa de preponderant a del mosquitoKontrael caudal (medido 
cotno un porccntaje del caudal miximo) de redes de candles en la eiudad de Saga, Japdm 

a) Cunstniya unu grtifica de dispersion de lus datos. 

b) Encucnlre y grafique la recta de regression. 

0) Use el mode l o lineal del inciso b) para esiimar la tasa posithra de mosquitos si el cau- 
dal de canal es 70% del maxima. 


Cuando se considers la palabra 
"modelo". con fracuencia se piensa 
cn un modelo dc automovil c un 
modelo de aeroplane De hecho, 
cstc Uso eutidiano dc la palabra 
modelo correspondc a su uso cn 
matcrnulicas. Un modelo represen- 
la por lo general cicrto aspcclo del 
objcio original. Ask mi modelo dc 
lu-idn representa cl a specie real 
de] avion, Arnes de 1 980 Eos fabri- 
cantes de aviones eonsuufan ina- 
quetas a escata completa de nuevos 
diseftos tJe aviones para probar sus 
propiedades aerodimimteas, Hn la 
actual idad, I os tab tic antes "eons- 
iruyerT mode I ns matemidcos de 
aviones, que son almaccnados cn la 
memoria dc las computations. Las 
propiedades aemdinamicas dc ]os 
"acroplanos matemtilicos," cones 
ponder a las de levs aviones rcalcs. 
peno los aviones malcmiticos sc 
pueden volar \ probar sin salir de la 
memoria dc la computation, 


Arid 

Esperanza da 

1920 

54.1 

1930 

59.7 

1940 

629 

1950 

68.2 

I960 

69.7 

3 970 

70.8 

3 980 

73.7 

1990 

75.4 

2000 

76,9 


Caudal 

Tasa posit iva di 

(%) 

mosquitos {%) 

0 

22 

10 

16 

40 

12 

60 

11 

90 

6 

LOO 

2 


Los audiologos cstudian la inleligibilidud dc los cnunciados 
hablados en diferentes coodickmes de ruido. La mieligibilidad. la puniuacitin MET. « 
mide cotno el por demo de un enunciado habludo que la persona que escucha puede 
descifrar a cierto nivd de ruido en dedbeles {dB ). En la labia sc muesbran los resulta- 
dos de ana de estas pmebas. 

a) Elaborc una grtifica dc dispersion dc los datos. 
to) Encucnlre y gralique la recta de regies ion. 

o) Encuentre el coeficieine de corral adon, *,Es apropiado un modelo lineal? 

d) Use el modelo lineal del inciso b> para estimar la intcligibilidad de un enunciado a 
un nivel de ruido de 94 dB. 

Nivel do ruido {dB) Puntuacttin MRTi%) 


80 

99 

84 

91 

88 

54 

92 

70 

96 

47 

100 

23 

104 

11 


I ^ esperanpa de vida promedio en Estados Unidos ha estado 
subiendo dc forma permanent en las ultimas, d^cadas. como se muestra en la tahEa. 

a} Construya un diagrama de dispersitin de (o$ datos, 

b) Encuentre y grafique la reeia de regrasldn. 

cl Use el modelo lineal que cncontrd cn cl inciso hi para predeeir la esperanza de vida 
en el aflo 2004. 

d) Btisquc cn Internet a cn la biblioteca la esperanza de vida pnomedio de 2004. 
Compare con su tespuesia del inciso c). 
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Alturas d< edrficiosaft s En la labia se dan las alturas y cl numcru de pisoa de 1 1 
edifidos altos. 

a) Elabore tina grilled de dispersion de Ids daios. 

b) Encucrttrc y grafique !a recta de regresidn. 

c) ^Cual c\ la pendiente die su recta de regresldn? ^Qui indtea su valor? 


Edificio 

Altura (pies) 

Pi sos 

Empire State Building, Nucva York 

1250 

102 

One Liberty Place. FiladctJia 

945 

61 

Canada Trust Tower,, Taroruo 

863 

51 

Bank of America Tower, Seattle 

943 

76 

Sears Tower, Chicago 

1450 

110 

Petronas Tower I, Malasia 

1433 

88 

Commerzbank Tower, Aiemania 

850 

60 

Palace of Culture and Science, Po Ionia 

758 

42 

Republic Plaza, Singapur 

919 

66 

Tran&amcrica Pyramid, San Francisco 

853 

48 

Taipei 101 Building, Taiwan 

1679 

101 


1 t Registrar ds nado oltmpif En la Edbla sc dan lus ticitipos de modatla de oro en el 
evmo de nado olfmpico de 100 m estiilo litre para varoncs y mujeres. 

a) Bntuenlre las rectus dc legrcsiftn para lus dates de varoncs y los datos de mujeres, 

b) Bosquejc ambas. rectas de regies ion en la misma grades. ^Cudndo estas tec Us pre- 
dictn que las rmijtrcs venceran a los varoncs en el even to? ^Esta conclusion parece 
ser razonable? 


VARONES 


r : 

Aha 

Medallista de oro 

TiOnipo (s) 

1903 

C. Daniels, USA 

65.6 

1912 

D. Kalianamoku, USA 

63,4 

1920 

D. Kahanamoku, USA 

61.4 

1924 

j. Weissmuller. USA 

59,0 

1923 

J, Weissmuller. USA 

58,6 

1932 

Y. Miyazaki, Japdn 

58.2 

1936 

F. Csik, Hungria 

57,6 

1948 

W. Ris, USA 

57,3 

1952 

C. Scholes, USA 

57.4 

1956 

J. Hcnricks, Australia 

55,4 

i960 

J. Dcvitl, Australia 

55.2 

1964 

D, Scholtander, USA 

53.4 

1968 

M, Wenden, Australia 

52,2 

1972 

M, Spitz. USA 

51.22 

1976 

j, Montgomery, USA 

49.99 

1980 

J r Woithc, E Aiemania 

50,40 

1984 

R, Gaines, USA 

49.80 

1983 

M, Biondi, USA 

48,63 

1992 

A. Popov, Russia 

49,02 

1996 

A. Popov. Russia 

48,74 

2000 

P. van den Mitogen band. 



Paises bajos 

48.30 

2004 

P, van den Hoogenband, 



Raises bajos 

48,17 


MUJERES 


Aho 

Med a Hist a de oro 

Tiempo {a) 

1912 

F, Durack, Australia 

82.2 

1920 

E. Blerbtrey, USA 

73.6 

3924 

E. Lackie, USA 

72.4 

1928 

A. Osipowich, USA 

7L0 

3932 

H . Madison, USA 

66.8 

1936 

H. Mastenhroek, Holanda 

65.9 

1948 

G, Andersen, Dinamarca 

66.3 

1952 

K. Szoke, Hungria 

66.8 

1956 

D. Fraser, Australia 

62.0 

I960 

O, Fraser, Australia 

61.2 

1964 

D, Fraser, Australia 

59.5 

1968 

J. Henne, USA 

60.0 

1972 

S. Nielson. USA 

58-59 

1976 

K, Endcr, E. Aiemania 

55.65 

1980 

B. Krause, E. Aiemania 

54.79 

19S4 

(Tie) C. Steinseifer, USA 

55.92 


N. Hogshead. USA 

55.92 

1988 

K, Otto, E. Aiemania 

54.93 

3992 

Z. Yang* China 

54.64 

1996 

L. Jingyi, China 

54.50 

2000 

I. DeBmijn, Holanda 

53.83 

2004 

1, Henry. Australia 

53,84 


Ajuste de lineas a dates 


ZA7 



12. Est&tura de los padres y estatura de sus hijos En 1&85, Sir Francis GaJton 
comparo la cstaEuia dc los hips con la dc sus padres. S u cstudiu es conslderado uno de 
Ids primerus uses dc In regnesidn,. En la tubia sc prorpuCLonan aJgunos de Los datt>s origi - 
males dc Gallon. El tdrmino “estatura pro medio dc l os padres" signifies d promatto tie 
esiaturas del padre y de Id mddre. 

a) Encuentre ana ecuadon lineal que mode I c los dales. 

b) ^Qu£ tan bien predice el modcLo su propia estatura {con base en las estafuras de sus 
padres)? 


Estatura prornedio 
de los padres tpulg.) 

Estatura da 
los hijos (pulg.ji 

64,5 

66.2 

65,5 

66.2 

66,5 

67.2 

67,5 

69,2 

68,5 

67,2 

68.5 

69.2 

69,5 

71,2 

69.5 

70,2 

70.5 

69,2 

70,5 

70.2 

72,5 

72,2 

73,5 

73.2 


iCotvpwrf# tin cwvrmsfo de b 
miquFtw del s? el precio 
e$ el pye se indies? 


PhseJdJ 

5fo no 

30* 


4&t 


5m 


60* 


70 % 


me 


90* 


$WD 


tl.tO 


$1.20 



13. Med Ida del zapato /estatura ^Considers que estfifl relacionadas la medida del 
iapdto y la estatura? Invest igue tnedianie mm encuesia aoerca de la medida del zapalo 
y la estatura de Eos integrantes de su grupo de dases, (Pdr supuesie. los datns para los 
varones deben ir aparte de los de las mujeres.) Encuentre el coebcienle de correlation. 

14 D&manda do t ii En este problems sc dcicrminarti una ccuacitin dc 

demanda lineal que describe la demanda dc earamelos en su grupo dc clascs. Encucslc a 
sus oompaiicros pom dclcmtinar qu£ precio estarfml dispuestos a pagar pur tad a 
caramelo, La forma de su encucsia podn'a asernejarse a la que se muesira a la i/qnienda. 

ft) Construya una tabla del niimcro dc cneueslados que responden “sf en cada nivel de 
precio, 

b) Consiraya una grffica de dispersion de sus dates. 

C) Encuenlrc y gratique la recta de rcgicsidn y = mp + b t que proporcionc cl numcrO 
de cncuestados y que comprarian un caramelo si cl precio fiiem p centavos. Esla cs la 
ecaacidr\ de demanda. y.Por qu6 cs negativa la pcndienle m? 

d) ^Cudl es el interseclo p de la ecuacidn dc demanda? ^Quc indicia el interfecto accrca 
el precio de los earamelos? 


MHl 
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Funciones polinomiales 


y racionales 




J.l imo? 


3.1 Funciones polinomiales y sus grafices 

3.2 Division de polinomtos 

3.3 Ceros reales de polinomios 

3.4 Numeros compfejos 

3.5 Ceros compfejos y el teorema fundamental del algebra 

3.6 Funceones raeionales 


Esquema del capitulo 

Las funciones de fin Idas por expresiones polinoniial.es se Human funciones polino- 
miales. Por ejemplo. 

/*{.r) = 2x J - Jt + ] 

es una. funcion polinomiaL Las funciones polinomiales son faciles de evaluar por* 
que estSti definida* con solo suma, resta y multiplication. Esta propiedad hace que 
scan las funciones mas allies en mate mail cas. 

Las gr&ficas de funciones polinorti Sales pueden aumenlar y disminuir van as ve- 
ccs. Por esiE* razun son utiles para mode Jar muchas siiuaciones del mundo real. Por 
ejemplo. el due no de una fdhrica nota q tie si incrementa el mi mem de trabajadores, 
se incrementa Iel producin' id ad, pero si hay demasiados trabajadores. La product! vi- 
dad comic nza a disminuir. Esta si tune ion se model a mediantc una funcidn polino 
mid dc gnuln 2 fun potinomincuadrdiico}, En muchas especies ani males losjdvcnes 
experimentan un crecimiento acelerado inicial. seguido de un periodo de crecimien- 
to lento, seguido de oiro creci mien to acelerado, Este fenomeno se models median te 
una funcidn polinomid dc grado 3 (un polinomio cublco). 



La pnxlucnvidad se models El creeimienlo se model a 

mediants tin polinomio de grado 2 . mediante un polinomio de grado 3, 

Las graheas de funciones polinomiales son hennosas curvas lisas que se emplean en 
proecsos dc disena Por ejemplo, los constructors de botes juntan porciones de gra- 
fieas do di fe rentes funciones cubicas (tlamadas splines cubicos) con d fin de disenar 
Las curvas naUitales para el casco del bote. 



Er este capitulo se estutiian funciones raeionales, que son cocientes de funciones 
polinomiales. Sc vertf que las funciones raeionales tiirpbi£n licnen [nuchas aplica- 
c tones rililes. 


] QI 
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CAPlTULO 3 Funciones pclincmiafes y raciondes 


Funciones polinomiafes y sus graficas 


Antes de trabajar con funciones polinomiales, se debe aconjar acerc-a ite cierta ter* 
mkologfa. 


Funciones polinomtales 


Una fouc urn polinomml de grado ti es una funcion de La forma 

F(x) = a X + a,.**""' + • ■ • + a,j + o„ 
donde n es un entero no negative y ^ 0. 

Los numeros Oj, (7> ... , a n se Human COefidcrtles del poiinomio. 

El mi mem n, es el emliiiente c(insl;intir o termini* unnslanle 

HI pumcTO u tsi el cotticiente de la potmcia rims aka, es cl rut lie it ii It* prin- 
cipal. y el t£rmino cs d termini* principal . 


Es comun referirse a last funciones polinom tales simplemcnte como potinomios. El 
siguiente poiinomio liene grado 5, coeticiente principal 3 y temiino con star te “6. 


CotfnGiifTte Grade 5 Ccwflcsen te constants 

principal 3 * , 

3x* + 6.U 1 - 2j 3 + Jt 3 4- lx - 6 

TeSrmlrw principal Sjc 1 A A A A 

Cosfictefites 3 * 6 -, - 2 * 1 . 7 y — <3 


Aqui hay a Leu nos ejemplos mas de polinomtos. 


P{x) = 3 

Grado 0 

G(.v) - 4a- - 7 

Grade * 

Rix) = x 2 + x 

Grade- 2 

5(a) = 2j’ - 6x' - 10 

Grade 3 


Si un poiinomio consta de un solo temiino h entonces se llama monomio. Porejem- 
plo, P(.v) = .r 3 y Q(. t) — -fk fl son nionomios. 
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Graficas de polinomios 

Las graficas de polinomios de grado 0 o I son rectas (seccidn 1.10), y las grfiticas 
de polinomios de grado 2 son parabolas (seocidn 2,5), Mientras mayor sea el gra^ 
do del polinomio, m£$ eomplieada sera la gdrtca, Sin embargo, la grifica de una 
funcidn polynomial es siempre una curva Lisa; es decir, no tiene discon linuidades en 
las esquinas ( vdase figura 1 ) , La democrat ion de esie hecho requiene eilculo. 


J* 


/ 




/ 


/ 


onficio 

disc «tt inuidad 

x 


I 

/ 


cuspids 

A. 


/ 


/ 


esquina 


x 


r 

i 

Lisa y 
eominua 

r\ / 

\ / 



^ X 


Jfflj 

lisay 

/ 

continue 


\ 1 
\ 


jr \ 1 

i / \ J 


\ / 

1 

X 


No es Isl grifitd (te unit 
fuackki polynomial 


Mo es iagrffica de una 
fund An poti normal 


Gr&fica de una funcrtn 
polynomial 


Grafica de una funcidn 
polinomial 


Figura 1 


Las funciones poli no m tales m5s simples son los polinomios P(jc) = jr", cuyas 
graficas se muestraji en la figura 2. Segun tndica la figura, la grafica de Ff.r) — x n 
dene la misma forma general que y - x 2 cuando n es par y la misnia forma general 
que, y = x i cuando n es impar. Sin embargo, a medida que d grado n es rods gran- 
de, las graficas se vuelven mSs pi anas respecio al origen y mis indinadas en otra 
parte. 



Figura 2 

Giilkas de monomio* 





E jam p I o 1 Tra nsf o rmacio rtas da monom i o a 

Bosqueje las gfificas de las siguienies funciones, 
a) P(x) = -x 1 b) Q(x) - (x - 2 Y 

c) R[x) = -2x s + 4 

Solution Se usan las grificas de la figura 2 y se transfomian con las tectiicas de 
la seccidn 2,4. 

a) La grdfiea de /^jf) = — je ' es la reflexion de la grafica de y = en el eje x , 

come se muestra en la figura 3(a) en k pagina siguiente. 


its rial pre 


252 


CAPSTU LO 3 Funciories poll nomia I y rati on ales 


Matematitas en el 
mundo modern© 



Curvigrafos (splines) 

Ln cumgrafo cs nmi lim larga 
dc made™ que se curva mientras 
se mantle ne lija en dertn* puntos 
En d pasado, tas consirucLores de 
huqucs empleahm curvigrafos pa* 
ro crear la forma curvjdj del cas- 
co dc un barto. Los cmvfgrafos so 
empk'aban (■anilnicn para hater las 
con ns dc un piano, v Lotto o el jii- 
co dc una tetera. 



Los matcrnaliais dcscubneron que 
las formas dc lus cuMgralbs se ob- 
licncn a] junlar paries de polino- 
mtos. Pur ejemplo. la grMcade un 
polinomio ciibico se puede hacer 
para ajustar puntos especiticados 
ajusiendo less coefieienses de los po- 
ll nonuos. ( veasc el tjcmplo Kfi p£- 
gina 2b 1 1. Las curvas obcenldas de 
eHta mancra sc Hainan splines cubi- 
cos. En 1-os modernos programs 
de diseno por compuiadom. como 
Adobe Illustrator o Microsoft Paini, 
una eurva sc puede Crazar iijando 
dos puntos. tuego. sc usa el raibn 
para arra.slrar uno o mas panto ^ de 
andaje. Mover las puntos de anela- 
jc equivale a ajustar I os coclicicn- 
les polinomialcs dc un polinomio 
eubico. 


b) La grifica de £)(.v) — (j - 2) 4 es la grdfica de y — x* desplazada a la dereeha 2 
uni dudes, como se muestra en la figura 3(b), 

c) Se comienza con la grifica de v — x \ La grafica de y = - 2.r se obliene 
alargando la grafica ve rt tea! mente y reflejdndola en el eje x (vease la gnilicu azu! 
discontinua en la figura 3(c)), Por ultimo la grafica de ff(x) — -2x 5 + 4 se ob- 
tiene por un desplazatniento hada arriba de 4 unidades ( vfase la grafica en ' u ,] de 
la figura 3(c)). 


t>Ul = Ur - 2 1 J 




Figure 3 


Comportamiento extremo y el termino principal 

El com portam lento extremo de un polinomio es una Ueseripcibn dc 3o que Slice- 
de cuando x se vuelve grande en la direccton positiva o negafiva. Para describir el 
comportamiento extremo, se usa la sigmente noiacion: 


x — x sign i lie a *\x sc hace grande rn la direction positiva" 


x — * -oo signifies *x se hace grande en 3a direccidn negafiva" 


Porejemplo, el monomio y = x 2 en la figura 2(b) fiene el siguiente comportamiento 
exiremo: 

)'-»oo cuando x— *oo y >•— *oo cuando x — ► - '>j 

El monomio y = v 3 cn 3a figura 2(c) lienc el comportamiento exiremo 

y oo cuando x -* oo y y —* — x cuando x 

Para cuaJquier polinomio, el comportamiento ext re mo estd determinant) por el ter- 
mino que contkne la potencia mas alta de je, porque cuando x es grande, los otros 
termlnos son de tamaflo retativamente Lnsignificaiite. En et cuadro siguienle se mues- 
[ran los cuatno lipos posibles de comportamiento extremo, con base cn la potencia 
m£s alta y el signo de su coeficiente. 
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Comportamiento extreme de poli-nomios 


EJ comportamiento extreme del polinomio f(.t) = u n x n +■ a„ ,.t" 1 + — 4 apr + a {} se determine por el grade n 
y el signo del coefkiente principal a n , como se indict en las Niguientes era he as. 


P tiene grade imper 


P tiene grade par 



y-+ Cuando 



y> 

/ 


/ 


V / 

# 


/• 



y — * <*£ J&ndo 

X 



y — > uandd y — ► o&Uflfcte 

x — > x —vi® 




y— i -ectyande 
x ->-«? 


y-4 -^ccuando 
k — >« 


y -+ -e^uando 
x -*-« 


y ■^fleuando 
x -+« 


Coeficienle principal positive Coefidente principal negative? Coeficienie principal positive? 


Confident# principal negative 


|Ejemplo 2 Comportamiento extreme de un polinomio 

Determine d comportamiento final del polinomio 

P(x) = -It 4 + 5* J + 4* - 7 

So I uc ion El polinomio P tiene grade 4 y coefieiente principal -2. Asf, 

P tiene grade par y coefieiente principal negative de mode que tiene el siguiente 
comportamiento extremes 

y— ► —oo cuando x -* oo y y -+ — oo cuando jt— ► — oo 
En la grifica de la figura 4 se ilustra el comportamiento extreme de P. 


Figura 4 

P(j) = — Zr* + 5x J + 4jc - 7 


-3 


y — ^Cuanfilc 
x _> -«c 


30 



t /a 

/■ 
jr ■ 

\ 

, \ 
\ 



-50 


5 

y — * -otuarctfl(j 
X ~4« 


Ejemplo 3 Comportamiento exlremo de un polinomio 



a) Determine el comportamiento extre mo del polinomio P(j) = 3jt 3 - 5x J + 2 x. 

b) Confirme que P y su t^rmino principal — 3x s tiene el mistno compor- 
tamiento extrema graficindolos juntos. 
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CAPfTULO 3 F u nciones pci I nomiaies y racoon ales 


Solution 

a) Puerto que P tiene grade ini par y coeficiente principal positive, tiene el si- 
guiente comportam iento extreme: 

y — *■ oo cuando jc —* oo y y—* — oo cuando x— ► -oo 

b) Er la figura 5 se muestran las graficas de P y Q en rectangulos de visidn cada 
vez mis grander Mientras mis grande sea el rectdngulo de visitin, mis se pare 
cen las gr&ficas. Esto confirm a que lienen d misrno comportamiento extremo. 


i 



/y\ 

\s'J 

f 



-1 


Figura 5 

jP(jt) — 3.x 5 - 5 j j -f 2.x 
Gto “ 3jt 


2 



-2 



10 000 



Para ver de fomta algebraica por qui P y Q en d ejemplo 3 tienen el mi&mo com- 
portamiento extreme, factorice a P como sigue y compare con Q. 



! - 




0W - 3jc* 


X 

m 

ew 

15 

30 

50 

2 261 280 
72 765 060 
936 875 100 

2 278 125 
72 900 000 
937 500 000 


Cuando x es grande, los tirminos 5 fix 1 y 2 fix 4 se aproximan a 0 (vgase el ejercido 
79 en la pigina 1 2). Por lo tanto para x grande, se tiene 

P( x) ~ 3ur 5 (l - 0 - 0)= 3* 5 = Q(x) 

Asi, cuando x es grande, P y Q tienen aproximadamente los mismos valorts. Se 
puede observar esto tanibien en forma numgrica mediante la construction de una 
tabla como la que se presents al margen. 

Por el mismo razor amiento se puede mostrar que d comportamiento extreme de 
cualquier pulinomio se determine por su tirmino principal, 


(Jso de ceros para graficar pofinomtos 

Si P es una funcidn polinomial. entonces c se llama un cero de P si P(c) = 0. En 
otras palabras, los ceros de P son las soluciones de la ecuacion polinomial P(x) = 0. 
Hay que observar que si P(c) = 0, entonces la grifica de P dene una interseccitin con 
cl cje x en x = c, asi que las imersecciones en x de la grifica son los ceros de la funcirim 


Ceros reales de polinomios 


Si P es un polinomio y t‘ es un numero real, entonces los enunciados siguien- 
tcs sun cquivalentcs. 

1. eesuncerodeR 

2. x = c es una solucidn de la ecuacitin P(x) = 0, 

3. x ~ c es un factor de F(x). 

4. x = c es una inlerseccion en x de La grafica de P, 
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Figura til 


Para ballar los ceros de un polipomio P , sc fccioriza y luego se usa k propiedad 
del producio nulo (v£ase La pagina 47). Pot ejemplo, para ha I tar los ceros de 
P(jc) = x 2 + x - 6, se ftctoriza P para obtener 

*W - (x - 2)(x + 3) 

De esta forma faetorizada se puede observar fAcilmente que 
1. 2 es un cero de P. 

Z, x = 2 es una soiucion de la ecuacion x 1 + x — 6 = 0. 

3. jt — 2 es un factor de x* + x — 6. 

4 jt = 2 es una Lnterseccidn en x de la grdfica de /\ 

Los mismos hechos son ciertos para el otroeeio, —3. 

El siguiente teorema tiene imichas consecuenrias import antes. (V£ase k por ejem- 
plo T el Proyecto dc descubrimiento de k plgina 283.) Aquf se emplea como ayuda 
para grahcar funciones polinomiaies. 


Teorema del valor intermedia para polinomios 


Si P es una ftmcidn polynomial y P(a) y P{b) lienen signon opuestos, en- 
tonces existe por So menos un valor centre a y h para el cual Pic) — £}, 


No se demostrara este teorema, pero en la figura 6 se muestra per qu£ es intuitiva- 
ttierue plausible. 

Una consecuencia importante de este teorema es que eotre dos ceros sucesivos 
ctialesquiem, los valores de un polinomio son todos positives o negatives. Es dec ir, 
entre dos ceros sucesivos la grdfiea de un polinomio yace por complete arriba o 
abajo de! eje jt, Para ver por qu£, suponga que c l y c 2 son ceros sucesivos de A Si P 
tiene ambos valores positive* y negatives entre C\ y c 2 . entonces por el teorema del 
valor intermedio P debe lener un cero entre c L y c s . Pero eso no es posible porque C| 
y Cj son ceros sucesivos, Esta observacidn permite usar las siguienies nomias para 
grahcar polinomios, 


Normas para graftcar funciones polinomiales 


Factorizar el polinomio para hollar todos sus ceros reales l estos son 
las intersect iones con el eje x de la grStica. 

2 Punt os ( : e p 1 ue Construir una tab! a de valores para el polinomio. 
Induir los puntos de prueba para detemun&r si la grahea del polinomio yace 
arriba o abajo del eje x en los intervalos determinados por ceros. Incluya 
la mtersecrifci y en la labia. 

Determine el comportamicnto extreme del 

polinomio. 

■ Trace las intersecciones y olios puntos que encontrd en la labia, 
Bosqueje una curva lisa que pase por estos puntos y exhiba el comporta- 
miento extreme requerido 


iterlal 



do ctU'-Of 






CAPITULQ 3 Funclones polinorniales v raci-oneles 


256 



Diseno automotriz 


LI distfk) sutxiliado por compuudo 
ra i DAC i hn camhiado pur wrnpk- 
to la forma <?n que las compaiilas 
disc Han y Dbrican auiomdviks, 
Ante'v de 1980 los. ingcnieras auto* 
matrices construirfan un modelo 
“csencial' 1 a cscaJa complcl# de un 
nuevo automdvi! proputsio: esta 
era cn reatidad la unica forma para 
dee i d ir si « l disefio era fact i We. Los 
tngenienw auiomotrices de hoy dsa 
constniyen un modelo niaiematko. 
Lire quo cxiste stfla on la mcrrvuna 
do una compuLadora. El modelo 
incorpora lodas las cantcteristicas 
prinei pales de disc no dd aLilumd- 
vil.Ciertascurras polinomiales, lla- 
madas. splines, .sc erupkar para dar 
forma a l cueipo del aufnmdviL Rl 
“automrivi] itiacomitico” resuliante 
se puode probar para esiubtlidad 
esimcturaJ, manejo, aerodinfimica, 
respucsta dc la suspension y mas. 
Todas estas prueban sc hacen antes 
dc que sea cofKtmido un prototi- 
po. Como puede i mag mar, cl DAC 
ahorraa Ins fabric antes mi Unties Lie 
dtilurtfi eada ano. Lo que cs tejs 
importanlc. el DAC da a tns ingc 
nieroft au tom nt rices mucha mis 
rlexibilidad en el divert o; los cam- 
bios descadns pueden ser creados 
y probados en segundos, Con la 
ayuda dc gndicas dc comp Isado- 
ra, los disenadores pueden ver qu£ 
tan bieti sc ve el *autom6vil mate- 
rnal ic o'" antes dc que conslruyan el 
real. Adeinas. el aulomnvil malemd- 
tico se puede exarninar de&te cual- 
quier perspective puede ser movido, 
girado o vistodehde el ulterior. Es- 
tas manipulacionei del automdvil 
en el moitiior de la Mputadora 
se traducen malemilicamenle a I re- 
volver grandes 'listeims de ecua- 
ciones lincaks. 


Ejemplo 4 Use de ceros para graftcar una funcion polinomial 

Bosqueje la grdfica de la fnncirtn poltnomial /’(*) = (i + 2)(_r - i )(x - 3), 

Solution Los ceros son x = —2, l y 3. Estos determinan los intervales 
(-do, —2)* (-2 + 1 ), (1, 3) y (3, oo). Si se emplean estos puntos de pnieba en 
estas intervalos-, se obtiene la inform acid n del siguiente diagram a de signos ( vease 
la sec ct on 1.7). 


Fu ntodff 


FunCoatc 

Puri tode 

Fun to de 

prueba 


prusba 

prueba 

prupba 

x - -5 


x=-1 

x = 2 

* i= 4 

P(-3) < 0 


P (“ 1) > 0 

F{ 2} < 0 

?\5)>0 


-2 


1 

3 


Signo dc 

f\x) = (1 + 2 )lJt 

-1)^-3) 

+ 

_ 

+ 

li- ls t u. o de n 

ahajo del 

LttTiba del 

abaji> del 

aniba del 


eje x 

eje ,t 

eje T 

eje r 


Gmfiear algunos puntos adicionales y conectarlos con una curva uniforme ayuda a 
completar la gralica de la hgura 7, 



X 

PM 

PunKj lie pmtbj. — * 

-3 

-24 



0 

Ptmlo de pruePiL -+ 

-l 

S 


I) 

6 


1 

0 

PunJin- dc piUL-ki — » 

2 

—4 


3 

0 

Fun to de prueha — 

4 

18 



W-(^ + 2)(x -!)(*- 3) 


Ejemplo 5 Localizacion de ceros y graftcacion 
de una funcion polinomial 

Sea P(jf) — je j - 2jc 2 — 3jc. 

a) Encuentre los ceros de P. b) Bosqueje la grdfica de P. 

Solucidn 

a) Para hallar los ceros, se factoriza par completes 

P(jc) = x* - 2x l - 3x 

— s(jr 2 — 2x — 3) ractcrluar x: 

— ,jf(j — 3 ) (jf + 1 ) factor cuadr^tico 

Por lo tamo, los ceros son x = 0, x = 3 y x = — L 


rial 


■ nr 


pc 


i n ,: 


lor 
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b) Las inftersecciones en x son je = G, jt = 3yjc = ~ 1 . La interseccidn en y es 
^(0) = 0. Se construye una tabla de vatores de Pfc)* asegurindose de elegir 
puntos de prueba entre (yala derecha e izquierda de) ceros sucesivos, 

Puesto que P es de grado impar y su coeficiente principal es positive, tiene el 
siguieitte comportamiento extreme?; 

y-* co cuando Jf^+oo y y— * “oo cuando qq 

Se graft can los puntos de ]a tabla y se unen media rate una curva uniforms para 
comp] star la gr&fka, como se muestra en la bgura fi„ 



X 


PunUn dc fwuehu — ■ 

-2 

1 

“10 

Punli* ilr pruebi — * 

— i 

-i 

U 

s 


(3 

(1 

Piano dc proeha 

l 

“4 


2 

-6 


3 

0 

Punto dc pfuefra — * 

4 

20 



P(x) “ j J - lx 2 - 3x 


Ejemplo 6 


Localization de ceros y graficacion de una 
funcion polinomial 


Sea P{x) = ~2x 4 - x 3 + 3x\ 

a) Encuentre los ceros de P. b) Bosquejar la grafica de P. 


Solution 

a) Para hallar los ceros, se factoriza por complete. 



P{x) = -lx 4 - jc j + 3jc 2 

™ — x 2 (2 i 3 + j — 3) faewrizar “ , jC ? 

= —x^{2x + 3)(jt — I) fakdEcw cuatAr&tica 

En eonsecuencia, los ceros son x - 0, x - - ^ y x - i. 

b) Las intersecciones en x son Jt = 0, jt = — | y je * L La interseccidn en y es 
Pi 0) - 0. Se conslmyc una tabla de valores de /%*)► ascgnrdndose de elegir 
puntos de prueba entre (y a la derecha e izquierda de) ceros sucesivos, 

Puesto que P es de grado par y su coeficiente principal es negative, tiene el 
siguiente comportamiento extremo: 

y-*oo cuando x-+oq y y— ► — oo cuando r v— • — qq 
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CAPiTULO 3 Funciones poll nomia lea y raeionates 


La Eabla tie vulurcs se caku] a eon mas 
facilidad si sc c-mplca una cakelteJuru 
priigramahEe a una calculation para 
grificas. 


Sc grade an los pantos de la labia y sc linen mediance una eurva uni forme para 
completar la grilka, coma se mucsira cn la figura 9 . 


X 


-2 

-12 

-1.5 

0 

-I 

2 

-0.5 

0.75 

a 

0 

0.5 

0.5 

1 

0 

1.5 

-6.75 



Figure 9 

P(x) = -2 jt 4 - x 1 + 3* 2 


Ejemplo 7 Hallar los ceros y graficar yna funcion 
pollnomial 

Sea Pfjt) = j 3 — 2 x 2 + 4 jc + 8 , 

a) Hallar los ceros de P , b) Bosquejar la grtffiea dc P , 


Solution 

a) Para hallar los ceros se factoriza por complete. 

F(jc) = j : 1 - lx 1 - 4 jc + 8 


= x*{x ~ 2) - 4 (jc - 2) 
- (x 2 - 4 )(jc - 2) 

= (* + 2){* - 2)(x - 2) 
= <* + 2)(x - 2) ! 


A^nipc y f*7?Oncd 
FjcwriCi! x - 2 
Offamcia sir cufcfeTticia 

GtfflgiiRtgLid 


En coosecuencia, los corns son x - -2 y x - 2. 

b) Las intersecciones en x son x = — 2 y x ™ 2. La intersection en y es /*{G) — 8. 
Se construye una labia de valores de Pfc). 

FWstn que P es de grade par y su coedciente principal es negative, tiene el 
siguiente comportamiento extreme: 


y-±oo cuando jr—^oo y y — * — oo cuando x — ► — oo 

Se unen los pottos mediante una curv* uni forme para completar la grdfica de la 
figura 10 . 


X 

[ p « 

-3 

“25 

~-2 

0 

“1 

9 

0 

8 

l 

3 

2 

0 

3 

5 



Figura 10 

P[x) = x* - 2JC 1 - 4 jc + 8 ■ 
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Forma de la grafica cerca de un cero 

Aunque x = 2 es un cero del polinomio del ejemplo 7, la grafica no cruza el eje x en 
la intmectidn con cl eje x en x - 2. E&to es porque el factor (.t - 2)" que corres- 
ponde a ese cero esta elevado a una potencia. aal que no cambia de signo euando sc 
prueban los puntos en cualquier lado de 2. En la misma forma, la gx&fica no cruza el 
cjc jc en jc - 0 en el ejemplo 6. 

En general, si c es un cero tie P y el factor correspondiente r - c ocinre esacta- 
mente m veees en la factorization de P ententes se dice que c es un cero de mul ti- 
pi iddad m . Al considerar puntos de prueba en cualquier lado del cruzamiento x — r, 
se conclude que la eristic a cruza el eje x en c si la multiple id ad m es impar o no 
cruza el eje jj si m es par. Ademds, se puede deinostrar por medio del c41eulo que cer- 
ca de x = Ha gruiica tiene la misma forma general que Afjt — c)* 


Forma de la grafica cerca de un cero de muttipJicidad in 


Supongn que c es un cero de P de inuhiplicidad nt. Ententes la forma de la 
gralka de P cerca de c es como sigue. 

Multiplicidad de c Forma de la grafica da P cerca de la intersection 
con el eje jt en v - c 


ns impar T ;rj > I 


m par, m > I 



Ejemplo 8 Graficacidn de utie funcion poHnomiel 
usando sus ceros 

Gralique d polinomio F{j) — x 4 (j — 2) 3 (j + 1 )’. 

Solucidn Los ceros de P son - 1 , 0 y 2, con multiplicidades 2, 4 y 3, respectiva- 
mente, 

0 es un cero de 2 e& un cero de " 1 an cero dc 

muttipticidad 4, Tiultlplicidad 3, multiplicidad 2- 

P(x) = x\x - 2}*{x + l) 3 

El cero 2 tiene multipLiddad impar, asf que la grafica cruza el eje a; en la intersec- 
citfn en x = 2. Pero los ceros 0 y - 1 tienen multiplicidad par + asf que la grafica no 
cruza el eje jr en las inlersecciones en jr = 0 y en x = — 3 , 

Puesto que P es un polinomio de grade 9 y tiene cocticiente principal positive, 
tiene d siguieme comportamiento extreme; 

y — *00 cuando jr — >00 y y — 00 euando x— s* -00 


ateriaf proiegiclo por derechos de autor 
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Con esia informacitfn y una tahla dc valors, se bosqueja hi gralica en la ligura 1 1. 


X 

p M j 

-1.3 

-9.2 

1 

0 

-0.5 

-3.9 

0 

0 

1 

-4 

2 

0 

23 

o 


Fig ura 11 

P { x ) — x j {jt 



- 2) 1 (x + l) 2 


* 


Jgj Maximos y minimos locales de polinomios 

Recuerde de la section 2.5 que si el punEo (ti< f(a)) es el punto mas ajtoen la grdfiea 
de / dentro de] recMngulo de vision* entonees f(a) es un valor maxi mo local dc /, y 
si [b,f(b}} es el pimto mfnimo en la gralica dc / defltro dc un rectanguta de vision, 
entonees f{b) es ur valor mmimo local (vease lu liguru 12). Se dice que lal punto 
(a, f[a)) es un punto maxi mo local en la grafiea y que (-6, _f(M) es un punto rmni- 
mo local. El conjunto de Lodos I os puntos locales muximos y minimos sohre la gra- 

flea de unii funcion sc eonocen eomo sus extreme locale*, 



Para una fund tin polmomial el nil mem de extremes locales debe ser mertor que el 
grado* como indiea el siguicnle principio. (Unit denioslrudon de este print tpio re- 
quire c&JcllIo.) 


Extremos locales de polinomios 


Si jP(,r l = a lt x H t ia n ,v" + ■** ■ (i,.t - a <} es un polinomio dc grudo n r 

entonees lu grnfica de P tiene a lo sumo n - E extremos locales. 


Un polinomio de grado n puede lener de hedio nienos de n I extremos loca- 
les. Por ejemplOn P(.t ) - x* (graficuda en la figure 2.) no riene extremos locales, aun 
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cuando es de grado 5. El prineipio precedents indica s61o que urt polinomiu tie gra- 
do n puede tener no m as de ft - I extremes locales, 

Ejemplo 9 Numero de extremes locales 

Determine cu£mos extremes locales tiene eada polinomio. 

a) jP l (;c) = x 4 -5- x } — 16r 2 - 4.r + 48 

b) P£x) = x* + 3x* - 5x y - 15*' + 4x - 15 c) Pfc) = 7x* + 3x 2 - IQ* 
So I uc i on Las gritficas se muestran en la flguru 13, 

a) P { tiene dos puntos misunios locales y tin punto mixitno local, para un total de 
tres extremes locales. 

b) P 2 tiene dos pantos minimus locales y dos (juntos miximos locales, para un to- 
tal de cuatro extremes locales, 

c) P$ tiene s6lo un extreme local, un minirno local 


IQO 



-100 

a) 


P,(jt) = x 4 + J- - 16 - 4 x + 43 

Fig or a 13 


100 



V 


-100 

b) 

R{xj = x + 3!r- 5* 3 - 15 + 4v - 15 


100 



“100 

c) 


PJx) = lx* + 3 — IOjc 


Con una eatculudora para grj fleas se pueden tTazar rapidamente las grdficas tie 
muchas fund ones a la vez L en Ea misma pantalla de visidn. Esto permite ver como 
cambiarun valor en la definicidn de las funciones, afecta la forma de su gdfica. En ei 
ejemplo siguiente sc a plica el principle a una familia de polinomios de tercet grado. 



Figura 14 

Una familia de pohnomios 
P(x) = jr 3 - ex 1 


Ejemplo IQ Una famifia de polinomios 

Bosqueje la familia de polinomios P(*) = x ' - ex 2 para c = 0, 1 2 y 3. ^C6mo 
afecta a la griftca eambiar el valor de cl 

Solution Los polinomios 

PJL Jt) = Jf 5 P,M = Jt J - -r ! 

PiJ.X ) = X 3 — 2X 2 Pfe) = Jf J — 3.V 2 

se grafican en la figura 14. Se puede observer que incrementar el valor de c oca- 
si ona que la grdfica desarrollc un '* valle" cada vez mas profundo a la derecha del 
ejey. lo cnal crea un maxima local en el origen y un minirno local en un punto en el 
cuadrante IV. Este mfnimo local se mneve haciu abajo y a la derecha a medida que 
se increments c. Para ver por que sucede esto, factories a P(x) = * 2 (x - c). El 
polinomio P tiene ceros en 0 y c f y mis a la derecha estara el mfnimo entre 0 y c y 
mienlras mas grande sea c mis a la derecha estard el mfnimo entre 0 y c. m 


its rial prole 
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Ml Ejercicios 


1-4 ■ Bosqueje la grid ca de cada funcibn transformando la 
grfifka una ftmeibri apropiada dt la forma y = Jr* dc la flgurt 
2. Indi-que las inierseedones con los ejes x y y en cada gratka. 


U a) P£x) = t 1 ~ 4 
*) R{x) = lx 1 - 2 

2. a) P(.x) = x 4 - 16 

c) i?(x) = (x + 2)* - 16 

3. a) f[x) - x 3 - 8 

c) R(x) = -(x + 2) s 

4. a) P(x) = (x + 3) 5 

c} K(x) = -}(* - 2)* 


b) 0{*) = (J “ 4) 5 
d| S(.t) = 2{x - 2) J 
by Q<x) = (x + 2) 4 
d) J(x} = — 2(x + 2) 4 
by Q{x) = -x 3 + 27 
d i S{ x)=\(x- l ) 1 +4 
b| $x) = 2{x + 3} s - 64 
d| A'CO “ 2) a + 16 


5-10 a Compare la nifictdn poll normal coo uoade las gnukas 
l- VI, D£ rajfOftts para su docddn. 


5. P{x} = x(x 2 - 4J 
7. J^x) = -x 5 + 5x 3 - 4r 
9. 7|x) — x 4 + 2x 3 



6w Cfx) - -x 2 (x’ - 4) 
8. S(x) = Jx* - 2.v 4 
10. L r (x) ~ — x } + 2x : 






11-22 ■ Bosqueje la grtfica de La ftmciftn polmomlal. 
Asegiirtse de que su gr£lica moestre las inlcrseeckmcs con los 
ejes y exhiba el comportamiento extrema apropLado, 

11. P{x) = (x - l)(x + 2) 

12. P{x) = {x - l)(x + 1 ){x - 2) 

13* f{x) = x{x - 3)(x + 2) 

14. P[x) = (2x- l)(x+ l)£x+3) 

15. fix) = (x - 3)(x + 2)(3x - 2) 

16. jP(x) - Jx(x - 5) 2 

17. P(x)-(x- 1)^-3) 

18. P(x) = ftx + l) 3 (x - 3} 

19. P(x) = £(* + 2)*{x - 3) 1 

20. f{x) = (x - I f(x + 2f 

21. P(x) = x 3 (x + 2){x - 3) 2 

22. /*{x) - (* - 3) 2 (x + 1 y 2 

23-36 ■ Factories cl poliriomio y use la forma factorizada para 
haJIar Los ceros. Luego, bosqueje la grabcu. 

23. P(x) = x 3 - x 2 - 6i 

24. f{x) - x 1 4- 2x* - Sx 

25. P{x) = - i- + x 1 + 12x 

26. Pfx) — — 2x’ — x~ + x 

27. P(x) - x 4 - 3x 3 + 2x 3 

28. P{x) = i* - 9x 3 

29. P(x) = x J + x 2 - x - L 

30. P{xJ = x 3 + 3* 1 - 4x - 12 
31* P(xJ = 2x 3 “ j 2 — I8x + 9 

32. f\x J = ^(Sx 4 + 3x J - \6x - 24) 1 

33. P(x) * x 4 - 2x 3 -S.i+16 

34. f(x) - x 4 - lx 1 + *U - 16 

35. Ptx) ^ x 4 - 3x 2 - 4 

36. /%x) ~x* -Zx 1 + 1 

37-42 ■ DelemiLre el comport amieoto exlremo die P. Compare 
las gralicas dc f' y Q -ca nectdirgulos dc visidn grandes y pe~ 
queries, como cn cl cjemplo 3(b|. 

37. P{x) = 3x 3 - x 2 + 5x + J; Q{x) = 3x 3 

38. P(x) = ~ix* + W + !2x; Q(x) = -Jx 5 
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39. P{x ) = j* - lx 1 + Si + 5; 0*} = x* 

40. P(jc) - + lx 1 + x\ Qix) « -* s 

41. Ffr) = j: 11 - 9jt 4 ; - x n 

42. f(t} — 2x z — j lid . ^{jc) = 


43—46 » Se da Ea graftea de Urta funcidn polinomial. D t la grri- 
fica, cncuentie 

a} las intcrsecciones con Ins ejes jc y y 
b) las coordenadas de los extremes locales 

43. Pfc) - -jc 2 + 4jt 44. P(x) - |jf 5 - j 2 



45- P(x) = + |j - L 46. Pfe) = £j 4 - 



47-54 * Graiiquc ct polinomio cn cl rcct&ngulo dc vision dado. 
Encuentre las COOfdenadas dc Eos extremes locales. Express cad.;i 
respues, ta corrects hasta dos lugares deci males. 

47. y - -* 1 + U, [-4, 3 2] porf“50, 30] 

48. y = x 1 - It 3 , (-2. S]por[“lO. 10] 

49. 7 - x 3 - 12.r + 9, (~5 S 5] por [-30. 30] 

50. y- 2j j - 3j 3 — 1 2jc — 32, [-5. 5] por [-60. 30] 

51. y = X 4 + 4x\ [- 5 , 5] pur{-30 f 30] 

52. >■ = jr 4 - Igjf 7 + 32, [“5. 5 ] por [“100, 100] 


53, y - 3* 5 — 5x J + 3 t [-3, 3] por [-5, 10] 

54. y = jr* - it 2 + 6, [-3, 3] por [-5, 10] 

39 55-64 » Gratique el polinomio y determine coanios mdsimos y 
mmimos locales tiene. 

55- y - -2jt j + 3jc + 5 

56, >■ = 4- 12jt 

57. y = x* - x* - x 

58, y * 6ur 3 + 3x + 1 

59. y = x*-5x 1 + 4 

m y = L2^ 3 + 3,75** - ?Jt* - 15 je 2 + l&r 

61. > = (. x - 2f + 32 

62. y = - 2) J 

63. v = jr a - 3 jt 4 4 £ 

64. y = ^ j 1 - 17* 1 + 7 

Jin 65-7(1 ■ Grafiquc la familia dc polinomtos en d mismo reciin- 
gulo de vision, eon lo$ valores dados de c. Expliquectimu d he- 
cho de camhiar e| valor de r afecta ta grafiea. 

65. fi(j) - m 3 ; r — I, 2, 5, | 

6*. /fa) * {x - c) 4 ; t* -1,0. 1.2 

67, jP(jt) — jr 4 + c, c = -1,0. 1,2 

68. ft*) = Jt 3 + ex: c^ZO. -I -4 

69. P(x) - jr 4 - ex; c = (1,1,8.27 

70, f<jr) - x c ; c= 3.3,17 

7J. a) En Ids mismos e)es coordcnados, bosqueje las grificas 
(lo imds exacto posible) de las funciunes 

y - j 3 — 2 j j - x + 2 y y = + 5 jt + 2 

b) Con base cn su dibujo del inciso a), ^en cudntos puntos 
al pareccr cruza la grilica? 

c) Encuemre las coordermdas de los punios de intersceddn. 

72. Las pordones de las gnlilicas de y = x\ y - x i . y - x*> y = 
x 5 y y = jc* se gradcan en las tigums, Deierminc qui fuu- 
cidn pertenece a cada grafica. 
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73. Rceucrdc que una funciAn jfcs Empwrsi /{— .r) = —f{x)o 

par si /(— jc) — /(x) pitra iodax, 

a) Muestrc quo uii polinomio Pfx) que conticnc solo po- 
tcocus impaies de x es una funcion impar, 

b) Muestre que un polinomio p[x) que contiene sole 
potencies pares de x es una fund An par. 

c) Muestre que si un polinomio P{x) contiene potencias 
impares y pares dc jc, entonces no es una funcion impar 
ni par. 

d) Express la fund An 

P(js) = - x 2 - 3-i + 5 

co mo la suma ite una fund An impar y una fund An par. 


^ 74. a) Graftque la fundAn P(x) = (x — I )(x — 3 )(.t — 4) y 
encuentne los extremes locales, correetos hasta el 
dicimo mis proximo. 

bj Grafique la fund An 

0(jr) = (jc - I)(j - 3)(x - 4) + 5 

y util ice sus respuestas del inetso a) para ha liar ios ex- 
tremes locales, correclos hastael tkeimo mis proximo. 


75. a) Grafique la fundAn P(x) — (x - 2)(x — 4)(x — 5} y 
determine cuintos extremes locales ticne. 
b) Si a < b < c, cxpliquc por qu£ la funddn 

W ^ (x - a)( X -b)(x - c) 
debe tener das extremes locales. 


j 76. a} ^.CuanCas i.ntcrscccioncs con el eje x y culnLos extremes 
locales bene el polinomio /*(x) = x 3 - 4x? 

b> iCuAntas intersecciones con d eje x y cuintos extremos 
locales tiene el polinomio Q(j) = x 3 + 4x? 
c) Si a > 0 1 ^cuantax inteisecciones con el eje x y cuintos 
extremos locales tienc cada uno dc los polinomios 
Pj x) « x 3 — ax y 2(x) = x 3 + ax? Explique &u 
respuesta. 


b) £,La ganancia sc incremcnta dc mancra indchnida 
cuando sc produced o vetxlen mis licuadoras? Si no, 
^.cuil es la ganancia mas grande posible que podria 
tener la empresa? 

Sj | 7K. Cambio dt pobladdn Sc observa que la poblaciAn dc 
cOncjoi cn una isla pequefia cst& dada por la fundAn 

P(;) = 120; - 0.4; J + 1000 

donde ; es el tiempo (en meses) desdeque comenzaron las 
observac tones en la isla. 

a I {Cuindo se obticne la maxima poblaciAn. y cud es tsa 
pobladAn mixima ? 

b) ^Cuindo desapareee la poblaciAn de conejos de ia isla? 



79. Voluman de una caja Se COnStmye una caja abiCita de 
una pieza de cartAn de 20 cm por 40 cm cortando cuadrados 
de longituti lateral x de cada esquin a y dobEando haeia arriba 
los lad os, como se muestra en la ligura. 

a) Express el volumen V de la caj a como una funcid^ de x. 



(\C uai cs cl dominio dc V? (Use cl hecho dc que la lon- 
gitud y el volumen deben ser positives.) 

Dibuje una grrifica. de la fund An V y empl^da para esti- 
mar el volumen max i mo para tai caja. 


Apticaciones 

77. Invfistigadbn do mercado Un anal isla de mercado que 
trabajia para un fabncanle de aparatos pequenos encuentra 
que si la empresa produce y vende x licuadoras anualmente, 
la ganancia total (en dAEares) es 

P(x) = 8 Le + 0.3x 2 - O.OOLV - 372 

GraAque la funciAn P en un rect Angulo de vj^iAn apropiado 
y emplee 3a graliea para contestar las siguientes preguntas. 

a) Cuando se fabrican solo algunas licuadoras, la empresa 
pierde dineno (ganancia negativa). (Por ejemplo, 

P(I0) = -2A3.3, asf que lit empresa pierde 5263.30 si 
produce y vende sAlo 10 licuadoras ) ^CuAntas Licuado- 
ras debe productr la empresa para terminar sin p^rdidas? 


't* 40 cm, 

TL^B 

20 cm 

, 


HO, Volumen da una caja Una caja de cartAn tierte una base 
cuadrada. Cada I ado de la base tiene x pulgadas de longirud. 
como se muestra en la figura. La longitud total de los 12 la- 
des de la caja es 144 pulgadas. 

a) Muestre que el volumen de la caja esiJ dado por la fun 
ciAn V(x) = 2x*W - x). 
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c> 


t ,Cual es el don m iso de V ? {Use el hecho de que la lon- 

gitud y el volume n deben wr positives.) 

Dibuje la gruficu de la func-iim V y utilicclj paia estimar 
el volumen maxi mo para ml caja. 


»2. Numero maxima d* extremes I ocales ^Cuilesci 
gratlo man pequefio que el polinomio aiya gr&lica se mues- 
imV bxpEique, 



Descubrimiento * Debate 

HI . Gralicas de potencies grandes Grafique Igs funcmnes 
y = x 2 . y = v\ y ~ v 4 y y » .r\ para — 1 ^ x ^ I, en los, 
mismoa ejcs de coordcnadas. d _ ,A quc sc ascmejana b gra~ 
lica de y = x 1 '" en eslc mismo inltrvalo? t ;Quc se podriu de- 
cir acerca de y — Jt ,n] ? Constniya unu labia dc valores para 
confimiar sus respuestos. 



8.V Numero posible de axtremos locales postble que 
un polinomio de tercer grado icnga exactamente un extremct 
local? j,Un poLinomio de euarto grade puede iencr exacLa- 
menlc dos extremes locales? ^Cuintos extremes locales 
pueden Iencr los pulinomios de lerccn), cuami, quinto y 
sexto grade? (Considere el oomportamiento extremo de 
tales polinomios.i Ah ora d£ un ejemplo de un polinomio 
que liene seis extremes locales. 

H4 £ Sit u a bo imposibh' ■ ^Es posible que un polinomio 
lengados nutumos locales y nirtgun mini mo local? Expliquc. 



Division de potinomioi 


Hast# aqu f en este capflulo se ban estado estudiando de manera grtffica funcioncs 
poliriomiates, En esia seccidn se comienza a estudiar los polinomios en forma alge- 
braica, La mayor parte del trabajo sera en relaeidn con la faetorizacidn de poll- 
nomios, y para factorizar. se requiere saber c6mo dividir polinomios. 

Division larga de polinomios 

La division de polinomios es similar a! proceso familiar de dividir ruimeros, Cuando 
se divide 38 enirc 7 + d cociente es 5yd residue es 3. Se escribe 


Dfvlrfendo 


DMeor 



Cod ante 


KcPldut? 


Para dividir polinomios, se usa la division larga, comocn d ejemplo siguiente. 


proiegiclo porderechos de autor 


aterlal 


266 


CAPiTULO 3 Funciones poll norm ialas y rationales 


Ejemplo t Division larga de potinomios 

Divida 6i~ - 26 k + L2 entre x - 4, 


Solucibn El dividendo es &v 2 - 26* + 12 y d divisor es a — 4, Se comienza por 
dispone rEos como sigue: 

x - 4.)fvr — 26r + 1 2 


A conlinuacion divida el termino principal en el dividendo entre el tgrmino princi- 
pal del divisor para obtener el primer termino del cociente; 6oc 2 /x — 6 k. Luego. mill 
tipliquc el divisor entnc 6 lk restc el resuliado del dividendo. 


f 6a 

k - 4|6k 2 - 26* + 12 
6r - 24 k 

-2x + 12 


Diviite prHneipAles: 


€>■<' 


6* 


- 4) *= - 24x 

Rest* y et 12 


Se repit e el proceso usando el ultimo rengldn — 2r + 12 como dividendo. 

^ —2x 

6k ^ 2 Plvififca !t)» t^rminda principal^®: - — - — ^2 

* 4)fa J - 26 k + \2 
Gx 2 — 24x 

- 2x + 12 

^"-2k 4- ft Multlpfcor: -2{* “4) - -2x + & 

A Rente 

El proceso de division termina cuandoel ultimo rengldn es de menor grado que el 
divisor. Entonces el ultimo renglbn comtfe&e el reskhto, y el rengldn superior con- 
tiene el cociente. El resukado de la division se puede interprets en cualquiera de 
dos formas. 


6r 2 - 26 k + 12 
* — 4 


= 6* — 2 -1 

x — A 


o bien 


6* 2 - 26t + 12 = (x - 4) (6a - 2) + 4 
DMAtmdo DMsor Coclflitd 


RcBiduo 


Se resume el proceso de la division larga en el siguiente teorema. 


Algoritnio de la division 


Pus cscribir cte nira forma cl algoriimo 
dc la division, divida cnire P(.r): 


Pfr) 

0(.r) 


Q(*) + 


m 


Si P[x ) y D(x) son polinomios, con D(.\ ) ± 0, cntonces existen polinomios 
unjeos Q(.v) y /?■(*), dondc /?(*) es 0 o de grado menor que el grado de D(x), 
tal que 

P(.t) = D(x) - Q(x) + RLx) 

Rntdiuo 

Dividendo Diw&or C&SJfttte 

Los polinomios Pit) y D{x ) se Human dividendo y divisor, respect! vamente. 
Q{x) es el cociente. y ti(.x ) es el restdup, 


Material prolegido por derechos 



SECCaOW 3,2 Division de polinorri(0& 


2S7 


Ejemplo 2 Division larga de polinomios 

Sea P(x) - + &r - 3x + 1 y 0{x) " 2x 2 - x 4 2, Encuentre Jos 

polinomios Q(x) y [al que P{x) = 2?(x) * Q[x) 4 /?(x). 



Soiucion Se usa la division larga despuds de inserter primero e] tdmiino Ojt 3 en 
el dividendo para asegurarque las columnar se alineen correciamente. 



MLiltiplicar e-l divisor por 4 >T 
MultFplicai' el divisor por 2x 


El proceso se eompleia en este punto porque —7x+ \ es de menor grade que el di- 
visor 2j 2 - x + 2, De la division larga anterior se ve que Q^x) = 4x J 4 2x y 
/?(x) = “7x 4 l H per lo tamo 

ftx J + 6x 2 - 3x 4 1 1 = (2x 3 - x 4 2}(4x i 4 2x) 4 (-7x +1) m 


Division sintetica 

La dlvistdit sintetica es un m&odo ripido de dividir polinomios; se puede usar 
cuando el divisor esta en la forma x — c. En la division sint&ica se escriben sdlo las 
partes esenclales de la division larga. Compare las siguientes divisiones larga y sin- 
t^tica, en las que se divide 2x* - 7x' 4 5 entrex - 3, (En el ejemplo 3 se explicate 
edmo llevar a cabo la division sintetica, ) 


Division larga 


Division simetira 


_ i> _ CoGlcnte 

2x- m X - 3 

3 | 2 

-7 

0 

5 

x - 3j2x 3 - 7x* 4 Qv + 5 
2x J - 6x 2 


6 

-3 


x 1 4 Or 

2 

i-i 

■ 

-4 

“X 2 4 3x 

■■ 





“3* + 5 Coders Kc ^ vo 

— 3x + 9 

EcskIuci 


Observe que en la division sintetica se abrevia 2x 3 — lx 2 4 5 escribiendo solo los 
coeficientes; 2 -7 0 5, y t en lugardex - 3, se escribe simplemente 3, (Escribir 

3 en lugar de -3 permit* sumar en lugar de restar, pero esto eumbia el signo de los 
numeros que aparecen en los cuadros dorados.) 

En el ejemplo signiente se muestra la division sintetica efectuada. 


Material prolsgido 


por derechos de autor 
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Ejemplo 3 Division sintetica 

Use la divisidn sintetica para dividir 2x y - 7„v' + 5 entre x — 3. 



So I uc ion Se comienza por escribir los coefkientes apropiados para representor 
el divisor y el dividendo. 


Divisor x — 3 3 


2x - 7r ^ 0>, + h 


Se baja el 2, se multiplica 3 - 2 = 6, y se escribe el resultado en el rengldn de en 
medio: 

Luego se suma: 


1 2 -1 

0 

5 

\ 6 

\ f 

2 -1 



multiplies/ y luego sumar 

,j 2 -7 

t> 

5 

\ 6 

-3 


2 "0 

-3 


1 | 2 “7 

0 

5 

N \ 6 

-3 

-9 

Jj 

2 -r 

-R ^ -4 


Multip!!can 3*2 = G 
Surn^rr -7 + 6 = -1 


Multiptican 3( — 1) = -3 
SumarrC + (-3) — -3 


Muttiplicar: 3{— 3) = 3 
Surruan 5 -+■ (-9) “ -4 


Gog lents 
2x z - x -3 


Kseiduo 

-4 


De la ultima lmea de la division sintetica^ se puede observer que e! cociente es 
2x l — x — 3 y el res id no es -4. Por consign] ente 

2j j - lx 1 + 5 = {x - 3)(2jt 2 - x - 3) - 4 


Teoremas del residuo y del factor 

El siguieme teorema muestra cdmo se puede usar la division siiudtica para e valuer 
polinomios facilmente. 


Teorema del residuo 


Si el polinomto /*{*) se divide entre x - c. e nonces eJ residuo es el valor 

He). 




iai proi 


;-gic 


:: per oerecnos 
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SECCldto 3.2 Division da polinomios 


1 | I 0-7 6 

1 I -6 

1 1 -6 0 


■ Demo stra cion Si el divisor en el algoritmo de 3a division es de la forma 
x - c para algdn ruiine.ro real t\ entonces el residue debe ser una constante (puesto 
que el grado de) residue es mcnor que el grade del divisor) Si a esta constante se le 
denomina r, ententes 


P(x) = (je — c ) * Q(jc) + r 

Si se establece jr = cen esta ecuacibn. se obtierte 

Z^c) = (r - c) * Q(x) + r = 0 + r = r„ es decir, Z\c) es el residua r. 

Ejemplo A Uso del teorema del residuo para 

hallar el valor de tin polrnomio 

Sea P{x) = 3x 5 + 5x A - 4x l + 7 x + 3. 

a) Encuentre el codeine y el residuo cuando P(x) se divide entre x + 2. 

b) Use el teorema del residuo para hattar P(”2)> 

Solution 



a) Puerto que x + 2 = x — (—2), la division sint&ka para este problema toma la 
siguiente forma. 


”2 


3 5-4 0 7 3 

-6 2 4 “8 2 

3 -1 -2 4 “1 5 


El nc&ldup es 5, per 
I o tanta F(-£) = 5. 


El cociente es 3 jc 4 — x~ - 2x l + Ax — 1 y el residuo es 5, 

b) Por cl teorema del residuo, P(-2) es el residuo cuando P(x) se divide entre 
x — (- 2) = x + 2. Del inciso a) el residuo es 5, por lo lanto /*(— 2) = 5. ■ 


E3 teorema siguieme establece que los. cents de polinomios corresponden a fac* 
tores; se utilize este hecho en la section 3.1 para gruticar polinomios. 


Teorema del factor 


r es un cero cte P si y solo si x - c es un factor de P{x). 


■ Demostracion Si Z^x) se factoriza como Z^x) = (x - c} * £?(x) T entonces 

P{t:) ~(c- c)* 0c) = 0 *Q{c) = 0 
A la inversa, si P(c) m 0, entonces por el teorema del residuo 

P(x) =(x- c) * Q(x) + 0 = (x - c)-Q{x) 
pot lo tanto x — c es un factor de P(x ) . ■ 

Ejemplo 5 Factorization de un polinomio por medio del 
teorema del factor 

Sea P(x) = x* - 7jt + 6. Muestre que P{ 1 ) = 0, y use este hecho para factorizar 
F(x) por complete. 

Solution Sustituyendo, se ve que P{ 1 ) = 1 ? - 7* I +6 — 0. Por el teorema 
del factor* esto signifies que x - 1 es un factor de F(x). Usando la division sintgtica 


rial 


■nr 


pc 


>rp.j r 

I bUI 


Jtor 


nQ 
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x 3 + x - 6 

x - ijjt*' H- Or - ?x + 6 



-6x + 6 
-&r + 6 



Figure 1 

P[x) = {x + 3 )*{x - l)(x - 5 ) 
Eiene ceros - 3 , 0, 1 y 5 . 


a la division larga (mostrada en el margen), se ve que 
P(x) = x 3 - 7* + 6 

= ( x — 1 )(x 2 + j — 6) V£a&c ei margeri 

“ ( j — 1 )(x — 2){x + 3) Factor cuadritico x" + x - 6 a 

Ejamplo 6 Hallar un polinomio con caros especificados 

Hallar un polinomio de grado 4 que ttene ceros - 3, 0, 1 y 5. 

Solution Pot el teorema del factor, jc — (— 3), x — 0. x - lyx — 5 deben ser 
factwes del polinomio deseado, asf que 

P(x) — (x + 3)(x — 0)(jt — !)(jf — 5) — x* - 3x 3 — I3x 3 + J5x 

Pucsto que F(jc) es de grado 4 es una solution del problems. Cu alquier otra solu- 
cidn del prablema debe ser un multiplo consume de P(x), ya que solo la multi pli- 
cacidn por una constants no eambia el grado. ■ 

El polinomio P del ejemplo 6 se grafica en la figura 1 „ Hay que observar que ios 
ceros de P corresponden a las intersecciones con el eje x de La gr&fica. 


Ejercicios 


1-6 ■ Se dan dos polinottiira P y D. Use ]a division sintdtiea o 
!a division larga para dividir j°(j) entne J)(x), y exprese P cn la 
forma F(x) = D(x) ■ £?(x) + fl(x). 

1, = 3x 3 + 5x — 4 ? D(x) = x + 3 

2. /^x) = x 3 + 4x 2 — fix + I „ £>l[x) = x — I 

3- /f*) “ 2* 3 — 3x 2 - 2x, £»(x} = 2x - 3 

4. f^x) * 4x* + 7x + 9, D(x) = lx + 1 

5. P(x ) = x* - x 3 + 4x + 2. />(x) = x 2 + 3 

6. P(x) = 2x 5 + Ax* - - x - X D{x) = x 2 - 2 


7-12 ■ Se dan dos polinomios P y D. Use la division siruettca o 
la division larga para dividir P(x) entre D(x), y express el co- 
ciente P(x)fD(x) en la forma 


m 

tyx) 


Q{x) + 


£W 

Dix) 


7. F{x) - X 1 + 4x - 8, z?(j) ^ x + 3 

8. P(x) — x 3 + &r + 5 t D(x) = x — 4 

9. F(x) = 4jc 2 - 3x - 7, D(x) - 2x - 1 

I®. P(x) = 6x J + j ! - I2x + 5+ jD(x) = 3x " 4 

11, fix) - lx* - x 1 + 9x 2 , - X 3 + 4 

12* PC*) = + x* - 2x 3 + x + l, £^x) = x 3 +■ x - \ 


13-22 ■ Enconirar ei cuciente y el iesiduo usando k division Larga. 


13, 

x J — 6x — 8 

14* 

x 3 - x 2 - 2x + 6 

'it 

I 

H 

x - 2 

15. 

4x* + lx 1 “ 2x - 3 
2x + 1 

16, 

x 3 + lx 1 + 4x + 3 
3x + 6 

17, 

x 3 + 6r + 3 

IS, 

3x" ~ 5x 3 - 2Qx - 5 

x 2 - 2x + 2 

x 2 + x + 1 

19* 

6x y + 2x 3 + 22x 

20. 

9x 3 - x + 5 

2x J + S 

Sx 3 — 7x 

21. 

X* + x ( + x a + 1 

22- 

2x s - 7x* - 13 

x 2 + ! 

4x 3 — fix + 8 


23-36 ■ Encontrar el cociente y el residuo usando la division 
stntttica, 


23, 


x~ - 5x + 4 
jc - 3 


24, 


X* - 5x + 4 
x — L 


25, 

3x 2 4* 5x 

26, 

4x J - 3 

x “ 6 

x + 5 

27, 

x s + 2x J + 2x + 1 

28, 

3x J - 12x J “ 9x + 1 

x + 2 

x — 5 

29. 

x s - + 2 

36. 

x 4 - x s + x J - x ■+ 2 

x + 3 

x - 2 


Material prolsgido por den? 


I 


iiitor 
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31 

33. 

34. 

35. 


i 5 + 3x 3 — 6 
jf - I 

2x 3 + 3x 2 - 2x + 1 
fo* + lOt J + Sx* + Jf + 1 


32. 


x 3 - 9x 2 + 27x - 27 
x- 3 


x + 


x* - 27 
j - 3 


36, 


jf* - 16 

x + 2 


37-451 * Use lb division sint&ica y el eeoremu del residue para 
evalu ar /^c). 

37. P{x)=Ax 2 + I2x+ 5* c= - I 

38. P(x) « 2 x 2 + 9x + L, c = | 

39. P(x ) - x 3 + U 1 - 7x + 6* c = 2 

40. F(x) = x 3 — x 2 + x + 5, c = — 1 

41. P(x) = x 3 + 2x 2 ~ 7, c - -7 

42. J^x) - 2x 3 - 2JI 2 +91 - 200. c - 11 

43. = 5x" + 30t 3 - 40* 3 + 36* +14, e * -1 

44. P(x) - 6x J + IOjc 3 + x + 1 t c=-2 

45. jP(x) — x 1 — 3m 2 — I , e — 3 

46. P(x} - -2x* + 7x* + 4€* 4 - 7a 1 + LOr +112, e = -3 

47. /^x) “ 3x J + 4r 3 — 2x +1, c — f 

48. F(x) ~ x* ~ J + L c - i 

49. f{x) *» jt s + lx 1 - 3x - 3. c = 0.1 

50. Sea 

/>(x) = 6x T - 4Ur & + 16* J - 2QG* 4 

- SO* 3 - 69x 2 + I3x - 139 

CaJcule F{7) u)con La division sintiticay b) austituyendo 
jr = 7 en el pdinomio y evaluamdo de maivera directa. 

51-54 ■ Use el teorema del factor para mostrar que x - c es un 
factor de F{x) para valores dados de c, 

51. /^x) — x 3 — 3x 2 + 3x — 1, c = 3 

51 F(x) - jt J + 2x 2 - 3* - 10, c “ 2 

53. P(x) = 2x s + 7x 2 + for - 5. c = J 

54, P(x) ** x* + 3x 3 - 16x 2 - 27x + 63, c = 3. -3 

55-56 ■ Mosirar que Los valorcs dados para c son ceros de ffx), 

hallar los otros ceros de F(x). 

55, F(x) = x J - x 2 - lljf + 15, c * 3 

56. P{x) = 3x* - x 3 - 2lx 2 - lix + 6, c - J, -2 


57-66 ■ Bncuenlrc un polinonno de grado cspccideado que 
trnga los ccros dados. 

57. Gracio3; ceros -1,1,3 

58, Grado 4; ceros -2, 0, 2, 4 
59* Grade 4; ceros -1, 1, 3, 5 

60. Grado 5; ceros -2, -1,0. 1,2 

61* Eficuentre un polinomio de grado 3 quo lenga cerns 1, —2 y 
3, y en el cual cl eoe6ciente de x* sea 3. 

62, Encuentre un polifioraio de grado 4 que renga cwticjenies 
enreros y ceras I , - 1 T 2 y J , 


63-^66 ■ Encuentre un polinomio de grado especi6cado euya 
grilica sc raucstra. 


63, Grado 3 


64. Grado 3 



65, Grado 4 


66, Grado 4 



D esc u brim iento * Debate 

67. c - Division imposibln? Supunga que se 1c pidao resolver 
los dus problemas siguienles en una prueba; 

A* Encuemre el rtsiduo cuando 6x im - Hx 563 + 12x + 

26 se divide entire x + 1. 

B. ijX — 1 es un factor de x 367 — lx 4 ® + x 9 + 2? 

Obviamcnie. es imposible resolver estos problemas divi- 
diendo, porque los polinomios son de grade grande. Use 
uno o rads de los tconcm as de csta scccron para resolver 
estos problemas sin dividir en realidad. 


ial protegido pot derechos do auit 
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CARlTULG 3 Fun clones polinomiales y rationales 


f«H. Forma ohidada da tin polinomio Desarrollc Qpara 
probar que los, polinomios P y Q son Jos mismos. 

= 3jt* - 5 jt 3 + x 2 - 3* + 5 

Q(x) - ({(lx- 5)x + \)x-l)x + 5 

Interne evaluai y 0(2) e-n su cabeza, usando las formas 


dadas, ^Cuil cs mils fjficil? Ahora rscriba d polinomio 
Jf(jr} = x 5 - 2jt 4 + 3.r J - 2 jc j + 3jt + 4cn forma 
"anidada", como el polinomio Q. Use la forma anidada para 
determiiw R( 3) en m cabeza. 

^Vea c6mo calc ular con La forma anidtufa sigue los mil* 
mos pasos aril m£ticos que calcutar el valor de un polrnocnio 
con la division sirft&tica? 



Ceros reales de polinomios 


El teorema del factor indica que ha liar los ceros de un polinomio es en redidad lo 
mismo que factorizario en factories lineales, En esta seccidn se estudian algunos m£to- 
dos algebraicos que ayudan a encontrar los ceros re ales de un polinomio y, por lo tanto, 
a factorizarel polinomio. Se comienza con los ceros rationales de un polinomio. 

Ceros racionales de polinomios 

Para entender este teonema, eonsiddrese d polinomio 

/’(j) = (jc — 2)(jc — 3){jc + 4) Forma factorials 

= jt 3 — x 2 ~ 14* + 24 Formo iffMrrtftota 

De la forma factorizada se puede observar que los ceros, de P son 2, 3 y -4. Cuando se 
desarrollad polinomio, la constants 24 seobdene al muluplicar (-2) X (—3) X 4. 
Esto signifies que los ceros de un polinomio son factors s del tdrmino constante. Lo 
siguiente general iza esta observacidn. 


Teorema de ceros racionales 


Si el polinomio P{.x) - a n x n + n„_ ^x H 1 + ■ ° 1 + a]j + a 0 tiexie coeli- 
nenies enierqs* entonces todq cero rational de P es, de la forma 

P 

donde p es un factor del coefieiente constame 

y q es un factor del coefieiente principal a n , 

■ Demostraeion Si pjq es un cero racional, en tgrminos minunos, del poEi- 
norniq P, entonces. se dene 

“■(f) +a '->(f) + '" + “ , (f) + * , “° 

a A p* +■ a H „ t pP- l q 4 * * * ■ + a i pq * " 1 + atff — 0 Multiplied par q n 

p{a n p" 1 + a n ^ t p n ~ 2 q + ■ ■ ■ + aiq n ~ l ) ~ — arf* factories 

cl miembro raqulsn^o 

Ahora p es tin factor del I ado izquierdo, asi que tambidn debe ser un factor del lade 
derecho, Puesto que p/q est3 en t^miinos mini mos, p y q no tienen factor comun y, 
por lo tanto, p debe ser un factor de %. Una demostracidn similar mueslra que q es 
un factor de a n . ■ 

Se puede observar del teorema de ceros rationales que si el coeficiente principal 
cs 1 o - L entonces los ceros racionales deben scr factories del t^nnino constante. 
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Evariste Cajole (| ft] l- 1832) es 
uilu tie los. pucw nutlemMcos quo 
dene una leorfa rwmtrada cn su 
h^not Ailn no cumplla Ids 21 aflo$ 
cu;tndo murio, pern estiibkdO fun 
L-mnplL-n) el problems central Ue Ja 
leoriu de ecuaeiones al describirun 
criteriii qtie levels si una eiuaeidn 
polinnpkial se puede resolver me- 
diaiUe Operacicnes algebraic*, Ga- 
3*ii s fue uno dc I os mis grander 
imteifiliticos del in undo en eve cu- 
Eonccs. ;iunque solo el lo -^abia. En 
repel Idas ocasiones envio su tra 
bjjo a los emi rentes male malices 
Cauchy v Poisson. quicnc-s perdie- 
ron sus cartas 0 no enlcndicrcn sus 
ideas Galois escribia cm un csiilo 
Conti so c inclub pucus JcCal Its. 
lo cuaJ prubablcnicnte in ll 11 yd en 
su fmeuso para pusard examen Jo 
ddiinsiiHI ;i Li Ewuelu Holitecrm-a 
de Pans. Como politico radical, Ga- 
lois. paso varitTS meses en priskin 
poi sus actividades revolueiona* 
riis. Su breve vida luvo un trigico 
fin VLUindo murid cm un duclo por 
una cucsii^n afnorosa. La Doche an- 
tes del duelu. con cl icoior dc mo- 
nr. Galois esciibitf la cscncia de 
itis ideas y las conh6 a su amigo 
Auguste Chevalier. Goncluyti cscri- 
biensdo tiabni. espero. personas 
que sabre n uprovechar el Jescjlraj' 
todo esic on redo" Esto lo hi™ 14 
anosdcspucs d matematico Camille 
Jordan. 


Ejemplo 1 Hallar ceros rationales (coeficiente principal 1) 

Encuemre los ceros rationales de P(x) ~ r' — 3x + 2, 

Solution Pueslo que el coeficiente principal es 1 , cualquier cero rational debe 
ser un divisor del tfrmino constants 2. Por consiguieiite, los po&ibles ceros rationa- 
les son ± I y ±2, Se pmeba cada una de esias posibilidades, 

F(J) = (l) 1 - 3(1) + 2 = 0 

F(- 1) = (“I) 3 - 3<-1) + 2 = 4 

P{ 2) = (2) 3 - 3(2) + 2 = 4 
Pf^2) - (— 2) 3 - 3(-2) + 2-0 

Los ceros rationales de P son 1 y -2, ■ 


Ejemplo 2 Uso del teorema de ceros rationales para 
factor tzar un polinomio 

Factorice el polinomio P(j) = 2j j + x 2 — 13 jc + b. 

Solti cion For el leoremo de ceros rationales , los ceros racionales de P son de la forma 

4 factores del t^rmino constanlc 

misible cen racional <Je P = — — — — 

factores del coencienie principal 

El l^rmino constanic cs 6 y d coefidente principal cs 2, per lo lanto 

„ . , factories de 6 

posible cero racional de P = 

factories de 2 


Los factores de 6 son ± 1 , i2, i3, ifi y los factores de 2 son ± l t ±2. AsL los 
posibtes ceros racionales de P son 



12 3 6 

+ — + — 

~r ~r '"i* “i' 

.1 H- 

~2’ ” 

2 3 6 

— 4- — -+- — 

2 1 ”2* ^2 

Si se sirnplifican las fraceiones y se eliminan duplicados, se obtiene la siguienie 
lists de posibles ceros racionales: 


±1, ±2. ±3. 

■»6 A ^ 
' 1 ~2 ~2 

Para comprobar cudles de esios posibles ceros son en realidad ceros, es necesario 
evaJnar P en cada uno de estos ndmeros. Una forma eficaz de hacer esto es usar la di- 
visidn sintdtiea 

Prueba de si 1 es un com 

Pmeba de si 2 es un cero 

1 

2 1 -13 6 

l 

2 1 -13 6 


2 3 “10 


4 10 -6 


2 3 -JO -4 


2 5-3 0 


Ei reefciua w » 0. $ si 
que 1 no £5 un ce ra 


El residua cs 0, p Or 
lo tanto 2 as un cent?. 
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De la ultima division sint£tica se puede observar que 2 es un cero de P y que P se fac* 
toriza como 

F(.r) — 2 . it + jr - 13 lX H- 6 
= (jr - 2)(2.t 2 + 5.t - 3) 

“ (_r — 2)(2 j “ I )(jf + 3) Factories 2x~ + 5* - 3 ■ 

En el cuadro sigutente se explica como usar el leorema de los ceros racionales con 
la division sint&ica para factorizar tin polinomio. 


Encontrar los ceros racionales de no polinomio 


1. Lister los po si hies ceros. Liste los posibles ceros rationales usando el 
teoremu de ceros rationales. 

2 DEv dii Use la division s inlet ica para evaluar el polinomio en eada uno de 
los candidates para ceros rationales que encontrd en el paso 1 . Cuando el 
residue es 0. observe el cociente que obtuvo. 

3, Repelir. Repita los pasos ] y 2 para et cociente. Pare cuando llegtie al 
cociente que cs cuadratico o sc lyetoriee con lacilidud, y use la lunmulu 
citad nit it a o factories para hallar los dermis ceros 


Ejemplo 3 Uso del teorema de ceros rationales y la formula 
cuadritica 

SeajPfjt) = jr 4 - 5x y - 5x‘ + 23.r + 10. 
a) Encuentre los ceros de P. 
b> Bosqueje la grifica de P. 


1 

1 -5 

-5 

-23 

-10 


1 

—4 

”9 

14 


cr- 

1 

*T 

1 

14 

24 


2 

1 -5 

“5 

23 

10 


2 

-fi 

-22 

2 


} -.1 

“1 1 

I 

12 

* I 

] —5 

-5 

23 

10 


5 

0 

-25 

-10 


t 0 -5 -2 0 


Solution 

a) El coeficiente principal de P es 3 + asi que los ceros racionales son enteros: son 
divisiJFts del lermino constants Hi Por consign iente. los candidatos posibles son 

±1. ±2 T ±5, ±10 

Con la division sintetica (vease al morgen) se encuentra que 1 y 2 no son ceros, 
pern que 5 es un cero y que P se fac toriza como 

x 4 — 5x y - 5x 2 + 23x -I- 10 — (x — 5){x 3 — 5x — 2) 

Ahora se intenia faclorizar el cociente - 5x - 2. Sus ceros posibles son los 
divisures de -2 T a saber. 



±2 


—2 | I -0 -5 -2 

_2 4 2 

1 -2 -I 0 


Puesto que se sabe que I y 2 no son ceros del polinomio original P, no se 
requiere probarlos de nuevo Al comprobar los demos candidatos — 1 y -2, se 
ve que - 2 es un cero (v£ase al margen), y que P se f at toriza como 

x 4 - 5x y — 5x 2 + 23 .t + 10 = (jc — 5)(jc 3 “ 5jc - 2) 

- {Jt - 5){jr + 2)(* J - 2x- l) 


rial 


■nr 


pc 


>re~ 


for 


u I 


nQ 




SECdOW 3,3 realms da polinomios 


275 


SO 


\ j 

t 1 / 

\ 

. . / 





-50 


Ahora se usa lit formula cuadrjtica para ubtenor Ins dos ceros restitutes de P: 

2 ± V(-2) 3 - 4( I }(- I ) _ 

j = - 1 ± V2 

Los ceros de P son 5 t — 2 + 1 + V2 y l - Vi. 

b) Ahora que se conocen ios ceros de F, se pueden usar los metodos de la section 
3.1 para irazar Ja gxifca. Si en cambio se quiere lisar una calculation* para grd- 
ficas, conocer los ceros permile elegir un recldngulo de vision apnopiadu. uno 
que sea to suficientemenle audio para eontener las intersecdones con el eje x 
de P. Las aproximaeiones nunr^ricas a los ceros de P son 


Fig ora 1 

Fpt) = x 4 - 5* 1 — 5*- + 23* + 10 


5, - 2 , 2.4 y -0.4 

Por lo tanlo, en esie caso se elige el rectangulo [ —3, 6] por I ^50, 50] y se traza 
la grafica mostrada en la figura L ■ 


Regia de Descartes de los signos y limites 
superiores e inferiores para raices 



Variation 

Polinomio 

de signo 

,r + 4,t + ] 

0 

2je j + j- 6 

1 

x* - 3jc : x + 4 

2 


En algunos casos, la siguiente regla + descubierta por el lildsofo frances y materniti- 
co Ren£ Descartes alrededorde 1637 (vease la pagina 1 12). es util para eliininar los 
candidates de li slits largas de posibles rafces rationales, Para escribir regia, se 
necesifa el concepto de variacidn de signo. Si F(.r) es un polinomio con coeficien- 
tes reales, escrito con potencias descendenies de x (y omitiendo las potencias con 
coeficiente 0) + entonees una variation de signo ocutre siempre que los coeficien- 
te s adyacenies tengan signos opuestos. Por ejemplo, 

P{x) = 5X 1 ~ 3* J - + 2.r 5 + x - 3 

tiene tres variaciones de signo. 


Regia de los signos de Descartes 


Sea Fun polinomio con coeficiente s reales. 


1 h El numero dc ceros rcales positives de F i v ) es igual a I numero de vuria 
ciones de signo en F(.v) o me nor que eso por un numero enfero par. 

2. El numero de ceros reales negatives de Fit) es jguul a] nuinero dc van a 
clones de signo en F( -.t) o es menor que eso por numero entero par. 


Ejemplo 4 Uso de la regia de Descartes 

Use la regia de Descartes de los signos para determimir el mimero posible de 
ceros reales positivos y negatives del polinomio 

F(jr) = 3 jt 6 + 4jt s 4- 3* 1 - j - 3 

Solution El polinomio liene una variation de signo y, por lo tanto, tiene un cero 
positivo. Ahora bien 

P(-x) = 3 ( — jc )* + 4(-jc) 5 + 3(-xf ~ ( -x ) - 3 
= 4 jc 5 + x — 3 

Asf, F(-Jt ) tiene ires variaciones de signo. Por lo lanto t F(jc) tiene ires ceros o un 
cero negativo. lo que hace un total de dos o cuatro ceros reales. ■ 
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Se dice que a es una cota inferior y b es una cota superior para los ceros die un 
polinomio si todo oero real v del polinomicj satisfacc a scsfi. Ft siguiente Leo re - 
iriii ayuda a eneontrar tales colas para los ceros de un pulinornio. 


Teorema da las cotas superior a inferior 


Sea P un polinomio con coeficientes reales, 

1, Si sc divide Pix } entre x - b(ctmb ■- 0> por medio dc la .division sin- 
idiieu. y si el renglon que emuiene d cocienie \ d residue son dementns 
no negatives., entonces h es una cota superior para ios ceros reales dc P. 

2, Si se divide P(jt) cnirc x - a <eon a < 0) pot medio de la division sintetieu, 
y si d renalon que eonliene el cocienie y el re&iduo tiene elementos que 
son alterniLlivamcjuc no posUisos _v no ncy.aivos etUouces a es ljiui cota 
inferior para los ccros rentes de P , 


2 


Er el ejereicio 9! se sugiere una demostracion de este leorema. La frase "alterna- 
tivamente no positives y no negativos" signifies que se ulieman los signos de los 
numerals, con 0 cunsiderado conto poshlw o negativo segiin se requiem. 

Ejemplo 5 Cotas superiores e inferiores para ceros 
de un polinomio 

DemuesUre que los ceros reales del polinomio P{\) - .t J - 3.r + 2.1- - 5 se en- 

cucntran entre -3 y 2. 

Solution Se divide P(x) entre .t - 2 y x +■ 3 por medio de la division sintdica. 

10-32 -5 

2 4 2 8 

12 j 4 ^ Laerilfimc'TCos 

son positives 


-3 


0 -3 


2 -5 


-3 


18 4H 


! -3 


-]f> 43 


Los elemented 
attBrn&ft en 
SLjrtC 


Pord teorema de las cotas superiores e inferiores, -3 cs una cota inferior y 2 e s 
una cota superior para los ccros. Pueslo que ni -3 ni 2 son un eero Lies rcsiduos no 
son 0 en la tabla de division}, los ceros reales se ubiesrn entre estos numeros. ■ 


Ejemplo 6 


Factorization do un polinomio de quinto grado 


Facto rice por completed polinomio 

/^.t) = 2x s + 5x* ~ M-r- - 14r + 6x + 9 

Solution Los possibles ceros racionales de P son ± i, ±1, ± ±3, ± ? > -9. 

Primero se eomprueban Lins candidalos positives, comenzurtdo con el tnis pequenc. 


1 

2 


1 2 

5 

-8 

-14 

6 

9 

1 

2 

5 

-8 

-14 

ft 

9 



1 

3 

-1 

_a 

4 

5 

s 



2 

7 

-1 

-15 

-9 


2 

6 

”5 

y 

it 

4 

fin 

S 

1 

2 nr? us 
un cero 

T 

■H 

1 

-1 

-15 

—9 

0 

A 

ll 

o 
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Asf que 1 es un eero y F(x) = (jt - l)( 2 x 4 + 7 x 3 - x 2 - ! 5 x - 9 ). $e contintia 
fauorizandu el cociente. Aun sc tieiie la misma lisia de ceros posibles excepto que } 
ha si do eliminado, 


l 2 7 -I -15 -9 

2 9 8 -7 

2 9 8 -7 -16 

1 WTO. 


i 


2 7 -[ -15 

3 15 21 

2 10 14 6 



m = a 

torfC'S ioe 
s:-trrsntos son 
no nc^gtfvoe 


Se puede observer que § es un cero y unu cota superior para los ceros de P(x)> atd 
que no se necesita comprobar nada mis para ceros positives, porque los candidates 
rest antes son may ores que 


P(x } = (x - I )(x - ^)( 2 x 3 4 I Ox 3 4 I 4 x 4 6 ) 
= {x - l)( 2 x - 3 )(x J + 5 x 2 + 7 * 4 3 ) 


Fpctoricc 2 de\ ultimo factor, 
m uftiplique era d sequnda factor 


Por la regia de los sign os de Descartes* x* 4- 5 x : + 7 x + 3 no liene ceros positi 
vo$, por lo tanto sms unicos ceros racionales posibles son - 1 L y - 3 , 


40 



■ 

V ^ 





-20 


Flgura 2 

P(x) - 2x 5 4 5x* - 8X 3 - 14r a 4 6x + 9 
— {x — l)(2x — 3)(x 4 l)*(x 4 3) 


-I | 1 5 7 3 

-i —4 -3 

14 3 0 F(-i) = 0 

Por lo lanto 

P{x) = (x - l)( 2 x - 3 )(x 4 i)(x 2 + 4 t 4 3 ) 

— (x — l)( 2 x — 3 )(x 4 l ) 2 (x 4 3 ) Facitar GUfldr&fco 

Esto signifies que los ceros de P son 1 , | h - 1 y - 3 . La grifica del potinomio se 
muestra en la figura 2 . m 


Q Uso de algebra y dtspositivos de graficacion 
para resolver ecuaciones polinomtales 

En la section 1,9 se empleaion dispositivos de graficacibn para resol ver ecuaciones 
en mode grifico Ahorn se puede n usar las tecnicas algebraicas aprendidas para se- 
leccionar un rectingulo de visitin apropiado al resolver de modo grifico una ecuacidn 
polinomiaL 

Ejemplo 7 Resolver de modo grafico una ecuacion 
de cuarto grado 

Encuentre las soluciones reales de la siguiente ecuacidn, correctas hasta el d£cimo 
mis proximo. 

3jc 4 + 4x 3 - lx 2 “ 2x - 3 * 0 
Solution Para resolver la ecuacidn de manera griftca, se traza 

P(x) - 3 J 4 4 4 x 3 - lx 1 - 2 x - 3 
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CAPITULO 3 Funciones polinofniales y racfonales 


Sl: emplea el teorema de Jas cotus 
superior e inferior para vcr domde 
sc puedcn hallarlas raises. 



Figura 3 

y = 3jr J + — 7 j 2 — 2x - 3 


Vblumcn dc un dlindro; V — wr : h 


Volumen tk una esfer+i: V — \ ttr ' 


Primero se usa el teorema de las colas superior e inferior para hallardos numeros 
entre los cuales deben estar las soluciones. Eslo permite elegir un rectdngulo de 
visidn que con scguridad contiene Lodas las irtersccciones con el eje j de F. Se usa 
la division sint£tica y se procede por prueba y error. 

Para hallur ana cola superior, se pnueban los numeros enteros 1 . 2, 3,. . . como 
posihles candijat os Se ve que 2 es una cota superior para las ralces, 


2 


3 4-7-2 -3 

6 20 26 4& 

3 10 13 24 45 


Tod ire 
pO&itivOS 


Abaca se busca una cola inferior, y se prueban los nilmeros - 1, — 2 y - 3 como 
posibles eamlidalos. 5e ve que —3 es una co ta inferior para las rakes. 


-3 


3 4 -7 -2 -3 

-9 15 -24 73 

3 -5 8 -26 75 


Los elemtfritos 
alterruw 

slgna 


Asn las rakes estdn enlre -3 y 2, Por lo tanto, el rectdngulo de visidn [-3, 2] 
por [—20, 20] contiene las inter secciones con el eje x de P. La grdfica de la figura 3 
tiene intersect iones con x, uno enlre — 3 y -2 y el olio entre I y 2, A1 hacer un 
acercamiento se encuentra quo las soluciones de la ecuacion, hasta el decimo mas 
proximo, son ^2,3 y L3, ■ 


Ejemplo 8 Determiner el tamaho de un recipiente 
de combustible 

Un depdsito de combustible consta de una seccidn central cilindrica de 4 pies de 
largo y dos secciones extremes semiesffricas, como se i lustra en la figura 4, Si el 
recipiente tiene un volumen de 100 pies\ L ,cual es cl radio r, ixiostrado en k figura, 
correcto hasta el cent^simo mas proximo de un pie? 


Figura 4 


4 pies H 


Solution Si se emplea la formula del volumen listada en la segunda de forms de 
este libra, se ve que el volumen de la seccidn cilindrica del depdsito es 

it * r *4 


Las dos paries scTniesfdricjis juntas form an una csfera complete cuyo volumen es 

> s 

Debido a que el volumen total del depdsito es 100 pies 3 . se obtiene la siguiente 
ecuacidn: 


j-Trr 3 + 4irr J = 100 


Una soluddn negativa para r no tendria sentido en esta situacidn ffsica, y por susti- 
tucidri se puede coniprobar que r — 3 origina un depdsito con mis de 226 pies 3 de 
volumen, iziucho mas grande que los 100 pics 3 requeridos, A$f, se sabe que el radio 
correcto se encuenira en alguna pane cnire 0 y 3 pics y> por lo Lanto, se u$a un rec- 
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150 

i / 


0 3 

50 

Figure 5 

> » lirjr* + 4mr 7 yy = 100 


tangulo de visidn de [0, 3} por [50, ISO) para graficar la funeidn y — t, vx* +■ 4 irx 1 , 
couio se muestra en la ligura 5. Puesto que se desea que el valor de esta funci6d sea 
100, se grafica tambi£n la recta horizontal y = 100 en d misrno rectangulo de visidfl. El 
radio couecto serS la ewmlenada x del punto de ifflerseccidn de la enrva y la rec- 
ta. Con el cursor y el acercamietilo, se ve que en el punto de intersection x ** 2.15, 
correcto hasty dos deci males, Asf, el depdsilo tiene un radio de casi 2.5 pies. ■ 

Hay que observar que se podria baber reswlto la ccuaddn del ejemplo 8 escri- 
bidndola primero como 

jTrr 1 + 47rr~ - 100 = 0 

y despues hallar la interseccidn con jr de la funcitfn y — fin 3 + 4 ttjt 2 — 100, 


Ejercicios 




mmm 


1-6 ■ Lisle los fwjsiblcs ceres rationales dados por el leorema 
de ceros rationales (noeompmebe curies en realidad son eon), 

L P{jc) = j 3 - 4x 2 3 

2. Qfc) = jt* - 3j 3 - 6x + 8 

3. R(x) = 2x 5 + + 4* 2 ~ 8 

4. S{ jt) = bx* - x 1 + 2x + 12 

5. 1\x] = 4x* - 2x l - 7 

6. t/(jr) = I2 j s + 6x i - 2x - 8 

7-10 ■ Se dan una funcitin pul momi a.l y su grit ica. 

a) Liste los posiblcs ceros rationales de P Judos pot el teo- 
rema de los ceros rationales, 
bl De la giftfica, determine cuties de los povtbles ceros 
rationales res u llan ser en realidad ceros. 


7. P(x) = 5* 1 - x 2 - 5x + 1 




9. f\ x) = 2x* ~ 9x 3 + 9x 2 +x-3 



10. P(j) = 4.r J - + 1 



11-40 ■ Encuentre los ceros rationales del polinomio, 
IL P{x) = x 3 + 3x 2 - 4 

12. Pf*) — jt 3 — lx 1 + 14jf - 5 

13. Pfr) = x 3 - 3x - 2 

14. P(jt) = JC 3 + 4x % - 3j - 18 

15. P[*) = x 3 -bx* + 12.x - 8 

16. t%x) = x y -x 2 - At + 12 

17. Pfj) = x* - 4* 1 + x + 6 
IS, F(i) = x* - 4j 2 - lx + 10 
19. P(.r) = j 3 4- 3j“ -+ &r + 4 
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20. P(x) = x 4 - lx 1 - 2x - 3 

21. FU) - x* “ lx 2 4 4 

22. F(j) = x + - 2x 3 - 3x 2 4 Sx - 4 

23. P(j) “ x* 4 6x 3 + 7x 2 — 6x — 8 

24. jF(jt) * x 4 - x 3 - 23* 2 -3x + 90 

25. P( x) = 4x* - 25* 2 4 36 

26. P(x) = x*- x 3 - 5x 2 4 3* 4 6 

27. F(x) = x* + S* 3 + 24c 1 + 32* + 16 

28. F{x ) = 2** 4 7* 2 4 4x - 4 

29. F(j) — 4x 3 4 4x 2 — x — 1 

30. /*(*) = 2x 3 - lx 2 - 2x + 3 

31. />{*) = 4 * 3 - 7x + 3 

32. P{x) = fa 3 4 lOhr 1 - *- 3 
33* F(*) = 4 jc s + &r J — Hjc - 15 

34. F(x) ■= 6x l + IU 2 - 3x - 2 

35. F(x) - 2x* - 7x 3 + I* 2 4 flx - 4 

36. F(*) = 6lc" - 7x J - 12* J 4 3* 4 2 

37. Ft*) = x 4 4 3* 4 ~ 9x 5 - 3 lx 2 4 36 

38. P(x) - x* - Ax 4 - 3x 3 4- 22x 2 - Ax - 24 

39. P(x) = 3* 5 - 144* - 14je 3 + 36* 2 + 43* + 10 

40. F(x) - 2x *■ - 3* 4 - 13* 4 + 29* 4 - 2?x s 4 32* - 12 

41-50 ■ Enciolic los ceros rcdudcl polinomio, Use ta 
formula cuadr&ica si es necesario, corno en el ejcmplo 3(a). 

41. F(jc) « x 3 4 4* 3 4 3* - 2 

42. F{x) 5x i 4 2* 4 32 

43. F(x) - x 4 - 6* 3 4 4x 2 4 ]5x 4 4 

44. Fix) = x 4 4 2x s - 2x 2 - 3x + 2 

45. Ff*) = x 4 - 7* 3 4 1 4* 2 - 3* - 9 

46. P(x) = x* - 4* 4 “ x J + lQx 2 + 2x - 4 

47. F(x) * 4x 3 - 6x 2 + 1 

48. F{x) ** 3x’ - 5x 2 - 8? - 2 

49. F(j) » lx* + 15x 3 + 17x 2 + 3x " l 

50. P(x) = 4x 4 - Iflx 4 - fur- + 9 lx : - 60x + 9 

51-58 * Se da un palinomio P. 

a) Ertturntic Ids CcrOs rcalcs de P. 

b) Bosqueje la grifica de P. 

51. Ft*) - * 3 - 3* 2 “ 4x + 12 

52. P{x) “ -x 3 - lx 1 + 5* 4 6 


53. P(x) - lx 3 - lx 1 4 4x + 4 

54. P{x) = 3x 5 + 17x 2 + 2lx - 9 

55. P(x) = x 4 - 5x 3 4 6x 2 4 4r - 8 

56. F(x) = "x 4 4 IQ* 1 4 8oc - 8 

57. P{x) = X s - x 4 - $ X 3 4 x J + 8x 4 4 

58. P(x) = X s “ x 4 “ 6 l* 3 4 L4x 2 - Hx + 3 

59-64 ■ Use la regia de Ids sigaos de Descartes para detemni- 
nar cuintos ceros reales pasttivos y negatives puede tetter el 
poliaamid. 

59. P{x) = x 3 - x 1 - x ~ 3 

60. P{x) = lx* - x 1 + 4x - 7 

til. P(*) = 2* rt 4 5x 4 - x J - Sx - 1 

62. P(x) = x 4 4 x 3 + x J 4 x 4 12 

63. P(x) — x 5 4 4x 3 -; ! 4 (u 

64. P(x) “ x" - x ! + x 4 - x 3 4 x 2 - x 4 1 

65-68 a Muestre que los vildtes dados para « y b son las eolas 
interior y superior para lo& cems reales del polinomio. 

65. P(x) — 2x 3 4 5x z 4 x — 2; a — —3, b = 1 

66. P{x) = x 4 - 2x J - 9x 2 4 2x + 8; a^-3 t b = 5 

67. P(x) = Sx 3 + 10x 2 - 39x 4 9; a = -3, fr = 2 

68. P(x) = 3x 4 - 17x 5 + 24x J - 9x 4 l; a = 0, b = 6 

69-72 * Encuentre ]os enteros que son las colas superior e infe- 
rior para las cenas reales del polinomia. 

69. F[x) = x s - 3x 5 4 4 

70. P(x) - 2x 3 - 3x 2 - 8x + 12 

71. F{x) = x 4 - lx 3 + x 2 - 9x 4 2 

72. P(x) = x 5 - x* 4 l 

73-78 • Encuentre los ceros racionales del polinomio y des- 
pu6s los ceras inacionales. si existed. Siempreque sea apropia- 
do, use el teorema de los cenos racionales, el teorema de las 
colas superior c inferior, la regia de los signos de Descartes, la 
ffrtmda cuadi^tica u oiras idcnicas de Fact orizac ion. 

73. P(x) = 2x 4 4 3x 4 — 4x 2 ^ lx 4 2 

74. ft*) “ 2x 4 4 I5 jc s 4 3 lx 1 + 20x 4 4 

75. P[x) » 4x 4 - 2Jx J + 5 

76v F[x) = 6x 4 - 7* 1 “ 8x 5 4 5x 

77. p[x) a= X 5 - 7x 4 + 9x 3 4 23x 2 - 50x + 24 

78. P{x) - &x 5 - 14x* - 22* 3 4 57* 5 - 35x + 6 
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79-82 ■ Muestre que el polinnmio no tiene fling tin cero 
rational. 

79. P(.x) = j£ 3 - t - 2 
M Kx) = lx* - x 1 + jr + 2 
81+ F[j) - .V - Jt : - fxt + 12 
82* F(j) = r 50 - 5,t 2 * + x 2 - i 

92 83-86 w Lb soluciones reales de la ecuacidn dada son ratio- 
nales. Uste las posibles rakes rationales por medio del teorema 
de oeros rationales y luego grab que el polinomio en el ractfnguto 
de vision dado para determiner que valores son en renlidad solu- 
e in ne\ r Todds las solydones se pueden veren el recldngulo de 
vision dado.) 

83, je* - 3.r~ - 4t + 12 = 0; \ 4 r 4: pur 15, 15] 

84+ X* - 5x 7 + 4 = 0; [-4. 4] por [-30. 30] 

85+ 2x* - 5* 3 - 14c 2 + 5x + 12 ^ 0; [-2, 5] por [-40, 40j 

86. 3.r 3 + ftj 2 + 5r + 2 = 0; [-3, 3] por [-10, 10] 

87-W ■ Use un dispositive de gralicacidn para hullar las solu~ 
ciores reales de h ccuacitin, correctas tiasta dos decimoles. 

87. j 4 - v - 4=0 

88. 2.i 3 - &r 2 + 9x - 9 = 0 

8H, 4.1X1* J +■ 4.00r 3 - I0.9&r 3 - 5.8&t + 9.09 = 0 

9fl, .i- + HXk 4 + 0,9 &e 3 + 5. (nix- + lO.OGr + 4.80 = 0 

9|. Sea P{x) un polinonraio con endi denies reales y sea b > 0. 
Use el ulgoritmo de division para escribir 

P(x) - (,v - b) - Q{x) + r 

Suponga que r ^ 0 y que las cocficicntcs en £}(.v) son no 
negatives. Sea z > b. 
a) Dcmueslrc quc.P(r) > O. 

bl Dernuestre la primera parte del leoretna de las codas su- 
perior e inferior. 

c) Use In primera parte del teorema de las cotaS superior c 
inferior para demostrar la segtlnda parte. [Sugrrerickr; 
dcmuesire que si P{.r) saltsl'aee la segundu parte del leo- 
remit, ententes P[ — .r) sal is face la primera parte.] 

92. De muestre que la eeuaeidn 

v 5 — je** — x* — — I2.c -6 = 0 

tiene exactamenle una rat?, rae tonal; luego, de muestre que 
debe tenerdos o cuatro ratees irracionales. 

Aplicaciones 

92 93. Volurnen ds tin silo Un silo de grunos consta de una sec 
cion principal eiiindriea y un techo semieslerien. Si el voiu- 
men total del silo (inclusive la parte interior de la seccidn 


del (echo) e$ 1 5 000 pies ! y la parte eiiindriea tiene 
30 pies de alto. icual es el radio del sito+correclo hasta la 
decima de pic mas prdxima? 



j 94. Dimensioned da un Iqtf Una parecla rectangular de 

licrra tiene an iirca de 5000 pies'". Una diagonal entre esqui- 
nas opuestas nude H) pies mas que un lado de la parceia. 
j^Cualcs son las dimcnsioncs de la licrra. ccunectas hasta el 
pie mas proximo? 

X 

S 

% 

+ 10 

>K 


95. Profundidad dfr la nie-ve A mediodia del domingo 
ut)mefl2o a cuit niece. La can Li dad dc nieve en d suelo cn 
ciertu lugaren el iilstantc I sc delemtina mediante la fuitd6n 

h{t) = 1160/ - I2.41r z + 6.20r' 

- I.5B/ 4 + 0.20r 5 - 0.01 1* 

donde s sc nude cn dfas desde cl momento cn que comsenea 
u caer nieve y h(t) es la profundidad de la nieve en pulga- 
das- Trace un a grifica de esta fimcidu y cmpkeln para con- 
tesiar las sigmenies preguntas 

a) i.Que sucedid poco despu^s del mediodia del martes? 

b) t ,Habia mas dc 5 pulgadas de nieve cn el suelo? En caso 
aiirmativo. ^en que dia odias? 

e) ^Ln qitjtf dfa y a qu£ hoca {hasta la bora iruSs prdxima) la 
nieve desaparecid por compkto? 

9b+ Vo lumen de una caja Una caja abierta con un volumes 
de 1500 cm 1 se constraird con una pie?4t de cartdn de 20 por 
40 cm, cortando cuadros dc longtlud lateral x cm en cada 
esquina. y do bland o Los tados hacia arriba. Muestre que esto 
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sc puede hacer en don formas dislintas y eneuentre las di- 
meoiiones euctas de fa caja erc eada caso, 



97. Volumen de un cohete Un cohere consla dc un eilindra 
circular recto dc 20 m de alto rental ado con un cono cuya 
altura y duitietro son iguales y cuyo radio es cl hii:m mo que 
cl dc la section cifindrica. ^.Cu&l debt set et radio Icorreeto 
basu dos dednudes) si cl volutnen total dehe ser SOOff/3 m 3 ? 



9K, Volomen de una caja Una caja rectangular con un volu' 
men dc 2 V2 pics ? ricne una base euadlrada como sc mucslra 
u oDfiiinuackSfL La diagonal de la caja (cniic un pur dc esquinas 
opucstas) cs I pie mas grande que tiidu liido dc la base, 
ai Si la base ticnc lados de x pics de largo, tuuestre que 

jc * - 2x i - Jt 4 + 8 = 0 


||| h;i M nostro que dos eajas dite rentes salisfaccn las eordi- 
ciones Judas. Encuenlre las dimensioncs cn cad a caso, 
eomectas hasia el cenksimo mds proximo de un pie, 



x 



99. 


Cant or no da una caja Una caja eon una base cuadrada 
bene ana longiiud mas perrmciro dc 1 0# pulg. (El contomo 
o pmmetrues la di stand a '’qlredednj’" de la eajaj ^041 es 
la longiiud de la caja si su volumen es 2200 pulg 3 ? 
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Descubrimiento • Debate 


I IMP. ^Cuantos ceros pea las puada toner un poiinomio? 

De cjemplos de polinomios que lengan las sigulenles 
propiedudes, o cxpliquc por que es impossible hallar tal 
poiinomio. 

a I Un polirtomio dc grado 3 que no liene oeros reales, 
b) Un poiinomio de grado 4 que no tiene eeras reales. 

C) Un poiinomio de grado 3 que liene ires ecros reales, 
sdlo yno dc los cuaks e* raciooal. 
dp Un poiinomio de grado 4 que tiene cuatroceros reales, 
ninguno de Jos cuales es raeional, 

^Qu^ debc ser cierto acerca del grado de un poiinomio con 
coclteienl.es cntcros si no liene ecros [talcs? 


101. Ecuacidn cubica degrade da La ecuacidn cubica 
(tereer grado ) mis general con coeficientes racinnales se 
puede ascrihir como 

x 3 + ax 1 + felt + c ** 0 

ft) MuCSttt que si sC rccmplaza x pur X - aj 3 y SC sirtlpli- 
ticq, se tiene una ecuacitin sin tormina X* r es decir, una 
ecuacirin de la forma 

X* + pX + q » 0 

Esla se llama ecuacion cubica degradada, porque sc ha 
"supnirtido" d icrmino cuudraiico. 
b) Use d procedimienlo descrito cn el incise a) pm 
dCgradar k CCUaci6tl x 1 4- bx 2 + + 4 = 0. 


102, La formula cubica i_h Ibnnuk cuadritica se puede usar 
para resolver cualquier ecuacidn euadratica (ode segundn 
gradoP. Quiza sc ha preguntado si existen formulas simi- 
larcs para las ccuaeioncs cubicas fiercer grado}, de euiuto 
grado o superiores. Para la ecuacibn cibica degradada 
X 1 + f> x + if — 0* Cardano (pagma 29b) eneontrb la 
fbntiula siguianle para una solucibnr 



En 1540 el matemitico italiano Ferrari descubrid una 
t Linn u la para Las ecuaciones de euarto grado. En I S24. cl 
malcmdlieo noruego Niels Henrik Abel demostiVi que cs 
imposible escribir una formula para las ecuac tone sde 
quinto grado. Por ultimo, Galois (pagina 273) dio un crile- 
rio para determinar cuales ecuacioncs se pueden resolver 
mediante una formula en la que intervene rp radicaJes. 

Use la form u I a cubica para hatlar una solucidn para las 
eeuacioncs siguietues. Luego, resue I va las ecuadonescon 
los m£tod« que aprendiU en esra seocidn. iCudl metodn es 
inis I aci 17 

a) je 3 - 3x + 2 - 0 
b> x- - 27 je - 54 - 0 
c) + 3 jc + 4 - CP 
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PROYECTO PARA UN 
DESCUBRIMIENTO 


Centra rse en un cero 

Se ha visto count hallar los ceros d e un polinomio de mane ra algebra tea o gra- 
fica, Se uliliza tin metodo numvrico para hallar los coros. Con este mdtodo se 
puede ha I tar el valor de cualquier cero real hasta los dec i males que se degee. 

El teoroma del valor in termed io establcec: si P cm un polinomio y si P{a) y 
m) son de signo opuesto, ententes. P rienc un cero entre u y h , (vease la pigina 
25 5 J. El leorema del valor iniermedio es un ejemplo de un t cornu a de existen- 
da: indica que cxiste un cero, no indica exactamente ddttde esti, Sir embargo, 
se puede usar el teorema para cerurarse en el cero. 

Por ejemplo, consider re el pnlinnmiu P(.v) - x l + 8x - 50, Observe que 
jP(2) < € y P{3) > 0. Por el teorema del valor intermedin P debo toner un 
cero entre 2 y 3 Pura "alrapar*' el cero en un intervale mas pequeno, se evalua 
Pen decimos sucesivos entre 2 y 3 hasta quo se encueiltra cl lugar domic P 
Gambia de signo, como en la tabla h En la labia se ve que el cero que so osli 
buscando se ubica entre 2.2 y 2.3, coma sc mucstra on la figura I , 


Tabla 1 


Tabla 2 


X 

/•to 


X 

P(x) 

2A 

-3.94 


226 

—0.38 

2.2 

- 1 75 

| cambio dc irgno 

227 

—0,14 

2,3 

0,57 

2 .28 

0.09 


] cambio dc sagm 




Figura 1 Figura 2 


Se puede repot ir este proceso evuluimdo P en centos imos succsivos entre 
2.2 y 2.3, como en la labta 2. Si este proce&O so re pi re una y otru vez, se puede 
obtener un valor numerico para el cero de forma tan exacts como se quiera. 

De la labia 2 se ve que el cero esla entre 2.27 y 2.28. Para ver si esta mis cere a 
de 2.27 o 2. 28, sc comprucba cl valor dc P a Id mitud entre estos dos nlimeros: 
P[ 2.275 ) == —0.03. Pueslo que este valor es negative, e! cero que .se esta bus- 
can do se ubica entre 2.275 y 2-28, como se i lustra en la f 5 guru 1. Correcto hasta 
d ccntesimo mis proximo, d cero os 2.28. 
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t„ a) Mucstreque P(r) = x 2 - 2 tiene un cero entre ] y 2. 
b> Encuentre e3 cero de F hasta el dediitu imis proximo. 

c) Encuentre d cero <k P hasiu d ctnlisimo mas proximo, 

d I Expliquc por qu^ el cero que encontro es un a aproximacidn a v 2. 

Repita eE process varias veces para ubtencr V2 correeto liaxia tres deci- 
mal es. Compare mis resultados para V2 nbicttidos con una caiculudora. 

2. Encuentre un polinomio que tiene eumo un cero, L se el proeeso dextrin,) 
aqui para cenLrarse er) V 5 IillsLu cuaim dcci males 

3. M ties ire que el polinomio liene un eern entre I os. enteros dados, y hi ego een- 
irese en esc cero. corrects hasta dos dec i males. 

a) P(x) - x* 4- x - 7; entre I y 2 
b| /*(.r) — r' — jr - 5; entre 2 y .1 
cl P(x) — 2d - A.x 1 + 1; entre l y 2 

d) P(x) - 2x 4 - 4v 3 + I; emre - 1 y 0 

4. Encuentre el cero irrational indicado, correcto has la dos ded males 

a) El cero positive de P(jr) = .r 4 + 2.x' 4- .r - I 

b) El cero negative Je P{x) - .d + 2x ' 4- x 2 - I 

5. En un pasiko enire dos edifkios, dos esculents se apoyun de In base de euda 
edition.* hast a Hu pared del oLro de modo que se eru/.un, Como ^e i lustra en I.j 
figura. Si las escateras tienen longitudes a = 3 m y b = 1 m y d punto de cruce 
estn alma akura c — J rcq ententes s se puede mostrar que la di stand n x enire 3 os 
edi lidos es una solution de ia eeuaddn 

x* - 22.r A 4 I63.t 4 - 454t 3 + 383 = 0 

a) Lsia eeuaeidn tiene dos solueiones positives, que su eneueriran entre l y 
2 , Use la tecxika de ^centrurse en" para ha liar ambus eorreelas hast a el 
dec i mo mas proximo. 

b) Dibuje dos diag ramus a escala. como cn la figure, uno para cad a uno de 
los dos valorem de x que encontro en el ineiso a), Mida la altura del punto 
de crucc en cada it no, ^Quc valor de x id parccer es el eorreclo? 

c? A contimiaeidn se describe edmo obtercr la eeuaeidn anterior. Pn mero. 
use iridngulos simitares para mostrar que 


I 1 1 

c h k 

Luego, use el teorema de PitSgoras para rescribir esto como 

1 - I 1 

r Va 1 — x 1 V fr 1 — x 1 

Sustituya a — 3, b — 2 y c = 1, luego simpMque para obtener Ea ecua- 
ci6n descada, [Observ'd que hay que elevar al euadrado dos veces en este 
proceso para diminar ambus rafees cuadradas Hstc e^ el porque se ob~ 
tiene una solucidn extrana en el inci&o a), i Vca.sc la Advertmcia en la 
p&gina 53-1] 
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Numeros complejos 


En la seccion 1.5 se vio que si el discriminante de una ccuacion cuadrdtica es tiega- 
tivo, la tcuy.fi On no tiene solution, real For ejemplo, la ecuacidn 

jt 2 + 4 = 0 

no liene solution real. Si se in tent a resolver esta ecuacion, se obtiene x 1 = “4. por 
lo tan to 

jt = ± V ^4 


Viise la. rcola sobre Cardunu, patina 
2%, para un cjctnplo dc l :6rno sc 
emplean los ndroeros complejos para 
hiJtar solueiones reales <k ccuackincs 
polinottiisJcs, 


Pero esto es imposible, puesto que el cuadrado de cualquter numero real es positive. 
[Por ejemplo (-2 ) 3 - 4, un numero positive,] Asi. k>s ntimeros negatives no tie- 
nen rai'ces cuadradas re ales, 

Para hater posible que todas las ecuaciones cuadraticas tengan solution, los raa- 
temiticos inventaron un sistema de ntimeros desarrollado, Uamado iistema de nu - 
mervs complejos, Primero. definieron el numero 

i = V^T 

Esto signilica que r = — 1. Un numero complejo es entonces un numero de la forma 
a + hi, donde ay h son ntimeros reales. 


Defi melon de ntimeros complejos 


Un numero complejo es una ex pies ion de la fonzia 

a + bi 

donde a > h son ntimeros reales e r - - L La parte real de este numero tom- 
pkjn es a y la parte tmaginaria es b, Dos numeral complejos son igiiyle>; si > 
solo si sus paries reales son iguales y sus panes imaginaiias son iguales. 


Hay que observar que las partes real e i mag inaria de un numero complejo son 
ntimeros reales. 


Ejemplo 1 Ntimeros complejos 

Los. siguientes son ejemplos de numeros complejos, 


3 + 4r 

Parle real 3. parte imaginary 4 


1 _ li 

2 3* 

Parte real parte imaginaria — 3 


6 / 

Parte real 0, parte imaginaria 6 


-7 

Parte real —7* parte imaginaria 0 

■ 


Un numero como 6 /. que tiene parte real 0, se llama numero imstginario puro. 
Un numero real como -7 se puede const derar como un ntimero complejo con parte 
imaginaria 0 . 

En el si stem a de numeros complejos toda ecuacidn cuadrtitica tiene soluciones. 
Los numeros 2i y — 2i son soluciones de Jt 2 = -4 porque 

(2 if = lH 2 = 4( — 1 ) - -4 y [-2if = (-2) ; i 2 = 4(-l) = -4 
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Aunque se usa el t&mmo imaginario en este contexio. los ndroeros imagitiarios 
no deben ser considerados como algo me nos "real" fen el sentido ordinario mas que 
matcmdiito de la palahra) que los mimeros negatives o irracionales, Todos los mime- 
ros (excepto posiblemente los enteios positivos) son creaciones de la mente humana, 
los numeros - 1 y V2 asi como el nu.mero i. Se estudian Los numeros complejos 
porque completan, de un modo util y elegante, el e studio de las solueiones de ecua- 
ciones. De hecho h Los mimeros imaginarios son utiles no solo en algebra y matemati- 
cas T sino en otras denctas tambi^n, Para dar sdlo un ejemplo, en teorfa elictrica la 
reactartcia die u.n circuits es una cantidad cuya xnedida es un numera imaginaiio. 

Op era clones matematicas sobre mimeros complejos 

Los ndmeros complejos se suman T re&tan, mill tipi lean y divid.cn del mismo modo 
como se haria con cualquier numeno de la forma a + b Vc. La dnica diferencia que 
sc requiere tener en mente es j 2 = — 1. Asf, los cal rules sigu rentes son vdlidos, 

(a Hi- M)(c + dr) ~ OC + (ad + iw)i + bdi 1 Mufopliquey nciim i tSrmlno^ 

semejarctes 

= ac + (ad + bc)i + bd(— l) f i =■ -1 

— (ac - bd) + (ad + fee) i Combine to partes reatoy 

lad 

Pot |o tanto* sc define la sum^ diferencia y el producto de mimeros complejos como 
sigue. 


Sumar, restar y muftiplicar numeros complejos 


Definicidn 

Suma 

(o + bi) + (c + dr) — (a + c) + (b + d)i 

Rests 

(a + bi) — (c + di) — (a * e) + (h — d)i 

Multiplication 

(a + bi) ■ (e + di) — (or -• bd) + {ad + bc)i 


Desert pcidn 

Pura sumur ndmeros complejos, sume las panes reate s y 
las partes imaginary. 

Para rcstar mime™* compkjos, rcste las partes re ales y las 
partes imaginaxias. 

Multi plique los numeros complejos como binomios, con 

i 1 = - L 


Las calculadoras para grdlicas pueden 
crceluuropeniceoncs Linlmtlieus en 
mi men ^ complejos;, 

n + SOW 4-2 i ) 

7 + 3 i 

(3 + 5 i J > 

22 +Ut 


Ejemplo 2 


Suma, rest a y multiplication de numeros 

complejos 


Exprese lo sigtiicnte en La forma a + hi. 
a) {3 + Si) + (4 - 2 i) b) (3 + Si) - (4 - 2 1 ) 

c) (3 + 52)<4 - 2i) d) P 


Soluddn 

a) De acuerdocon la detinicidn, se suman las partes reales y las partes imagin arias, 
(3 + 5/) + (4 - 20 = (3 + 4) + (5 - 2 }i = 7 + 3i 
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Complejos Conjugados 


Numeru 

Conjugado 

3 + 21 
L - i 

4 i 
5 

3 - 2i 
1 + i 
— 4i 
5 


b> (3 + 5i) “ (4 - 20 - (3 - 4) + [5 - (-2)]i = - 1 + li 

c> (3 + 50(4 - 20 = [3*4 - 5{-2)] + [3(— 2) + 5-4]i = 22 + 14/ 

d> i 23 = i 22+l = - {-l) n i = (-l)i = -i ■ 

La division de numeros complejos es muy pared da a rational! car cl denomina- 
tor de una expresidn radical, que se consider^ en la seccidn 1.2. Para el mi mere com- 
plejo i = a + bi se define su complejo conjugado como z - a- bi, Observe que 

z*i = (a + 60(a - bi) = a 1 + b 1 

Pot consign iente, el producto de un ntimero complejo y su conjugado es siempre un 
mimero real no negative, Se usa esta propiedad para dividir numeros complejos. 


Division de numerus complejos 


a + bi 

Para simplificar cl cocicnic - — , sc multeplica cl numerador v el denomi- 

c + di 

nador por el complejo conjugado del denominador: 


a + bi /fl+W'j/r’- di \ _ (cc + bd) + {be - ad)i 

c + di \e + di / \c — di ) e 2 + d 2 


En vez de memorizar toda la ftimmla, es m4s ficil recordar el primer paso y luego 
multiplicar cl numerador y el dertominador de la rnanera usual. 


Ejemplo $ Dividir numeros complejos 


Express lo siguientc en la forma a + bi. 


3 + 5/ 


1 - li 


b) 


7 + 3 i 
4 / 


Solution $e multiplica tanio el numerador como el denominador por el conju- 
gado complejo del denominador para hacer al nuevo denominador un numeric real, 

a) EJ complejo conjugado de 1 - lies \ - 2i = l + 2i 

3 + Si _ f 3 + 5f V l + 2 A = -7 + ill 7 11 

1 - 21 VI - 2i A 1 + 21/ 5 5 + 5 ' 

b) El complejo conjugado de M es — 4i. Por In tanto 

7 + 3i _ / 7 + 3A /-4A _ 12 - 2&i 3^7, 

4/ “ \ 4 1 A “4ij “ 16 “ 4 4* 


Raices cuadradas de numeros negatives 

A si como todo ntimero real positive r tiene dos raices cuadradas { Vr y - Vr), to- 
do ntimeru negative tiene dos raices cuadradas tambi£n. Si— r es un numeno ne- 
gativo, ententes sus raices cuadradas son ±i Vr, porque (/Vr) 2 = iV = — r y 
(“iV7) 2 = t 2 r = — r. 


atonal prolc-gido por derechos de autoi 
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C API TU LO 3- Funciones poUnomia las y rad on alas 



Ltoiitiurd Euler (1707-1 783 K hijn 
de m pastor, nacid en Basel, Suiza. 
A la edad de 13 acifis su padre In 
envid « la universidad en Basel pa- 
ra estudiar lenlogia, pern Euler pmn- 
to denidii'i dediearse a la.s ctenciqs 
Adenitis tk teobgfa estudid mate- 
matiCLLS. mediciM* nslronomk, ffst- 
ca e idiom us asititfcos. Se dine que 
Enter podaa cakular don cl mismn 
esftlerzo que cl “homhrc respira o 
las iguilu vuetan", Cien afton un- 
le.h que Euler. Fermat tvease la pii- 
gina 652) hahia eonjeturado que 
2" + I. es un numcro primo para 
loda n. Los pri meres cincn Je es^ 
tos niimeros son 5. I 7. 257, 655.17 
y 4 294 467 247. Es fifcil ntusimr 
que I oh primeron cuotfo sun pri- 
mes, Se consideraba que el cuartn 
lambitfu era primo haMii que Euler, 
con su capacsdad fennmenal para 
reahzar cileulns. mostnS que es et 
produclode 641 >: 6 7004(7 y T por 
In tanto, no es un nmnero primo 
Euler publico mils quo t'ualquier 
oini malemfltido en la hi Mori a. 5 us 
i rahajos reuni Jos eomprenden 75 
voklmenes grandes. Aunque Jos ui • 
tirrios 17 afios do 'iu vida carecid 
do la vista, cuniiniH.i cun su iraba- 
jo y publications. Sin mjs escriios 
popularize el uso de los simho- 
los tt. e y lumbtfn i, quo el lector 
encontrafi en esto texto, Una dc las 
coolribudooes mfis duraderas de 
Euler es hu destUTollo de In* inime- 
ros eomplejos. 


Raices cuadradas de numero negativos 


Si -r es negative emnnces lu raw cuadrudu principal de -r es 

V -r - / Vr 

Las dos. raices cuadradas de -r son iVr y -i V'r, 


Por lo comirn se escribe i V‘b en lugarde V5 j para evitar confusion con *\ZFt> 

Ejemplo 4 Raices cuadradas de n timer os negativos 

a) v^T = iVT = i 

b) VM6 = tVl6 - 4f 

c) V^3 = tVI a 

Se debt poner atencion especial al efectuar los ealculos neiacionados con raices 
cuadradas dc ntimcros negatives. Si bien Va - Vb - \'ah cuando ay b son posi- 
tives, esio no se cumplc cuando ambos son negatives, Por ejemplo, 

V^2* = iV2«/V 3 = = -V6 

pero V(“2)(-3) = Vfi 

por lo tanto V — 2 * V—3 ^ V(-2)(-3) 

^ A l midtiplicar radicales de numeros negaiiuos, expuSselns en la forma i Vr 

(donde r > 0) para evitar posibles errores de este lipo, 

Ejemplo 5 Uso de raices cuadradas de numeros negativos 

Evalue (Vl2 - V— 3)(3 + V— 4) y exprese en la forma a + hi , 

Solucion 

(vl2 - V^3)(3 + V^4) - (V 12 - iV3}(3 + i V3} 

= (2V3 “ iV3)(3 + 2i) 

= (6 V3 + 2V3) + t(2 * 2 V3 - 3 V3) 

= 8V5 + tV3 ■ 


Raices complejas de ecuaciones cuadraticas 

Ya sc ha visto qtie t si 0 # 0, entonces las soluciones de la ecu a cion cuadr£tica 
ax 1 + bx + c ~ 0 son 

-b ± Vb^ 

J 2^ 

Si b 1 - 4 ac < 0. entonces la eeuacidn no tiene solucidn real. Pero en el sistema de 
numeros complejos, esta ecuacitfn siempre tendr^ soluciones, porque los numeros 
negativos tienen raices cuadradas ett este entomo expand ido.. 


Material Drotecndc oor dereehos do autor 





SE C DO N 3, 4 Niiiti e ro s com pi ejds 


2S9 


Ejemplo 6 Ecuaciones cuadraticas con sol u clones complejas 

Rcsuelva cada ecuacidn, 
a) x l + 9 = 0 b) jc 1 + 4x + 5 = 0 

Solution 

a) La ecuacidn x 2 + 9 = 0 significa x 2 - -9, por consiguiente 

jt - ±V Z 9 = ±i V9 = ±3i 

Las soiu clones son por lo tamo 3/ y — 3 j\ 

b) Pot la formula cuadratica 

-4 ± V'V - 4«5 
J “ 2 

_ -4 ± V^4 

2 

-4 ±2 i 2(-2 ± i) 

= — = r =-2ii 

x. 2 

AsL las sotueiones son —2 + i y “2 — L ■ 


Las ilu$ solucioocs dc amlqmer 
ccuiitidn CjwJrtiika quc ticnc coe- 
ficicnlcs regies Non complejos 
conjugados cnfcrr sf. Piira cntendcr por 
qu£ eslo cs oicrto, Ccmsidfift d MgnO 
± en I;l rdfmula cuadrftictu 


Ejemplo 7 Complejos conjugados como soluciones da 
ecuaciones cuadraticas 

Demuestra que las soludones de la ecuacitin 

Ax 1 - 2Ax + 37 = 0 

son complejos conjugados el uno del otro. 

Solucion Se usa la formula cuadratica para obtener 


24 ± V(24) a - 4(4) (37) 

* “ m 

24 ± 24 ± 4 i „ I . 

= — — . — = = 3 —I 

8 8 ”2 

Asf, las soludones son 3 + p y 3 - ji,y £stos son complejos conjugados, ■ 


Peg! Ejercicios 


1-ID ■ Lneuentre las panes real e Lmaginaria del admen) cotn- 
plej° 


1. 5 - 7i 

3.^i 


2. -6+ 4i 


4+ 


4_+_7r 

2 


5. 3 
7. -j i 
9“. V3 + 


8, rV3 
111, 2 - 


11-22 • Uevar a cabo ta suma o Testa y escribar el resultadn en 
la forma a + bi* 

11 . (2 - 50 + (3 + 40 

12. (2 + 50 + (4 - 60 

13. (-6 + ft) + (9 - i) 

14. (3 - 2() + (-5 - JO 

15. 3i + {6 - 4r) 


Material protegidc por cferechos de autor 
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CAPfTULG 3 Fund Ones poFinam isles y rscioneles 


it a - w + a + w 

U* (7 - U) - (5 4 if) 

18, (-4 + 0 - (2 - 5i) 

19, (-12 + 8<) - (7 + 4 i) 

20. 6 i - (4 - 0 

21. - (I - b) 

23. (0.1 " Mi) - (1-2 — 3 60 


25-56 ■ Evaltiar la, expresidii y cscribir cl rcsuliado eo la forma 
a + bL 


23. 4(— I 4 20 

24. 2r[| - f) 

25. (7 - i)(4 4 20 

*6, (5 - 300 + 0 


27. (3 - 4t)(5 - 12i) 

28. (} + I2r)(s + 24.) 
29* {6 + 50(2 - 30 
30. (-2 4- 0(3 - 70 


33. 

35 . 

37, 

39. 

41 . 


i 

32. 

1 4 i 

2 - 3 1 

1 - 2 i 

34. 

5 - i 
3 4 4/ 

26 4 39/ 

36. 

25 

2 - 3i 

4-3/ 

iOf 

1 - 2j 

38, 

(2 - Jf)-’ 

4 4 6/ 

40. 

4 5f 

3r 

15/ 

1 1 

42. 

(1 + 2i)(3 

1 4 i 1 - i 

2 + i 

i 1 

44. 

(2iY 

■ i«j 

46. 

i cooli 


48. 

V? 

V^3 v'-rz 

50. 



-0 


51. (3 - V^5)(l 4 VHO 


52. 


I - V^T 

l 4 V^\ 


53, 


2 4 v^S 
1 4 V=2 


54, ( V3 - V=4)(V6 - V=l) 


55* 


V^-36 
V- 2 V— 9 


56. 


V-7V-49 

V^8 


57-79 ■ Hallar las soluciones de Is ecuadtfo y cxpresarlas cn la 


forma a 4 hi. 

57, i 2 4 9 = 0 
59, x 1 — 4jc + 5 = 0 

61, jr 2 + jf + I =0 

63. 2x* - 2x 4 I = 0 

65, t 4 3 + - - 0 
/ 

67, dr 5 4 I2 j 4 7 = Q 
69, |* 2 “ j 4 5 = 0 


58 . 9X 1 + 4 = 0 
6ft, jr 2 + 2* + 2 = 0 
62. a 3 - 3* 4 3 = u 
64, 2 j 3 4 3^2* 

66, z + 4 4 — = 0 

i 

68, 4j* - I6« + 19 = O 
79, x 2 + 5* 4 L = 0 


71-79 ■ Rccucrde quc el sitnbolo z repnesenta el complejo con- 
jugado de z, Si z = a 4 bi y w = c 4 dL demucstra cada cxpre- 
s!6<L 


71, z 4 w — z 4 w 

72, zw = z-w 

73, (if = ? 

74, z = 2 

75, : + :ti un fitfmero real 

76, t - i es un iiumero iinaginatio puro 

77, z ■ i es un mimero real 

78, z = z si y s6lo si z es. real 

Descubrimiento * Debate 

79, Raices complefas conjugsdas Sjponga que la 

ctuatitin av z 4 bx + c = 0 ticnc eocficicrtcs rcalcs y falces 
eoiriplejas. ^Por las rafces deben ser eomplejos eonj u- 

gados eiitit si? (Picnse ctfino encotwarfa las rafees con la 
ftirmula cuadr&ica.) 

«u. Potencias d« f Calcule las primeras 12 poiencias de /. es 

decir, i, i 3 , i \ ,i l3 . ^Observa un patron? Ex plaque edmo 

caleubria qqalquier poteneb da Tuimera entero de i, con el 
patrdn que dcseubnd. Use estc proccdimiento para tabular 

I U46 

81, Rsdicaiaft complejos El numero 8 tiene una ralzicdbica 
real, l)S - 2. Calcule {“1 4 iVf) J y (-1 - (VT) 3 para 
comprobar que 8 tiene por lo menus otras dos rafees cubi- 
cas tojnplejas. ^.Puedt hallar tuairu ralVes cuartas de 16? 


iter fa! proleg ido pci d ore oh os do aui 


SECOQN 3.5 Ceros cam pi epos y el! teorema fundamental del Algebra 


Z91 






Ya se ha visto que el polinomio de fl-esimo grado puede tener a lo sumo n ceros 
reales. En el sistema de mimeros complejos un polinomio de j?-£sldio grado tiene 
exaclamente n ceros y. por lo lanto, se puede factoriiaren eXaCUmentc n factories !i- 
ne ales, Este hecho es una consecuenciu del teorema fundamental del a tee bra, el city I 
fue probado por el matem^tico alem4n C F. Gauss en 1799 (v£ase 3a p^gina 294). 

Teorema fundamental del algebra y factorization 
complete 

El sigtiiente teorema es 9a base p am gran parte del trabajode factorizar polinomios y 
resolver ecuaciones palinomiales. 


Teorema fundamental del algebra 


Todo polinomio 

Pf-tj = -F 1 + * " * + «jA + i/y (it ^ J T d H ^ 0) 

con coeficientes complejos tiene por lo menus un cero com pie jo. 


Debldo a que cualquier numero real es tambt£n un ntimero complejo, el teorema 
se uplica tambi£n a pohnotnios con coeficientes males, 

El teorema fundamental del algebra y el teorema del factor muestran que un po- 
ll nondo puede ser faetorizado por complete en fae tores lineales, come se denjues- 
tra ahora. 


Teorema de factorization completa 


Si P{x) es un polinomio de grado n ^ I, entonces exislen luimeros complejos 
a, Cl: r 3 , . , . t c t (eon a # 0> tales que 

P(x) = ct(x - t'i){x - e 2 ) - (j - cj 


■ Demostracion Por el teorema fundamental del algebra, P tiene por lo 
menus un cero. Sea date a* Por el teorema del factor, P(x) se puede factorizar como 

P(x) = ( x - c t ) ■ 

donde es de grado n — I . A3 aplicar el teorema fundamental al cociente Q\{x) 
se ohtiene Ea factorizacidn 

“ {* “ ci) - cfcj* Q 2 (x) 

donde Q s (x) es de grado n - 2 y c 2 es un eero de Q\(x)< Si se eontitiua eon esie 
process para n pasos, sc obtiene un cociente final £?„(*) de grado 0. una constants 
no cero que se llamard a. Esto signihca que P ha side factorizado como 


- c 3 )(jr - c 2 ) ■■■ (x - O 


iterial protegido por derechos de aufor 
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CAPITULO 3 Funcionea polrnomiales y rscioneFes 


Para hallar en reaiidad los ceros complejos tie un polinomio tie n-^simo gratis, 
por lo general factoriza primero tan to como sea posible, luego se usa la formula 
cuudratica en las partes que no se pueden factorizar mas. 

Ejemplo 1 Factorization completa de tin polinomto 

Sea P(.r) — _r ? - 3x 2 + x - 3. 

a) Eneuenire los ceros. de P. 

b) Halle la factorization completa de P . 

Solution 

a) Se factoriza primero P como siguc, 

P(x) = x 3 — 3x 2 + x — 3 Qado 

— x ; (x — 3) + (x - 3) T^rmlnos agrupfltto# 

— (x — 3)(x 2 + I ) F actor x - 3 

Se cncuentran los ceros dc P al igualar a ccro eada factor 0: 


P(x) ~ (jt - 3)(jt 2 + I ) 


Ests factor <t& 0 tuando x = 3. 



A] hacer que x — 3 — 0, se ve que x = 3 e$ un eera Con x : + I = 0. se ob- 
liene x 2 ~ — l, por lo tanto x = ±i. Asi que los ceros de P son 3, i y — i. 

b) Pueslo que los ceros son 3 ,iy —i, por el leoremu dc faetorizacidn completa P 
se factors za como 

P(x) - (x - 3){x ” i)[x - (-*)] 

- (x - 3}(jf - i)(x + i) 


-2 [ i -n -2 -4 
-2 4 -4 

1 - 2-2 0 


SS Q Use la fdrrnula cu^rfritiCfl pana 

x = —2. jjatetmin^r CLiJndo s&te factor e& 0 


Material protagkfo por ttorechos dc- aulor 


Ejemplo 2 Faetorizacidn completa de on polinomio 

^&L 

pb m 

Sea P(x) = x* - 2x + 4. 
a) Encuentre los ceros de P, 
b} Halle la faetorizacidn completa de P. 

Solo cion 

a) Los posibles ceros rationales soil los factored de 4, que son ± I, . ±2, ±4. Por 
medio de la division s Intel ica (vease el margen) se encucntra que -2 es un 
ccro, y el polinomio se factoriza como 

F{x) = (x + 2 }(j r - It + 2) 


SECCION 3.5 Ceros compiejos y e! teorema fundamental del algebra 
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Para hallar los ceros, se iguala a cero eada factor, Por supuesto, x + 2 = 0 sig- 
nifies x — -2, Se usa la ftirtmila cuadrdtica para determinar cuando el otto factor 
cs cero. 


* 2 -2jc + 2 = Q 
2 ± 

* 2 

2 ± 2 1 
X ~ 2 

x = 1 ± / 


a cero el factor 
F^rmul^ tuadraticfl 

Tome la rafz euadrada 
Slrnplrfiqye 


Por consiguiente, los ceros de P son -2 t 1 + j y I - i. 

b) Puesto que los ceros son ”2, 1 + i y I - f, por el teorema de faclorizaci6n 
complex P se factoriza como 

P(x) = [X - (-2>][* - (1 + !)](*- (1 - ()] 


- (x + 2 )(x - 1 — r}(x — 


i + 


0 


Ceros y sus multiplicidades 

En el teorema de factorizacion completa los mimeros o,. c lf ■ ■ , t N son los ceros de 
P. Estos ceros no necesariamenie son todos diferentes. Si el factor x - c aparece k 
veces en la factorizacidn completa de P{x), entonces se dice que c es un cero de mol- 
lipliddad k (vdase la pagina 259), Porejemplo, el poiinomio 

P(x) = (* - l) J (jt + 2) J (t + 3) J 

ticne los ceros siguientes: 

1 (mill lipliddad 3), -2 (mgltiplicidad 2), — 3 (muhipiicidad 5) 

El poiinomio P tiene d mismo ntimero de ceros que su grade,, tiene grado 10 y tiene 
10 ceros, siempre y cuando se cuenien sus multi pi id dudes, Esto es cicrto para todos 
los polinomios, segun se demuestra end siguiente teorema. 


Teorema de ceros 


Todo poiinomio de grado ti ^ I tiene exacumente n ceros, siempre que un 
Cero dc multipliddad k se cuente k veces. 


■ Demostracion Sea P un poiinomio de grado n. Por el teorema de factoriza 

ci6n completa 

P{x) - a(x - c,)(x - c 2 ) — (x - c„) 

Ahora suponga que c es un cero de P dislinto dc t- ]T c 1t + , t c n , Entonces 

P(c) = a(c - c,)(c - c 2 ) — (c “ c H ) - 0 

A si, por la propiedad del producto cero, uno de los factores c - c t debe ser 0, por 
lo tanto c — c t para aiguna L Se deduce que P tiene exactamente los n ceres 

Cj, • , , 1 c H , 


Material prolegido 
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Carl Irudrith Gauss (1777- 
1455) « considcradu e] matemi- 
tico mis grande dc los ncnupos 
modernos. .Slls, contemporaiveos lo 
llanwon el "Principe de las nuite- 
miiicas" Naciden mia Camilla phv 
hre; su padre se gann la vida comp 
aibanil, Cuando era muy pequefio,. 
Gauss encontrd un error dc calcu- 
lo cn las uicntas de sn padre. t\ 
prime™ de muchos incident s que 
dieron evidenda de su precccitistf 
mate mil ica, (Yea>e !a pagi nu M 34 . y 
A Jos 19 aflns Gauss dcmoslro que 
cl poligono regular dc 1 7 iados sc 
puede uonsiniir am unu regia \ 
com pas sn lumen I e. Lslo fuc no- 
table porque. desde la eptura dc Eu- 
c lades. se pensaha que Ins ilnicas 
polfgrmos regulores que se podtan 
eonstru ir dc csta forma cran cl 
Eriangulo y el pentagono. Como re 
sullado dc cstc dcssubrimicoto 
Gauss dcviditf sejrttir una carrcra 
en malemiticas en lugar de idkv 
mas. su oilra pas-ion. En su diser- 
Lacidn doctoral, estriLu a la edati 
dc 22 arias, Gauss dcmoslro cl teo- 
rema fundamental del algebra: un 
polinomto de grade n am coeri 
denies eomplejos ticne n nrices. 
Sus otros Jogro.s abarcan eadaraina 
dc las matcmdlioas, asi Como la fi- 
sica y la astronomfa 


Ej^mplo 3 Factorizacldn de un polinomlo con 
ciros eomplejos 

Encuentre la fac tori zac ion completa de los emeu ceros del polinomiu 

P(x) = 3je 5 + 24j j + 48.r 
Solution Pucsto que 3x es un factor cornua sc tiene 



/*fjr) = 3je(jr‘ 1 + 8x 2 + 16) 
= 3x(x 2 + 4) 2 


E&w Factor cs 0 euandb « = 0- 


E&tnS factor as 0 cuando 


x = Ziox = —2L 


Para faclorizar x 2 + 4, note que 2i y — 2i son ceros de este poltnomio. Asi 
x 2 + 4 = (x — 2 i)(jc + 2 i) y ; por lo tanto 


P[x) - 3j[(jl - 2r)(x + 2/)] 1 


- 3jc(a 

- 2i) ! (x + 2if 


0 es un* ceto dc 

2i es un cero At 

— 21 es un ceroAe 

mjitipnic :isd^ 1. 

mu-tipl icida-d 2- 

multiplicidad 2. 


Los ceros dc P son 0. 2r y -21 Puesto que los factores x - 2i y x + 2i oeuiren 
cada uno dos vetes en la factorizacidn completa de P * Ids ceros 2 1 y — 2i son de 
multiplicidad 2 (o ceros dobles). Asi, se han hall ado los cinco ceros, ■ 


En la tab! a siguiente se dan ejemplos de polinomios con sus factorizaciones 
comp] etas y ceros. 


Grado 

Polinomlo 

Cero(a) 

Numero de ceros 

1 

Tt 

1 

II 

? 

4 

1 

2 

F(.r) - x 1 - 10j + 25 
- (x - 5)(x - 5) 

5 {nuiltiplicidad 2) 

2 

3 

F(Jt) = Jr s + X 

= x{x- i)(j + i) 

0, f. -f 

3 

4 

P(x) = x - + l&x 2 + 81 
~ [x — 3i) i (x + 3i) : 

V (multiplicidad 2), 

-3i (imiltipliddad 2) 

4 

5 

P(x} = X s - 2.1* + jf J 
= x 3 (x ” t) 3 

0 (multiplicidad 3^ 

1 (multiplicidad 2) 

5 


tens 


E&gido pc 
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Figure 1 

= V - 2* J - j 1 - 12* - 4 

Bn La figure I se muestra la gr+ifica 
del polinomio P del ejemplo 5 . Los 
intereecciones con x comespondcn a Ins. 
cero* reaEes de P. Los cams tmapina- 
fios no sc pucden tlclemunardc la 
grfjka. 


Ejemplo 4 Hallar polinomios con ceros espectficados 

a) Hallar un polinomio /*(*) de grade 4, con ceros i, —i, 2 y —2y con /*(3) « 25, 

b) Encuentre un polinomio £?(*} de grado 4, con ceros -2 y 0, donde -2 es un 
cero de multiplicidad 3. 

Soluddn 

a> El polinomio requerido tiene la forma 

n*) = a(* - 0(J - H))(* - 2){x - (-2)) 

“ afjr 2 + L)(* 2 — 4) Dlferancia de GL&drados 

- a(* 4 — 3* 2 ”4) Mul&plicar 

Se sabe que F(3) — - 3 * 3 2 — 4) = 50a = 25, per lo tanto a — J. Asf 

P{x) = i* 4 - |** - 2 

b) Se requiere 

Q(x) - a[x - (-2)ft* - 0) 

= a(x + 2 ) 3 * 

— a(x* + 6*" + 12* + 8)* FAnmilfl de products especial 4 (seeddn 13) 

= a{x 4 + + L 2x 1 + 8 jc) 

Puesto que no se tiene infonnacidn acerea de Q apartc de sus ceros y mtil tipi ici dad. 
se puede elegir cualquier numero para a. Si se usa £3 = L se obtiene 

Q(x) = jc 4 + 6* 3 + \2x 7 + fi* ■ 


Ejemplo 5 Hallar los ceros de un polinomio 

Hallar los cuatro coos de P(x) = 3* 4 — 2* 3 — x 2 - 12* - 4, 


Solution Con el teorema de ceros rationales de la secci6n 3,3, se obtiene la 
siguiente lista do posibles ceros rationales: ± L ±2, ±4. ±\ f ±^ T ±|. A1 comprobar 
£slos por medio de division sintetica. se encuentra que 2 y - { son ceros, y se ob- 
tiene la siguiente factorizacidn, 

P{ jt) = 3# 4 - 2* 3 - * 2 - 12* - 4 

= (* — 2)(3* i + 4** + 7* + 2) Factors — 2 

= (jf “ 2 )(j + JX 3 * 2 + 3* + 6) Factor k + 5 

— 3(* — 2)(* HE jJfjr 2 + * HE 2) Factor 5 

Los ceros del factor cuadrdtico son 


x = 


-I £ vT^s 


L 

2 




Vl 


por lo tanto, los ceros de /*(*) son 

„ 1 1 . V? 

2 - 5* 2 2 


Formula cuarfratica 
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CAPITULO 3 Funciones polinomiales y rationales 


Gernlanio Cardann ( 1 50 ] - 157 ( 3 ), 
es de becho una de las figurus mds 
Lolondj*! en Li hislonu de las ma- 
t£indtica.s r Fue a! ftsko mas eono- 
ci Jo de Europa en su epoca; sir 
embargo, toda su vida cstuvo pla- 
gtida dt nunKHMits padedmien- 
lds, cornu Fracturas, hemormidca y 
ur ternor irrational de eneonirarse 
con pemos rabinsos, Como padre, 
adoraha a sus hifos. aunqiie no fue 
correspond! do. Su In jo pnefendo 
fue decapitado por ascsinar a su 
propia esposa. Cardano fue (am- 
hien Lin jugador compulsive, du 
hoc ho, esle vicio pudo htiberlo 
motivado a cscrihir el Lrbru svbit 
jue%os de pmbiibifuiad, d primer 
C L cudio dt - probabilidad Jesdc d 
punio de vista matenialico. 

En el trahajo mateinalico prin- 
cipal de Cardano /In Magna, detu- 
I Id la soluckSn de l as couae tones 
poluintmalcs gene rales de lercero 
y euarto grad us En cl momenlo de 
su publication, los maiemiticos sc 
senevan inedmodosi me In so con los 
nrfmeras negatives, pern las I'sicnnu- 
las de Cardano preparartm d terre- 
ne para la aceplacidn no so In do 
los uumeros negalivoa, si no lam 
hien de los numeros i magma nos, 
pnrque aparedun de rranerj natu- 
ral en la solucion de ecua Clones 
pohnomiales. Por ejemplo. para fa 
ecuBckta cubika 

r - IS* - 4 - 0 
u i i a de sus formulas da I,l snlueidn 

j = ^2 + V— 121 

+ ^2 - V- 121 

fV^ase la ptigina 2K2, ejereido 
102 k Flste valor para x c n realidad 
resulla ser el niimem enlera 4: sin 
embargo, para encorlrarlo Carda- 
no Euvo que asar cl n urnero irrtagi- 
nario V'- 12 1 = 1 Er. 


Los ceros complejos vienen en pares conjugados 

Como qui/i let nottfsn los ejemplos dados hasta el ntomento, los ceros complejos de 
polinomios con cueficicmes reaks vienen en pares. Siempre que a + hi sea un cero, 
su complejo conjugado a - bi es tambien un cero. 


Teorema de ceros conjugados 


Si d polinortiio P tie no cudicicnics reales t y si el mimeno complejo res un 
cero de P, ententes su complejo conjugado : es tambien un cero de P. 

■ Demostracion Sea 

P(jr) = ri„ + ■ ■ * + fljjr + 

donde eada coeficicnte es real, Suponga que P(z) = 0. Se debt probar que 
P{:) = 0, Se usen los hechos de que el complejo conjugado de una suma de dos 
numeros complejos es la suma de los conjugados y que el conjugado de un produc- 
ts] es el producto de los conjugados (v^anse los ejercicios 71 y 72 en la seccidn 3,4). 

P(z) - ajz)* + ^,(5)""' + * ■ + a,z + Ob 

— fl„ Z n + £!„_] 2 *~ l + * * ■ + £1] 2 + CTy _ 'r- do 9 ;3|UC loe 

son realee 

= +■ a n ^z«‘ l + ■ ■ ■ + a y z + a n 

= U„z a “K _ L z" 1 + + + ► + a t 2 + a$ 

= P(z} = 0 = 0 

Esto muesira que z es tambien un cero de F(.r), lo que prueba el leorema, ■ 


Ejemplo 6 Un polinomio con un cero complejo especificado 

Encuenire un polinomio ^(x) de grado 3 que dene coeficicntes enteros y ceros j y 

3 - L 

Solucidn Pueslo que 3 - i es un cero. ententes tambien lo es 3 + i por el teo- 
retna de ceros conjugados, Eslo sjgnifica que jP{jt) tiene 3a Forma 

P{x) - r?(x - i)[x - (3 - i)][x - (3 + 0] 

— a(jf — j;)[(x — 3) + i][(-l — 3) — i] K&agrupar 

m £j(.r “ |)[(x “ 3)" “ i J ] Fonmula £#e difcrencia de 

tuadradoe 

— o(x — |)(x 2 ” + 10) Pesarrollar 

“ — -y.t 2 + I3ur “ 5) Cs&arrorlsr 

Para hacer los coeficientes enieras, se establece a — 2 y se obtiene 

P(jr) = 2 r J - 13 j j + 26 x - 10 

Cualquier otro polinomio que satisface los requerimientos dados debe ser un multi- 
ple entero de este. it 
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Ejemplo 7 Uso de la regia de Descartes para contar ceros 
reales y ceros imaginarios 

Sin lactorizur en realidad, determine cminlos ceros positivos reales, ceros reales 
negatives y ceros imaginarios podria tener el siguiente polinomio: 

P{x) = .v 4 + Cur 3 - 1 2.t z - I4r - 24 

Solution Puesto quo hay un cambio de signo, par Ea regia de los stgnos de Descartes, 
P la cne un cere real po&itivo, Tambidn, P(-jr) = a _ 6jc' - IZx 2 + 14x - 24 
tiene ires cambios de signo, por lo lanto hay ires ceros reales negatives o uno solo. 
Asi J que P tiene un total de cuatro o dos ceros reales. Puesto quo P es de grade 4, 
tiene cuatro ceros en total, lo que da las siguienies posibilidades- 


Ceros reales positivos 

Ceros reales negatives 

Ceros imaginarios 

l 

3 

0 

1 

1 

2 


Factores cuadroticos y Hneales 

Se ha visto que llii polinomio se f actor iza por conipleto en factores lineales si se usan 
tidmeros eomplejos. Sa no se emplean ntimecos eomplejos, emonces un polinomio 
con eoelieienies reales se puede factorizar siempre en factories hneales y cuadraticos. 
Se usa esta propiedad en la secridn 9.8 cuandu se esludian trace iones parciales. Un 
polinomio euadrarieo sin ceros reales se llama irreducible en los nuitieros reales. 
Esta el use de polinomio no se puede factor! zar sin d uso de numeros eomplejos. 


Teorema lineal y factores cuadraticos 


Trnlo polinomio con coelicienles re ale*' c puede faetorizar en un pfoductQ de 
factores lineales \ cuadniticos irreducible* con coeficientes reales. 


■ Demostracion Se observa primero que si c = a + hi es un rumero complejo, 
entonces 

(a- - c)(x - c) = [x - {a + *«')][* “ ( a ~ &)] 

= [{i — a) — £jj][(j ” a) + itf] 

= (a ’ a) 2 - (*0 2 

= x 2 — 2ax + (a 2 + h 2 ) 

La ultima expresion es cuadratica con coeficientes miles. 

Ahora, si P es tin polinomio con coeficientes reales, entonces por et Eeorema de 
I'actortz.acidn complete 

P{x) = a(x - c t )(x - c 2 ) (jc - c H ) 

Puesto que las rafees complejas ocurren en pares conjugados, se puede n multiplicar 
los factores correspondientes a cad a par para obtener un factor cuadrdtico con coe- 
Ikientes reales. Eslo da como result ado que P se factorice en factores lineales y 
cuadriiticos imeducibles. ■ 
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CAnTULO 3 Funcicnes p-ol room isles v rationales 


Ejamplo 3 Factorizacibn de un polinomio en factores Itneales 
y cuadraticos 

Sea P(.r) - * 4 + Zx 1 - R 

a) Factorice a j^en factores lineal es y cuadraticos irred tic i hies con coeficientjcs realcs. 
h) Factories a P por complete* en factores lineales con coeficientes coinplejos. 

Soluckm 

a) /’(x) — x 4 + lx 2 — 8 

= (jr - 2)(£ + 4} 

= (jf — V2)(x + + 4) 

El factor x 2 + 4 e& irreducible puesto que sbta tiene los ceros imaginarios £2r. 

b) Para obtener 3 a factorizacidn complete, se fectoriza el factor cuadr&ico restaute, 

F(j) = (x - V2)(x + V2)(x 7 + 4) 

= (jr - V2){x + V2)(jt - 2i)(jt + 2i) ■ 


3.5 





1-12 ■ Sc da un polinomio jP, 

a) Encuenlie los ceros de P. reties y complejos. 


b} Faclorice a P por complete. 
1. F[x) = x* + 4.x 2 
3, P{x) = x 3 - 2x 2 + 2x 
5. Pfje) = x A + 2x* + I 
7* P(j) ^ v 4 - 16 
9. P(x) = x 3 + S 
II. P{x) = x 6 - 1 


2. P(x) « x s + 9x 3 
4. P{ x) = x 1 + x 2 + x 
6. P(x) = x 4 - x* -2 
8. P(x) = x* + 6x 2 + 9 
10. P{ x) = x 3 - 3 
12. f\x) = x s - lx 1 - 8 


13-30 ■ Factonce al pobnoimo por complete y hallc sus ceros. 
Expftse la mutlipEicidad de eada ocm 


13. P{x) = x 2 + 25 
15. @(x) — x 5 + 2x + 2 
17. Pfx) =* x J + 4x 
19, Q(x) = x 4 - I 
2L P*x) = ltr* - 8! 

23. P{x) = x* + X s + 9x * 9 
25. Q{x) = x 4 + lx 1 + I 
27. P(x) = x 4 + 3.x 2 - 4 
29. P{x) = v + 6.x 1 + 9.x 


14. P{x) = 4x- + 9 
16. Q(x) * x 3 - 8* + 17 
18. P(x} = x 3 - x 1 + x 
20. Q{x ) = x 4 - 625 
22. P(x) - x 3 - 64 
24. ffx) = x s - 729 
26. Q(x) = x 4 + IQx 2 + 25 
28. P(x) = x J + 7x 3 
30. Z^x) = x* + I6* J 4- 64 


3 3 -40 ■ Encuenlre un polinomio con eoefleiemes enteros que 
satisfaga las conditioner dadas. 

31. P dene grade 2 y ceros 1 + I y 1 — f. 

32, P dene grade 2 y ceros 1 + * V 2 y 1 - i V2. 

33. Q licnc grado 3 y ccros 3. 2 j y —2i 

34. Q tiene grado 3 y ceros 0 e f'. 

35, P liene grado 3 y ceros 2 c i. 

36, Q tiene grado 3 y ceros -3 y t + i. 

37* R [iene grado 4 y ceros 1 — 2r y ! , con L romo un cero dc 
inidciplicidad 2. 

38, S ticnc grado 4 y ccros 2i y 3 L 

39, T dene grado 4 y ceros i y I + i T y tinniiHi constantc 12. 

40, U ticne grado 5, eerosj, - ] y -i, eoeficiente principal 4; el 
cero -“I tiene multiplicidad 2. 

41-58 ■ Encuentre los ceros del polinomio. 

41* F(j) ^ x 3 + 2x l + 4x + 8 
42. P(x) = x 3 - 7x 2 + 17x - 15 
43* P(x) - x J “ 2x 2 + 2x - l 
44. P(x) = x 3 + 7x 2 + Ifix + 18 
45* P(x) = x s “ 3x 2 + 3x - 2 
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46. P(x) = jt 3 - Jf - 6 

47. F(x) = 2x 3 + lx 1 + \2x + 9 

48. F*x) = 2x 3 - 8x J + 9x - 9 

49. P(jt) ~ x 4 + x 3 + 7x 2 + 9x - IS 

50. F^x) * x 4 - 2x 3 - 2x 2 - 2x - 3 

51. ffr) “ x s - x J + 7x 3 - 7x' + I2x - 12 

52. P(x) = x 3 + x 3 + &x z + 8 [jiugcwnirra; Faciorice por 

agrapacidn de lerminos} 

53. Fix) “ x* - 6x J + 13.x 2 - 24x + 36 

54. i^x) x 4 - x 2 + 2x + 2 

55. Pfc) = 4x 4 + 4x 3 + 5x 2 + 4* + I 

56. jP{x) — 4x + 4- 2x 3 — 2x 2 — 3 x — l 

57. F{x) - x s - 3x 4 + I2x 3 - l$x 2 + 27x - 9 

58. P(x) - x s - 2x 4 + 2x 3 - 4x 2 4- x - 2 

59-64 ■ 5c da un polinomio P. 

a> Faciorice F en faelore$ iineales y cuadrfticos irreducible^ 
con coeficientes reales. 

b) Faciorice F poc complete* cn factares tinea lex con coefU 
denies complejos. 

59. F{x ) = x 3 - 5x 3 + 4x - 20 

60. P(x) - jt 3 - 2x - 4 

61. P(x} =V + &sr - 9 

62. Fix) = x 4 + &v 2 + !6 

63. P{x) = x 6 - 64 

64. P(x) = x J - 16* 

65* Pur el teonmu de ceros. tork ecuacidn poli normal de 

fi-£simo grado tiene exactameme n soturiones n'indusoposi- 
bleniente algunas qua son repetidas). Algunas de cstas 
pueden ser reales y aJgunax i mag inarias. Use un dupo&jtivo 
dc graficaciin para dcterminar cudnEas solucioncs rcalcs c 
imaginarias tiene cada ecuari6n. 

a) x 4 - 2* 3 - llx 3 + I2x “ 0 

b) x 4 - 2x 3 - 1U 2 + 12x “5—0 

c) x 4 — 2 js 3 — tlx* + IZx + 40 = 0 


66-68 ■ Hasta aqni se ha trabajadm sdk> con polinomios que 
tienen coeficierties reales. Estos ejereicios tienen que ver con 
pulinomics con eoelidentes reales e imaginarios, 

66 . F nun cut it las soludoncs dc la ueimdun, 

a| 2x +- 4r = 1 
b) x 2 - ix - 0 
c> x 2 + 2ix - 1 = 0 
d) ix 2 - 2x + i = 0 

67. aj Mucslre quc 2i y 1 — i son soludoncs dc Ea or nation 

x 2 - {1 + i)x + [2 + 2 i) “ 0 

peto que sus complejos conjugadu^. -2iy 1 4- i no 
to son. 

b) ^xplique por qu^ d resultado del inciso a) no viola d 
leorema de ceros conjugados. 

68. a I Encuentre el polinomio con coe fidenies wales de grade 

mis pequefio posible para el dial i y 1 + if son Jos cems 
y cn el quc el cochc tunic dc la potencta mix alia es L 

b) Encuunlrc un polinomio con cocftcienles complejos del 
grade mis pequeno posible para el cud 1 + i son cerus 
y en el que el coeficiente de la potencia mis alia es 1 . 


Descubrimiento * Debate 

A’). Pulinormos de qrado impar El icorcma dc ccros conju- 
gados cslablccc quc los ccros con^ilcjos dc un polinomio 
con u ocJiciuntcx realcs ocurrc cn pares Complejos Conjiiga- 
dos. Expliqtie odmo esle hochu demuestra que un polinomio 
con coeficientes reales y grade impar tiene pof lo men(M un 
cero real 

’’U. Ftoricts da la unidad Hay dos raiccs uuadradas dc l, a 
saber, l y - 1. Estas son soluciones dc x 1 — I. Las rafees 
cuaitas de E son las soluciones de la ecuacidn x 4 = 1 o 
x 4 — I ~ 0. ^CuinCas raiccs cuartas de 1 hay? Encikntrelas. 
Las rakes edbicasde 1 son las soluciones de la ecuacion 
x 3 = 1 ox J - I = 0. ^Cuintas ralces ctfbk—de 1 hay? 
T>eterminetas, iC6mo encontrarfa las rakes sextan de ! ? 
^Cudnlas hay? Haga una conjetura acerca de Las raiccs 
jT'Csimas dc L 


3-6 


Funciones 


Una func!6n rue ion a] tiene la forma 


dojidc P y Q son polinomios. Se supone que F*(x) y ^(x) no tienen factor en co- 
mdn. Aunque las funciones rac ion ales se cons tru yen de polinoinios, sus graticas se 
von basiunte ditur units, de las gralicas de funciones polinomiales. 
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CAPITULO 3 Funclones pollnomia las y rationales 


Funciones rackmales y asintotas 

Los- dcminios de expresiunes rationales 
se ratudian en l a seceirin I A 


Ejempto 1 Una functor* racional simple 

Bosqueje una grifiea de la funcidn racional f(x) — \ 

Solution La funcidn / no e st3 definida para x = 0, En las tablas siguientes se 
muestra que cuando x es cercana a cero* el valor de | f(x) | es grande, y mientras 
se aprosime mis a cero | /(,*) | se vttelve mis grande 


El dominio de una I unci on racional consists en los numeros reales x exeeplo aque- 
11 os para los que el denomtnador es cero, Al graft car una fun cion racional, se debe 
poner atencidn especial al comportamiento de la grihca cerea de esos valores, Se 
comienza por graficar una funcidn racional muy simple. 


Para ntipieros rallies positives. 


t 


NUMERG GRANDE 


= numcro pequeno 


1 


Niijoero pequeflo 


- NUMERO GRANDE 


X 

fa) 

1 1 J 

p p p 

-10 
”100 
-100 000 


Tlenae a O' 


Tijfisltf a -» 


X 

fix) 

0.1 

001 

0.0000 1 

10 

100 

100000 


Tisnrf# a 0’ Titfndi a ® 


Este comportamiento se describe en palabras y sfmbolos como sigue. En la primera 
tabla sc muestra que cuando jr tiende a 0 por la izquierda, los valores de y — /{ j) 
disminuyen sin Ifmite. En sfmbolos, 

/(j) —* -'00 cuando jt — * 0" “y aliende a menos infinite cuando x 

tiende a 0 por la izquierda” 

En la segunda Labia se muestra que cuando x tiende a 0 por la derecha, los valores de 
/(jt) se incrementan sin Ifmite. En simbolos, 

/{ j) — » oo cuando Jt — * 0 + “>■ aliende a infinite cuando x tiende a 

D por la derecha” 

En las dos tablas siguientes se muestra edmo cambia f(x) cuando | x | se vuelve 
grande. 


X 

fix) 

-10 

- 0.1 

-100 

- 0.01 

-100000 

- 0,00001 


Tisude a -os fiends a 0 


X 

1 fix) 

10 

0.1 

100 

0.01 

100 000 

0.00001 


Tiende a “> Ttaule a Q 


En esias lablas de muesEra que cuando | jr | se vuelve grande, el valor de f{x) se aprt^ 
xima cada vez mis a cero, Se describe esta shuacidn ert sfmbolos escribiendo 

f{x) — * 0 cuando jc — » — oo y /( x) 0 cuando jr — ► oo 
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Usando la informacibn de esias t ab las y graficando algunos pantos mSs, sc obtitne la 
g rafiea mostrada en la figure l , 



X 

*1 * 

II 

2 


2 

“1 

-l 

_I 

i 


1 

2 

1 

1 

l 

1 


En d cjcmplf) J s,e usd Ea siguiente notacidn de ftechas. 


Sfmbolo 

Signifies 

x ■"* a 
X — *■ a* 
x — + -oo 
x —> oo 

x liende a a por la izquierda 
x liende a a por Ja derecha 

x tiende a men os. mil ni to, es deeir, x disminuye sin cola 
x liende a infinite: es dear, x sc increments sin cola 


La recta x = 0 se llama asfnlota vertical de la grifica de la figure 1 T y la recta 
>- = 0 es una asfarara horizontal. En t^rminos infor.males r una asfntota de una ftm- 
cidri cs una Hnea a la que la grifica de la funcida se aproxiina cada vez ra^s cuando 

se va a lo largo de esta linea. 


Deflnicion de asintotas verticales y horizontales 


1, La recta x = a es una asmtota 
derecha o la izquierda. 

yt l 


\ 

1 



v atuando x — » a + 


vertical de la funcidn v = j[x) si y tien.de a zloc cuando .r liende aci por la 



y — > ^cuando x -> a 



Z, La recta y — b es una ssintota horizontal de la funcidn y - f(x) si y sc apimima a b cuando _x sc aproxima a ±oo. 




y — ► b cuando x —t ~ cs - 
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CAPiTULQ 3 Funciorses pollnomiales y racfonaJes 


Una funcidn rational tiene asintotas verticals donde la fuacibn no est£ definida, 
es dedr k donde el denominador es cera 


Transfer mad ones de v = 

' jr 

Una funcidn rational de la forma 


r(x) 


ax + b 

<cx + d 


se puede graficar si se des plaza, alarga o refleja la grifica de /(jr ) = ‘ mostrada en la 
figura 1, us undo las transformacioncs estudiadas en la seecibn 2,4, (Tales funciones 
se llaman transformaciones fractions rias lineaUs.) 


Ejempio 2 U$o de transformaciones para graficar 
funciones rationales 






Bosqueje irna giifica de cada funcidn rational, 


a) 

b) 




2 

x — 3 

3 j + 5 
x + 2 


Ashtota 


vertical 
x, = 3 



3 

x + l|lr + 5 
3r + 6 

- 1 


Solution 

a) Sea /(jr) — Entonces se puede expresar r en tifrininos de / como signer 



= 2^' — ~~3y Factor 2 

— 2(f{x - 3)) Puesto c\ue f(x) = 

De esta forma se puede observer que la grgfica de r se obtiene de la grdfiea de / 
desplazando 3 imidades a la derecha y alargando verticalmenie por un factor de 2. 
Asf, r tiene ima asfntota vertical x = 3 y una asmtota horizontal y = 0. La grifica de 
r se muestra en la figura 2. 

b) Con la division larga (vease el margeti), se obtiene j(j) = 3 — Por lo 
tanto, se puede expresar s en tbrminos de / como signer 


s(x) = 3 “ 


1 

x + 2 


— — — ““ + 3 F^ordene los tfirrnincis. 

x + 2 

= ~f{x + 2) + 3 Pushto ^ue f(jc) = ■ 

De esta forma se puede obwrvar que la grlfica de j se obtiene de la gr£fica de 
/ al desplazar 2 unidades 2 la tzquierda, reflejar en el eje y desplazar hacia 
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aniba 3 unidades. Ast. s tiene una asimota vertical x = — 2 y una as in tot a hori- 
zontal >' — 3. La gr4fica de s se muestra en la figura 3. 


Aeirtota vertical 
* = -2 



Asintotas de funciones racionales 

Los m&odos del ejcmpto 2 funcionan sdlo para funciones racionales simples. Para 
graficar funciones m£s complicadas, se neccsita ver el comportamiento de una fun- 
cidn racional cerca de sus asintotas verticales y horizontales, 


Ejemplo 3 Asintotas de una funcion racional 


Grafique la funcirin racional r(jr) 

Solution 


2x* - 4a + 5 
x 1 - 2x + I 


ASINTOTA VERTICAL: 


primero se facloriza el denominator 



2.v 2 - 4 x + 5 
- 1) 3 


La recta x = L es una asfntota vertical porque el denominador de r es cero cuando 
x = 1. 

Para ver a qu£ se parece la grafica de r cerca de la asintota vertical, se constm- 
yen tablas de valores para va lores de x a Ja izqu ierda yak derecha de 1. De las 
tablas mostradas a conti miacibn se ve que 


y — »oo cuando jt l 


y y — + <x> cuando x — * F 


1" 


X 

y 


X 

y 

0 

5 


2 

5 

05 

14 


1J 

14 

0.9 

302 


LI 

302 

0.99 

30 002 


1.01 

30 002 

4 





Tiende a V 


Tierce a 


Tlende a 1 + 


T eodc a » 


eg rial pro! 


■ | pp h r 

.•I UUI I ■_ 
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CAPfTULQ 3 Functortes poll nomia let y rationales 


A$l, cerca de la asintota vertical x = 1 1 la grifLca de r tiene la forma mostrada en la 
figura4. 


1 

1 1 1 

y -+ 

y — * xcuar\do 

k — *1 ” "1 

j x — ^ 1 + 


' \ 


5 


1 + 


Figure 4 


A -SI NT OTA HORIZONTAL; la asfntota horizontal es el valor al que se aproxima y 
cuandox — * ioo, Como ayuda para determiner esle valor, se di vide el mimerador 
y el denominador entne x\ la potencia mtfs alta de x que aparece en la expresidn: 

1 _ 4 5 

, -= 2 + -r 

2x - 4x + 5 _ x x 2 

y ~ x 2 - 2x + ! 1 ~ , 2 1 

~2 1 “ 7 + 3 

x £ X X 1 

Las cxpresiones fraecionarias ^ \ y ^ ttenden a 0 c nan do x — *- ioo (vgase el 
ejercicio 79, seecidn 1.1), Asf que cuando x —> ±oo, se tiene 


Estos t^nTtinos ti enrfert a 0, 



2-0 + 0 
l - 0 + 0 


Estoe ttSrmlnos tlanden a 0. 


Asf t la asmtota horizontal es la recta y = 2. 

Puesto que la grdfica debe aproximarsc a la asfntota horizontal, se puede comply 
tar como en la figitra 5. 


Figure 5 


K*) = 


Zx a - 4 jt + 5 
x 1 - 2x + 1 


5 f 

y — ► 2 CLifl^dcf L 

X —t -a? 

y h 



■ v 


-1 0 




Del ejemplo 3 se puede observar que la asmtota horizontal estri determinada por 
los coeficientes principals del numcrador y ei denominador, puesto que despu£s de 
dividir entne x 2 0& potencia mas alia de x) los ottos tgrminos tienden a cero, En ge- 
neral, si r(x) - Pfxj/^fx) y los grades de P y Q son los mismos (ambos ft, por 
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ejemplo), entonces al dividir el numerador y el denominador entre x" se muestra que 
la asmtota horizontal es 

coeficiente principal de P 

v — ■ — ■ — — ■ ^ - — — — 

coeficiente principal de Q 

En el cuadro siguiente se resume el procedimiento para hallar asmtotas, 


Asm tot as de funciones rad on ales 


Sea /■ la tunc ion rac ton al 


r(x) = 


a tl x n + + — + tijX + 

K± m + + ’■' + &,* + 


1, Las asintolas vcrrlcules tic r son las rectas Jt = a , donde a cs un cem del 
denominador 

2, a) S: 12 < n j-, cnmncL-s rlienc asiTstota horizontal v = 0. 




b) Si n = m t entonces r tiene asintotu horizontal y = — - r 

c) Si n > m „ entonces r noiiene asmtom horizontal. 


Ejemplo 4 Asmtotas de una funcion racional 

3* 1 

Encontrar tas asfntotas verticales y horizon tales de r(jr) 


2jc j 


Solution 


- 2x- 1 
+ 3x - 2 


A SI N T OTA S VERTICALES: Primero se factoriza 

3uc 2 — 2x ~ I 

r(j ’ = (2_r - 1 }(jt + 2) 


El fact-or ez 0 

El factor tfs 0 

cuando x — 

iSu^pidi? * — -2, 


Las asfn lotas vcrticajes son las rectas ■* — |y*=— 2, 

ASlNTOTAS HORIZONTALES Los grades del numerador y el denominador son 
los mismos y 

coeficiente principal del numerador 3 

coeficiente principal del denominador 2 

Asf, la asmtota horizontal es la recta y = f. 


ial prategjdo por ri Grech os de autor 




306 CAPiTULO 3 Funciones pclinomlates y rationales 


Para contirmar los resulted OS. sc grufica f con una culcutadurt (v&ase la figura 6). 


10 


La grJlica se traza eon el mudo de 

— J | 

I 

J 

1 1 1 



panto para evitar linens estrafias. 

III 

\ 


■ l 


-10 

Figura 6 

3x 2 — 2x — 1 

rye) “ — ; 

lx 2 + lx - 2 


Graficacion da funtiones rationales 

Se ha vislo que las asintotas son impoftantes cuando se grafican fimciones rationa- 
les. En general* se usan las siguientes nornias para graft car funciones rationales. 


Una fraction es <1 si y solo si su 
nurncrjdor cs 0. 


Trazo de graficas de fimciones rationales 


1 factorizai Facrorizarel nuinerador y cl denominador 

2 Inters C"-'' i < me s. Hallar las interseceicjnes con cl eje \ detcntiinando los 
cerOS del numeradnr, y las i rite rsccci ones con c] eje y del valor dc La luntidn, 
en x = 0, 

3 . As i ntota s vert i ca I e$. H [ill nr las asi r lol as ve rt i c id es deiermi nando los 
ceros del demominador. y I a ego ver si — oo o y — » oo en enda I ado <le 
cada asfntuta vertical usando valorem de prueha, 

4. A si ntota horizontal- Enconirar la asimoia horizontal (u existe.) dividkn- 
do numerador y denominador entre la potenci a mas aha de x que aparece eat 
el denominador; luego, pennUa que x ~ x . 

5 Bosqueje la jrafica. Graftqtie la information quo sc determine eri los 
cuatro primeros pasos. Luego, trace iantos puntos adicionales como sea nece- 
sario para llenar el resin de la gralica de la funtidn. 


Ejemplo 5 Grafica de una funcion rational 

— 4 

Grafique la fund on raeional r(jr) = — — . 

^ w x s + jc - 2 

Solution Se faetoriza el numerador y el denominador, sc dcttirninan las inter- 
sectiones y asfntotas y se bosqueja La grafica. 



FACTO RIZAR; 


(2.v - l)(jr + 4) 

<* - 1 )<* + 2) 


INTERS ECCIONES CON EL EJE x: Las interseeeiones x son los ceros del nume- 

rador* x — | yx — -4. 


Material proteqido 


por cferechos de autor 
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ItMTERSECCIOfJES COM EL EJE >■ : para hallar ]a inter seceidn y, se sustituye j - 


Gen la forma original de la fimcidn: 

m 1 + 7(G) 

r(0) = 


(0)2 + (0) - 2 



La interseccftin yes 2 , 


AS1NTOTAS VERT1CALES: las asfntotas verticales ocurrai donde d denoftn- 

nador es cero, es decir, don tie la fun cion no esfa dehnida, De la forma factor! zada 
se puede observer que las asinlotas verticales son las rectas .t = I y x — —2. 


Ai tkgir los valores de pmeba. se debc 
estar seguro de que no hay intersecto x 
encre el punto de prueha y la asfntma 
vertical. 


COMPORTAMIENTO CERCA DE AStNTOTAS VERTICALES: se neceska saber si 
y — * oo toy — * —oo en cad a lado de eada asfntota vertical, Para determinarel signo 
de y para valores de x cerca de las asfntotas verticales, se usan valores de prueba. 
Par ejempla cuando jt — *• 1 " , se usa un valor de prueba cerca y a la izquierda de 
I (x - 0.9. por ejemplo) para compmbar si y es positiva o negativa a la izquierda 
de x = I : 


(2(0,9) - 1)({Q.9) + 4) 
((0.9) - 1 )((0.9) + 2) 


cuyo signo es 


{ + )( + ) 
(-M+) 


( negative) 


Por consiguiente y — *■ -oo cuando x-+ 1 . Por otro lado, cuando r — > 1 4 , se usa un 
valor de prueba cerca y a la derecha de 1 (jc = l.l t por ejen\plo) t para obtener 


(2(1.1) - l )((l.l) +4) 
((l.l) - l)((l.t) + 2) 


cuyo signo es 


( + )(+) 
(+)< + ) 


(positive) 


Ent dices y —* oo cuando x — * l + . Los otros ete memos de la siguiente labia se calcu 
Ian de manera similar. 


Cuando x -* 

-2“ 

-2* 

r 

r 

{2x - \)(x + 4) 

el signu de y = , . . . cs 

(je- i)(*+2) 

(-)(+) 

(-)(-) 

(-)(+■) 

(-)(+) 

(*)(+) 
(-)( + } 

< + )( + ) 
( + >( + ) 

pur lo lanto v - 

~oo 

oc 

— oo 

00 


ASINTOTA HORIZONTAL los grades del numerador y el denominador son los 
mismos y 

coeficiente principal del numerador 2 

coeficiente principal del denominador 1 


A si, ta asfntota horizontal es la recta x = 2. 


VALORES ADJC10NALES: GRAFICA: 



X 

y 


093 

-3 

— 1,75 

-l 

4.50 

1.5 

6,29 

2 

450 

3 

3.50 


Eateriat protegido porderechos de 


aui 
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CAPITU 10 3 F u ncio nes pel i n o mia I es y raciona I es 


IVUiteiTiatJCcis f&n el 
mundo moderno 

Codigas indescifrabtes 

Si lee rwvelas de espioriaje. sabe 
acercti dc codi scerttos y como 
et h£roe descifra el eddigo. hn Is 
actual i dad. Ilw. c6digo> saitlcs 
tienen un uso mucho irm cuanun. 
La may of pane dc la intormaLioni 
almaccnada en las eompuladoras 
si: codifies paracvilar cl liso no uu- 
Eorj/ado. Per ejcmplo, mis registrar 
tie banco. medicos y escelares se 
vodiliuan. Muchos tcl£fonos uuEli- 
lanrs c inaliinbricos axlilican E.t 
serial que Jlevu la so?, para que 
nudic piicda cscuchar la eonver 
sacidn. For fortune debitlu a lus 
avanoe& nscisnles en nialeinaticas, 
[os cddigos sic hoy dftt son ,L indcs- 
cifrabkV, 

Los eckligtK modertbos sc basan 
en un pnnespiio simple: facton/ar es 
mucho mis diffcil que mukiplicar 
Por ejemplo, Entente multi plkar 7H 
por 93; ahora intente laelori?ar 
'Ml. Toma lieinpo tacEorizar 999 1 
porque es un produelo de dns mj- 
meros priin^ 1 - 97 p^r 103. asi qur 
para faclorlzarlo so tuvn que hallar 
urn* dc cstos primus. AhorJ ima- 
gine tratar de factorizur un nuinero 
N quo cs cl pmduclo do do s nume- 
ros prinios y tj, cada uno de urn*, 
200 djgitos de J argu. Incluso eon 
las LL>mputadoras mas rapidas lo- 
rn axfa rnueticw mi Hones de anus 
factDrizar cud a mi me no. Peru a In 
misma eomputadora 1c tom&rfa me- 
nds de un segundo TiiiilTiplit mr dus 

nunicros de esie dpo. En 1970, 
Ron Rivcst, Adi Shamir y Leonard 
Adkrmn utilizaron esce hecho 
para disenar cl cod i go RSA. Su 
eddigo e in plea un mimem esire- 
mudamcnEe grande para eodificar 
un rnensaje pern se require am*- 
t;er sus factored para dec adifi carlo 

ievniimia) 



Ejemplo 6 Grafica da una funcion racional 

Grafique la funcion racional r(.r) - -y — , 

w x 1 + Mir + 25 

Solution 

5x + 21 

FACTOR IZAR: y = 

■ (x + 5) 3 

21 

IhlTERSECCION CON r : de 5,v + 21 = 0 

“j i ^ | j , -*jj | 

INTERSECCION CONy: — , porque rfO) = -r — 

25 0 3 + 10*0 + 25 

2\_ 

~ 25 

ASINTOTA VERTICAL: x = ~5» de los ceros del denominador 

COMPORTAMIEISTTO CERCA DE L A ASINTOTA VERTICAL; 



ASINTOTA HORIZONTAL: y — 0 + porque el gmdo del numerador es mcnor quo el 
grado del denominador 

VALORES AOICIONALES: GRAFICA: 



Jf 

y 

” 15 

-0.5 

-to 

— 1.2 

-3 

i.5 

-1 

1.0 , 

3 

06 

5 

0.5 

10 

0,3 


De U grafica de la figura 8 se puede ohservar que, en utnir;i dd concepto erivnon 
corniin. una i ilua puede irru/ni mi: asiiuota hun/i>n[al La grdlica de ta figura S 
crozii el eje .r (la arfntota hori^ortlalp desde abajo. Ilega a un valor Ei^lximo cerca de 
x = —3, y Itiego se aproxima al eje.t desde arriba euando x — * oo. 


Material protegido pof derechos de autcir 
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Como se puede observar tat cddigo 
es cast indent ifrabte. 

F.l cridigo RSA es un ejemplo 
die un codigo dc 'tcdifteacidii dc 
clave publica". Em laics cddigos, 
cudlqupcrd puede codilicar on 
mensaje por medio de urn procc- 
dimiemo conoeido publicamente 
basado en .V. pero para decodilitar 
el mensaje se debt comocer p y q, 
Los fat tore-, de A. Cuamdo se desa- 
rroLld e| eddigo R.SA, se pensd q Lie 
un numem de H.1] digitfw selec- 
cioradq de mantra euidiidosa pro- 
veerfa un ctSdigo indesci liable. Peru 
dc un modo iiUcrcsantt:. los av;m- 
ees recientcs cn cl cstudto de la 1;ie- 
torizacidn ban heeho nectsartos 
numeros mudio mis grander. 


Ejemplo 7 Graf ice de una fun cion racional 


Gralique la funcidn rational r(jr) 


x 1 - Jx- 4 
lx 2 ■+■ 4x 


Solution 


FACTOttlZAR: 


(* + 0(*~ 4) 
2jr(jt + 2) 


INTERS EC CIOME& CON i - I y 4, de x + 1 = 0 y * - 4 = 0 

INTERSECCIONES CON y: ninguno, porque r(0) no esti definido 

ASiNTOTAS VERTICALES: x ™ Oy x D -2, no estd dehnido de los ceros del de- 
nominador 


COMPORTAMtENTO CERCA DE ASINTOTAS VERTICALES: 


ClKJfl Jo X — t 


£ 

0 J 

0* 

, . . 0+ IX*- 4) 

cl smno dc v = es 

6 ' 2x(x + 2) 

(“)(“) 

(-)(-) 

(“)(“) 

(-)(+) 

t + )(“) 
<“K + ) 

( + )(“) 
(+)(+) 

pnr In tan to _v — ► 

on 

~Q0 

oo 

-QQ 


ASiNTOTA HORIZONTAL; y — porque el grado del numcrador y cl denomi- 
nador es el mismo y 

coeficieiite principal del numerador I 

coeficiente principal del denominador 2 


NIAS VALOR ES; 


GRAF3CA: 



Asintotas inclinadas y comportamiento extremo 

Si r(;r) = P(jt)/Q(j) es tira fnncidti rational en k que d grade del numerador es uno 
mSs que el grado del denomi nador, se puede usarel algoritmode la division para ex- 
press la funeitin en la forma 

fW= “ +6+ lw 

donde el grado de R es menor que el grado de Q y a ^ 0, Esto signifies que cuando 
x — ±oo, /?(*)/{?(*) ^ 0, por lo tanlo para valores grandes de | x | t 3a graika de 


Material proEegido por derechos dc- a 
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CAPfTULG 3 FuiKianfis polinom tales y racio nates 


V = r(j) se aproxima a la gr&fica de la recta y = ax + b , En esta situacidn se dice 

que v — ax + b e s una asintota inclinada, o una asintota oblicua, 


x — I 

x - 3 ) jt 2 — 4 jt ■“ 5 
x 2 - 3 t 
-x- 5 
-x + 3 

-K 


Ejempio 8 Una funcion rational con una asintota incltnada 

je^ — 4i — 5 

Grafique la funcidn rational r(je) - — — j 




■ *~3 • 


Solution 


FACTOR JZAR: y - 


(x + \)(x - 5 ) 
jc — 3 


INTER SECCIONES CON r: 
INTERSECClONES CON y: 

ASlNTOTA HORIZONTAL: 

el grotto del denomirtador 


1 y 5, de jr + l=0yx™5=0 
a ! a c 


5 

3 


ninguna, porque el grado de! tiumeradores mayor que 


ASINTOTA VERTICAL: x = 3 t de! cero del denominador 


COMPORTAMIENTO CEHCA OE LA ASINTOTA VERTICAL: y -+ oo cuando 

y y— * -oo cuando je — * 3 + 


ASINTOTA INCLINADA: puesto que el grado del numerador es uno miLi que el 

grado del denominador, la funci6n tiene una asintota inciinada, A1 divjdir (vdase 
el margen), se obttene 


rW __,__JL 

Por lo tanto, y = x — 1 es la asintota inclinada. 

MAS VALORES, GflAFlCA; 


JE 

y 

-2 

“1,4 

1 

4 

2 

9 

4 

-5 

6 

2 33 



Hast a aqui se han considerado so to las asmtotas horizontales e indinadas como 
comportamienlos extremos para fnneiones racionales, En el ejempio stguiente se 
g rafica una ftincirin euyo compoitamiento extreme es como el de una pardbola. 


Material proleg ido por dorechos de a 
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3 T 1 


X 3 

X “ 2} ^ “ It 3 + CL* + 3 

x 1 - 2 jt 

3 


Ejemplo 9 Com port a mien to extreme de una functor) racional 

Grafique la funcidn racional 


r(x) = 


2x t + 3 


x - 2 

y describa su comportainiento extreme. 

Solucion 

(x + 1 )(,t 2 - 3ut 4- 3) 

FACTOflFZAR: v = — - 

x - 2 

INTERSECCIONES CON x : - 1 , de x +1=0 (El otro factor en el numerador no 

tiene ceros rentes.) 

INTERSECCIONES CON j: porque r{0) = — ^ ' - - -- 

ASiNTOTA VERTICAL: x = 2. del CCfode denominadar 

COMPORTAMfENTO CERCA DE LA ASINTOTA VERTICAL y -> -oo cuando 
x — * 2" y y — * oo cuando x — > 2 + 

ASiNTOTA HORIZONTAL; ninguna. porque el grado del numerador es mayor que 
el grade del denominador 

COM PORTAMIE NTO EXTREMO: dividiendo (vtiase cl marged}* se otrtieoe 

3 


r(x ) = x 2 + 


jt - 2 


Esto mueatra que el comportamiento extrema de r es parecido al de la parabola 
y = x 1 porque 3/(x - 2) es pequeno cuando \x | es grande. Es decir, 3/(x - 2) — * 0 
cuando x — * ±oo. Esto sign t (tea que la grafica de r e stars* cerca de ia grtffica de 
> = ^ 2 para J jt [ grande 

GRAFICA: en U flgura 11(a) se grafica r en un rectdngulo de visidn pequeno; se 
pueden ver las intersecciones, las asmtotas verticales y el minima local. En la fi- 
gure 1 1(b) se grafica r en un rectingulo de visidn mis grande; aquf la grdfka easi se 
asemeja a la de una parabola. En la figura 11(c) se gralican tan to y = r(x) Como 
y — xh estas graficas estdn muy cerca entre sf exeepio cerca de la asfnioEa vertical. 



—20 

a) 


200 


— • — I — 1 — 

/ 

/ , 

1 

r 


-200 

b) 


20 



Flgura 11 


r(x) 


x 3 - 2J 2 + 3 

x - 2 


Aplkacione* 

Las funciones rationales ocurren con freeuencia en aplicaciones cientfficas de alge- 
bra. En el siguiente ejemplo se analiza la grafica de una funcidn de la teoria de elec- 
tric idad. 
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CAPlTULO 3 Fuociones potinom sales y racionalcs 


% o-hmfi 

-A/WV* 

x 

•^vvvv 


Figura 12 


Ejemplo 10 Resistencia electrica 

Cuando do& resi stones con resislencias R } y H 2 $e conectan tn paralelo T so resisten- 
eta combi nada R esta dad a por la formula 


R = 


R, + R 2 


Suponga qae un resistor fijo de 8 ohms se coneeta en paralelo con un resistor va- 
riable, comp se muestra en la figura 12. Si la resistencia del resistor variable se 
denota por .i, entonces la resistencia combinada R es una fund tin de x, Grafique R 
y de una interpretacidn ffsica de la grifica. 


Solution A1 susiituir R , — 8 y R 2 — x en la formula, se obtiene la funcibn 


R(x) = 


Sdr 

S + jc 


Puesto que la resistencia no puede ser negative esta funcion tiene significado ffsico 
sdlo cuando jt > 0. La funcibn se graft ca en la figura 1 3(a) usando d rec t&ngulo de 
visibn [0* 20] por [0, 10], La funcibn no tiene asintota vertical cuando jt est^ res- 
tringida a valores positives, La resistencia combinada R se increments cuando au- 
menta la resistencia *, Si se amplfa el nectiUiguLo de visidn a (0, 10QJ por [0, 10], se 
obtiene la graft ca de la ftgura 13(b). Para jr grande, se estabihza la resistencia com- 
binada R, y se aproxima mis y m£s a la asintota horizontal R = 8. Sin importar 
cti£n grande sea la resistencia variable jc, la resistencia combinada nunca es mayor 
que 8 ohms. 



Ejercicios 


1—4 ■ Se da una funcibn rational. a) Complete cada tab la para 
la funcibn. b) Describe cl cornportamienta dc la funcibn ctrca 
de su asintota vertical, con base en las tablas 1 y 2. c) Determine 
la asintota horizontal, con base en las uablas 3 y 4. 


Tabla 1 Table 2 


JC 

40 

1.5 

1,9 

1.99 

1.999 



X 

r(x ) 

2,5 

2,3 

2.01 

2,001 



Tabla 3 Tabla 4 


JC 

r{x) 

-10 
— 50 
-100 
-1000 



X 

r(jr) 

10 

50 

100 

1000 




2 . 


K*) = 


Ax + 1 

7~T 


3, 


r(^r) = 


3x - 10 
(x - if 


4. 


K*) = 


3j z + 3 
(x - 2} s 


ftal 


EGgido pc 
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5- 10 » Etocuentn las liUCTiecciones * y y de Lsl tuncitin racional. 


5 . r(x) = 
7 . i(x) - 
9 . r(x) = 


x -J 

t + 4 

X 1 - T - 2 

x — 6 
X 1 - 9 

T 


6. J(j) 


3 x 


x - 5 


8 . r(x) - 


2 


10 . r(x) - 


x 2 4 ' 3 uc - 4 
X 3 4 - 8 


J 3 + 4 


1 1—14 • De la graiica, determine las iittgneccioncs v )■ y y tas 
asfntotas vertical y horizontal. 


It. 


yj 

1 













ti. 
































/ 



“ol 




F 

j 

h — 

| 


J 





■ 














f 





12 . 





15-24 ■ 
15 . r[x) 

17 . t{x) 

19 . s{x) 

2 h r{x) 

23 . t(x) 


x + 2 


x 


x 2 - X — 6 


t £ + 2 

6 x - 2 
x 1 + 5 x - fi 

x l + 2 
x — I 


16 . 4 .x) 
18 . r(jr) 
20. 4_r) 
22 . s(x) 
24 . r(x) 


2 x + 3 
i - S 

It - 4 


■t 

x m 

+ 2 x 4 - i 

(X 

- m- 2 ) 

(x 

- 3 K-I - 4 ) 



i 

X" 

+ 2 .\ + 5 

x' 

+ 3 x 5 


^ -4 


25-32 ■Use las transl'ormaciorcs do la grfflkarfe y — - para 
graticar la fiiacjtfn rational. camoen el ejcmplo 2. 


25. r(x) = 
27 . s{x) - 


1 


x — 1 
3 

x + 1 


26. r(x) “ 

x + 4 


28 . jr(.v) s» 


-2 
- — 2 


29 . i( x) 
31 . r(x) 


2 j - 3 
x — 2 

x + 2 
x+ 3 


30 . t(x) 
n. r{x) 


3 x - 3 
x + 2 

2 x - 9 
*“4 


33-56 ■ Efljouenipe bs inlersecciones. y aslnlotas, y luego 
bosqueje una grartca de la fimcirin rational. Use an dispositivo 
de graltcicrdn para confirmer su respucsia. 


33 . r{x } = 
35 . j(jr) “ 
37 . r(x) = 
39 . j(x) = 


4 t - 4 
x + 2 

4 - 3 x 
x + 7 

IS 


{x - 3] 2 
4 i - S 


34 . r(x) = 
36 . j(.t) = 
38 . r(x) = 


41 * x(x) = — 
43* r(-t) ~ 

45 . r(i) = 


(x- 4 )(*+ I) 
ft 


x 2 — 5.x — 6 

3jc + 6 
jr + 2 x - 8 

t* - m + 3) 

{x + l)(x - 3 ) 


40. j{jr) = 7 
42 . a( x) 


2j + 6 
—6.x + 3 

1 - 2x 
2 x + 3 

x -2 

(x +\) 7 

x + 2 


{x + 3 )(* - 1 ) 
2x — 4 


x 2 + x — 2 


44. f(x) 


x - 2 


X 1 - 4 * 


*, I \ ~ 2x + 1 

47 . r[.v) = — 


49 . r(x) = 


51 * r(x) = 


53 - r(x) = 2 


55 . 5 lx) = 


.r + 2x + 1 

2 x : + 1 Or - 12 
x 1 + x — 6 

x J - jt - 6 
x 2 + 3x 

Jx l + 6 

x 2 — 2 .r — 3 

x : - 2x + I 


46. r(j) = 


48 . r{. x) = 


2j(x + 2) 

(x - l)(x- 4 ) 


4,r 


2 


j 1 — 2x — 3 

2 x J + 2 x - 4 


50. rfj) = , 

w x 1 + Jt 

51 ^ " x 2 - x - 6 

^4 jr/j) = ' + j 

n} x 2 + 4x + 4 


ri - 


56, i(jt) = 


x 3 - 3 x-l 


57-64 ■ Enciicntn. - la asfn tota inclinada, las aslntotas venicates 
y trace una grihea do la Jimcion. 


57 . r{x) = 
59 . r{x) - 
61 * r(x) = 
63 . r(x) — 


x — 2 

x 1 - 2 x - 8 
x 

x 1 + 5 x + 4 
r — 3 

Jt* + X 2 
x 2 ~4 


58* r{x) = 
60 . r(x) — 
62. r(j) = 

64* fix) = 


x 1 + 2x 
x-l 

3 j - x 2 
2 x - 2 

j* + 4 

2x 2 + x - l 

2x^+2 x 
x 2 - i 
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CAPITU LO 3 Funeion.es poll no mis I es y raciona les 


jg fr5-6b • Grafiqne la luncidn racinnal / y determine las asmto- 
las vtrnitalts tie su grill ca, Luegograftqite/y g en un rectingu- 
lo de vision suticientemenie grande para moxtrarque licncn el 
mismo eompnrtannienio extreme. 


6 5, f(x) - 


2x 2 + + 6 

~ 7 + 3 


tfto - ^ 


M. /C -0 = T i ^ ?(j) ■ -x + 4 
jr - 2* 

„ , x 1 - 2x 2 + 16 , , 7 

67. f[x) = “ , g{x) = x 

x — l 


68. /(x) - / + 2J<1 2J ‘ , *C») - 1 - *» 

(x - 0 

6^-74 ■ Gralique ia funcidn rational y ertcuenUe las aslntOtAS 
veiticales,, las intersccciones, ry y. y los extre-mos locales, 
comedos hasta d decimo mis proximo, DespuAs use la division 
larga para cntontrar un pdiDOitliti que iierte el tnismo compor- 
tamlento extreme que la funcion rational, y grafique ambas 
funcioneseti un reciingulode vision suhcientemente grande 
para comprobar que los conipodamieTUos exiremos del poli- 
nomio y la June tori racional son los mi sines. 


69. y = 

70. > = 


2x*-5x 
2x + 3 

r 4 - + jr - 3x 4- 3 

.t 2 - 3 * 


71. v 


jt 3 — 1 


73s t[x) 


.V 


3-jt 3 + 6 
jt - 3 


72. y 


x 


74. rix) = 


x 1 -! 

4 + jc 2 - jt 4 


’ a 

jr - 1 


Aplicaciones 


^ 75, Cradmianto pobladonal Suponga que la poblaridn de 
conejos de la granja del seflnr Jenkins sigue la formula 


P{1) = 


30001 
t + i 


donde f ^ 0 es el licmpo (en mcscs) desde cl comicnzu del 

afio. 

a) Trace una grilica de la pobladAn de cooejos, 
bl < - ,Que sucede final me rite con la poblacidn de eonejos? 



[ 76. Cone ent ration de farms cos Sc adminisim un iirmaco a 
un paciente y se monitorea la concentraeiAn c del farmaco en 
el torrcnlc sangutneo. En cl instance / ^ 0 (cn horns desde la 
administraeiAn del farmaeoh la concert traciAn (cr mg/L) se 
determine por 


r(t) = 


30 f 

t 2 + 2 


a l Trace la grilica de concentacidn del firmaco. 
b) iQui sueede eventualmcnte a la conceruraddn del fir 
maco en el lorrente sangnlneoV 

93 77, Coitceotraciqn del famaco Se munitorea la eurtcen- 

tracidn de finn&cos en el torrente sangufneode un paciente 
al que le fueron admlnistrados firmacos en el instance r a 0 
f en haras desde la adminisliacidn del fdrmaeo), la eonccn” 
tracion (en mg/L) sc dctcmiina por 


c[i) - 


5i 

^TT 


Indiqne la furtcion c con un disposilivo de palicacidn. 

a) ^Cuil es la concentraeiAn inis alia de firmaco que se 
alcan/a en el torrente sanguineo del paciente? 

h) ^Quc succdc con la concentraeiAn del firmaou dc spues 
dc un periodo largo? 

c| ^Cuinto Ec luma a la concentraciun disminuir dehajo de 
0.3 mg/L? 

yf 7S. Vuelo de un cohete SupOOga qut se lailza un cobete 
desde la superlicie de laTiemi con una velocidad inicial e? 
(tnedtda en m/^>. Entonces la aliuru maxima ft (cn metros) 
que aleanza cl cohetc sc express ntodianle la funciAn 

Rtr 

2gR - v z 

donde R ~ 64 X tty 1 to cs el radio de laTierra y g = 9.® 
m/s : cs la acclcraciun debida a la gravedad. Use an dispusi- 
tivu dc grali cacidn para iraznr la gnifica dc la 1'uitciAn h, 
i Mote que h y v deben ser positivas, as! que el reelingulo de 
vision no necesita conte ner valores negatives ) t ,QuA repre- 
senla ffsicamcnle La asintota vertical? 


A(u) 
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79. El efecto Doppler Cuando un Iren so nmeve hacia un 
observadur (v£ase In figura). e! mrio de su silbato suena m&s 
alio para e! observador que si el tree estuviera en reposo, 
porque las nrtda* sonoras esi^n mds cerca unas de otras. Este 
fenomeno se llama ejVcrn Doppler. El lono P obscrvado cs 
una funcidn die la vclocidad udcl trcn y sc cxpresa cottid 


m = Po 



donde P n cs cl tono real del silbalo cn la fuente y j„ = 332 
cs la velocidad del sortdo en d aire, Suponga que un iren 
tiene m silbulu establccido en jP 0 = 440 Hz, Grafique la 
funcidn >' “ P(y) por medio de un dispositive* de grafica- 
cibn. ^.Cditio sc puede inlorprelar ffskamentc la asintota 
vertical de csta funcidn? 



j fit). Distend a de foco Para que una edmara con una lente 
de Eongiiud focal tjja Fse en toque en un objeto locals z.ado 
a una disianda jr de la lente. la pdlcula se debe colocar a 
una dislancia y detras de ia Sente, donde F. x y y se rcla- 
riunan por 

1 L 1 

“ + - = T. 
x y r 

(Vcasc la ligura.) Supongaquc lacjinara liene una lente de 
55 mm {F = 55). 

a) Expose a y conio una funcidn de jt y gralique la fun- 
cidn. 

b) Que sucedc con la dislancia dc enfoque v cuando cl ob- 
jelo se aleja de la lente 

c \ iQ u£ sucede con la di stand* de enfoque y cuando el 
objeto se acerca a ia lente? 



Descubrimiento * Debate 

^ SI. Construction de una f uncidt* rational a partir de su* 
asintota 5 I5e un ejemplo de una funcion racional que liene 
asmtolu vertical x — 3. Aboradc un ejemplo de una que 
tiene asintota vertical j, = 3 y asintota horizontal y = 2. 
Ahora dc un ejemplo de una tunc ion racional con asinlolas 
vcrticalcs x — I y x = — 1, asintota horizontal y = 0. e 
intcrscceidn con cl eje x iguai a 4. 

Hi. Una funcion racional sin ninguna asintota Explique 
edmo puede deeir (sin paficaria) que la funcidn 


r(j) = 


x" + 10 


x 4 + fij 1 + 15 


no tiene intersection con el eje jr ni osfntota horizontal, ver- 
tical o Lnclinada. 'Cual es su compoitamicnlo cxlrctno? 


fi3. Graficas con di &continuidades En este capituio se 
adopter la convention do que cn las tune tones racionales. 
el numerador y e! denominador no compurtcn un factor 
comun. En cstc ejcrcicio sc considcra la grifica dc una fun- 
cifln racional que no satisfacc csta regia, 
a) Mucstrc que la gr£lica dc 

3x 2 — 3 jt — 6 
x-2 

es la recta y = It + 3 con el punio (2. 9) eliminado. 
(Suffrencin; Faciorice. ^Cual es el dominio dc r?] 
b I Grahque las funcioncs rationales: 


K t ) 


*{*) 


j’ 4- JT — 2U 
x + 5 


f(j) 



3 


u(x) 


x- 2 
x 1 - lx 


M4. Transformation** d« y = i/x 1 En el ejemplo 2 se vio 
que algunas funcioncs racionales simples se pueden gralicar 
desplazando, alareendo o reflejando la graficadey — l/r. 
En estc ejcrcicio sc constdcran funcioncs racionalcs que sc 
pueden gtaficar Iransformaitdo la gi&fiea ddy = l/.r 1 , 
m o stradi en la pdginu siguiente. 
a) Gratique la tuncidn 


r{x) 


1 

0 - 2f 


truffiformando la grSfica dey - l/.t'. 
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b) Use La division lar^a y factorizaddn para mostrar que ta 
funcidn 


puede graficar y explique por que. este nietodo no fun- 
ciona para la otra. 




lx 2 + 4jt + 5 
x 2 + 2i V 1 


fCO = 


2 “ 3j ; 
x 2 - 4x + 4 


?(*} = 


\2x-lx 1 
x 2 - 4x + 4 


sc puede wcribir tomo 


j(j) — 2 + 


3 

(x + l) 3 


Luego, graft que s iransformando la grafica dc y — l/x 2 . 

c) Una dc las siguicnies fund ones sc. puede gralkar Lrans- 
fonnando la grifiea dc y * \jx 2 \ la otra no. Use 
trails format: [ones para trazar la funcidn de la que si Sc 



3 


Repaso 


Comprob acion de conc e ptos 

1. a) Escriba la ecuacidn de deftnicidn para un polinomio F de 

grade ft 

b) signifies decir que c es un eeno de F? 

2. Bosque j e las grafkas que muestran Jos posiblcs com por- 
tamientos extrcmoii dc los polinomios de grado impar y 
grado par. 

3. pas os seguinapara graficar un polinomio a nano? 

4. a) iQu£ sc enliendc por punto m&timo local o puuto mo 

nimo local dc un polinomio? 

b) ^Cu^iKos extremes locales puede iener un polinomio de 
grado ril 

5* Expreseel ■(godtmo de la division e idemifique el divi- 
de ndo, divisor, cocientc y nesiduo. 

6. ^Cdmo funciona la division sintdtica? 

7. a) Enuncie el teorema del residue, 
b) Expre.se e] teorema del factor, 

8. a) Exprese el teorema de los ceros rationales, 

b) lQu£ pasas llcvnia a cabo para ballar los ceros 
rationales de un polinomio? 

9. Enuncie la regia de los signos de Descartes 

10, a) iQuf signified dedr que a es una cota inferior y £es una 
cot a superior para los ceros de un polinomio? 

b) Exprese cl leorema dc las colas superior c inferior. 


1 1. a) *,Que es un mimero complejo? 

b} frCdlles son las partes real e imaginaria de un mimero 
complejo? 

c) ti Cuiil es cl complejo conjugado dc un mimero com- 
plcjfO? 

d) i,Cdmo sumar, restar, multi pH icar y dividir numcros 
complcjos? 

12. aj Exprese el teorema fundamental del Algebra. 

b) Enunde el teorema de fBCtorizactdn complete. 

c) sign Idea decir que c es un cero de multiplicidad k 
dc un polinomio F? 

d) Exprese el teorema de los ceros, 

ej Entmeie el teorema de los ceros conjugados. 

13. a j ( ;Quc es una funcidn rational? 

b) ^Qug signifies decir que x =■ a es una aafatota vertical 

de y = f[x)l 

e) £,Cdmo localiza una asmtota vertical? 

d) ^Que signifies decir que y » h es una asmtota horizon- 
tal de y — f(x}7 

e) ^Cdrno locally una asimoia vertical? 

f) (,Qu£ pesos sigue para bosquejar a mano la gr^fica de 
una funcidn rational? 

g.) ^En que cincunslancias una funcidn racional tienc una 
asfntoEa inclinada? Si csta exists, £e6oio la determina? 

h) ^Cdmo determina el comportamiento extrema de una 
funcidn racional? 
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Ejercicio s _ 

1-6 ■ Graflque el polinomio transformando una grafica apro- 
piada dc la forma y = x", Muesirc con clan dad lodos los inter ^ 
scctos x y v- 

L /'(x) - -x J + 64 2. = 2x J “ 16 

3* /^a) = 2<x + l) 4 - 32 4, F(x) » SI - (x - 3) 4 

5, P(x) = 32 +■ (x - l) s 6. P{x) = — 3(j + 2) 5 + 96 

7-10 ■ Uk un dispositive* de graficacion ptngraficnrel pmfr- 
nnmio, Encuertre hu intersecdones x y y y las coordenadas de 
I os extremes locales comedo* hasta el dec j mo mils pstinmo, 
Des-criba el coirportamiento final del polinomio. 

7. F(x) - x 3 - 4x + | &. F(x) = -2x* + 6i 2 “ 2 

9. P{x) = 3x 4 - 4x 3 - lQx - 1 

10. P(x) = x 5 + x 4 - 7x 3 - x 1 + 6x + 3 

1 1. La resist cncia £ dc una viga dc madcra dc audio a y profun- 
didady se express median te la formula S — 13.8xy 3 . Sc 
cortar^ una viga de un tronco de diimeiro 10 pulg,, como se 
muestra en la figura. 

a) Exprese la resistencia S de esta viga como una funcidn 
de x soiamcnte. 

b) ^Cuil es el dominio dc la funcidn S? 

^jgl c) Dibuje una giilica de S. 

[ d ) iQu£ ancho hace que la vjga tenga la mayor resislencia? 


T 

10 pulg. 

y 



H — — x H 

12. Se construira un pequctio cobortizo para plantas dcbcadas 
con un plistico delgado. Tendri extremos cuadrados y las 
partes superior y posterior serin nectangulares t con el frente 
y cl ton do abiertos, como se muestra en la figura. El irea to- 
tal de los cuatro ladns dc plistico sera de 1200 pulg 2 , 

h.) Express el volumen V del coberiizo como una funcidn 
de la profund idad a, 

[|| b } Dibuje una grain ca de V. 

c) 4 Qu£ dimtnsiones maximizarin el volumen del 
cobertizo? 

>’ 
x 

x 


13-20 ■ Encuentre el codenie y el residue. 


13. 

a 3 - 3x + 5 

14. 

x 1 + A — 12 

x- 2 

x — 3 

15. 

A 3 - a 2 + 11a + 2 

16. 

x 3 + 2 j 2 - 10 

x — 4 

x + 3 

17. 

A 4 - S* 3 + 2* + 7 

1& 

2x 4 + 3 a j - 12 

x + 5 

x + 4 

19. 

2a 3 + a 1 - 8a + 15 

26. 

a 4 — 2a 2 + 7a 

x 3 + 2a ~ 1 

a 2 " x + 3 


21-22 ■ Halle el valor indicado del polinotnio por medio del 
teorema del residue. 

21. P(x) = 2x i — 9x z - 7x + 13; cncucntrc P(5) 

22. Q(x) = a 4 + 4a 3 + 7x 3 + IQ* + 15; determine Q{— 3} 

23. Muck tre que 4 es un ccno del polinomio 

P{x) = 2a 4 + * 3 - 5a 1 + 10a - 4 

24. Use el teorema del factor para mostrar que a + 4 es un fac- 
tor del polinomio 

P(x) = a 3 + 4x* - 7a 3 - 23x } + 23 a + 12 

25. Cual es el residua cuando el polinotnio 

P(x) = A 5 ® + 6a® [ - x 1 - 2x + 4 
se divide entrt a - l? 

26. ^Cu&l es el rtsiduo cuando a 101 — x 4 +■ 2 sc divide entre 
a+ 17 

27-28 * Se da un polinomio P. 

a) Listc los posibics ecros radon ales (sin pro bar si en realidad 
son ocros). 

b) Delcmiine d mi rncro posible de ceros positivo5 y negativos 
usando la regia de los signos de Descartes, 

27. P{x) - a 5 - 6a 3 - a 2 + 2a + 18 

28. f(x) ^ 6x 4 + 3x 3 + x 2 + 3x + 4 

29^36 * Se da un polinomio P, 

a ) Encuentre los ceros de P y sus multiplieidades. 

b) Bosqucje la graSica dc P. 


29. 

P<s) 

1 

1 

H 

K 


36. P{x) - x s - 

- 3a 2 - 4a 

31. 

P[x) 

= A 4 + A 3 - 

■ 2a 2 

32, f{x) = a 4 - 

- 5a 2 + 4 

33. 

m 

= X 4 - 2x J 

- 7a 1 + 

8x + 12 


34. 

P{x) 

1 

xf 

H 

II 

- 2x 2 + 

8x - 8 


35* 

nA 

- 2j 4 + x 1 

+ 2x 2 - 

3a - 2 
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CAPITULO 3 Funciooes polinomiales y rationales 


36, P(x) = 9x* - 2lx* ■+ 10i 3 + for — 3 jc — 1 


59. F(jc) » for 4 - l&c a + for* - 3ft* + 36 


37-46 ■ Evalue la expresi&i y escribala crt la forma a + fci. 


37. (2 - 3i> + (l + 4i) 
39, (2 + 0(3 - 20 


43, i 25 

45, (I - V^T)(1 + VM) 


38. (3 - 60 ~ (6 - 4i) 
40. 4i(2 - i0 


42. 


8 + 3i 
4 + 3i 


44. (1 + 0 3 
46, VHf)‘ V^O 


47, Encuenfre un potmomio de grado 3 con coeficiente cons 
lanie 12 y cems - 1, 2 y 3- 


48- Encuentre on poliiKMiiio de grado 4 con qoeficierites enieros 
y ceros 3 j y 4, con 4 un cero doMe. 

49. ^Exisie un polinomio de grado 4 con coeficientes enteros 
que (cnga ceros i, 2 i, 3i y 4i? En caso afimutivp, eneijen- 
trclo. Si no, explique par qu£. 

50. PrueN; que la eoiatrfn 3x 4 + Sx 1 4- 2 = 0 no tiene ralz 
real.. 


51-60 ■ Ericwcntre lo* ceros ractonales. irracionales y comple- 
jos (y cxprcsc sus multiplicidadcsi Use la regia dc Ids signos dc 
Descartes, el teorema de las. colas superior e inferior, la formula 
cuadrflica u oiras tdcnicas de faclorizaritin como medio de 
ayuda siempre que sea posible- 

51. jF(j} = x J - 3x ! - llr + 15 

52. P[x) = 2x i 4 5** - bx - 9 

53. P(x ) - j 4 + 6x J + llx 1 + 28j + 20 

54. F(x) - j* + 7x 3 + 9x* - \1x - 20 

55. F(j) - j s - 3i 4 - x 3 + 1 Jx j - I2x 4 4 

56. J^jr) = x* - 81 
57* />(*) = x* - 64 

58. P[x} = 18* 3 + 3lt 2 - 4j - 1 


60. P[x) = x 4 4 15** 4 54 


61-64 ■ Use un dispositive de graficaclrin para hollar las solu- 


ciones reales dc la ecuacitin. 


61. 2x 2 = 5x+3 


62. x* + * ? - 14* - 24 = 0 

63. ** - 3x 3 - 3** - 9x - 1 = 0 

64. **=*43 


65-70 * Gratique la funciftn rational. Muesire de man era darn 
las interseedones xy yy las asfntotas. 


65. i*(jc) — 


3*- 12 
x + I 


67, r(x) 


69, r(x) 


x - 2 

x 2 — 2x — 8 

jr 1 — 9 
lx 1 T 1 


66. /(*) = 


I 

(* + If 


68, r(x) 


2* 1 - 6x - 7 
* - 4 


70. r(x) 


x x 4 27 
* + 4 


71-74 ■ Use un diiposilivo de gtalkacidn para analizar la grA- 
fica de la funritin mcional, Enct>erttrt las interseociones * y y L , y 
las asintoias verticals, horizonlales e inclinadas. Si 9a liincidn no 
riene a^mtota horizontal o inclinada, encuenlre un poli nomio que 
tiene el mi!*mo comportamiento extremo que la funcitin racionaL 


71. r(z) = 


73. r(x) - 


jr — 3 
2 x + 6 

je j 4 8 
jt j — X — 2 


n - 5S 


74. t(.t) = 


2j j ~ x ' 
x +■ I 


75, Encuentfe las coordenadas de los punlos de in terseceion de 
las grificas de 


= x 4 + x 2 + 24* 


y = 6j 3 + 20 
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3 Evaluacion 


1. Gnilique d pollnomio P^jr) = -(x + 2) 3 + 27 T mostrando con claridad las interscc- 
ciones x y y. 

2. a) Use la division sintdtica para hallar d cociente y el residue* cuando x* - Ax 2 + 

2x + 5 se davide entre x - 2. 

bl Use la divisidn larga para haHar el cocienie y el residue euando 2x 5 + 4x 4 — x 3 ~ 
x 1 -f 7 sc divide ende 2x 2 - 1, 

3. Sea^x) = 2x J - 5x 2 - 4x + 3. 

a) Liste los posiblcs ceros raci on ales de P. 
tO Efieuentre la fictcrizaatiB completa de P. 
cj Determine las eeros de P , 
d) Rosqueje la grifica de p r 

4. Lleve a cabo Ea opencitia indicada y eseriba el resulcado en la forma a + hi. 

a) (3 - 2i} + (4 + 3r) b) {3 - 2 i) - (4 + 3f) 

c) (3 - 20(4 + 3. ) d) 

el i 41 f) (V5 - V^JCVS + V-5) 

5. Encucntrc Los ccros reales y complejos de F(x) = x 3 — x 2 - 4x — 6. 

6. Ertcuenire la factorizacidn complete de /^x) - x 4 - lx 2 + Sx 3 -- fix + 4 , 

7. Eucuentrc un polinomio de cuarto grado con coefi dentes; entems que tiene ceros 3i y 
— l, con ™ ] tut cero de multiplicidad 2. 

8. Sea P(x) = 2x* - 7x J + x 2 - Ifix + 3. 

a) Use la regia tie los signos de Descartes para determiner culrtros ceros neales posi* 
tivos y negalivos puede tener. 

b) Mucslrc que 4 cs una coEa superior y — 1 una cola inferior para Los ccros reales dc P. 

'*p cl trace una gri jiea de P y utilfcela para estimar los con de P, cotrec to a hasia dos 
decimates . 

j d| Encuentre las coordcnadas de los extremes locales de P ; concctos haste dos dcci- 
males. 

9. Cdnsiderc las siguientes fund ones rationales: 


**) = 


lx - 1 

x 2 - x - 2 




x 3 + n 
x 1 + 4 




r 3 -9x 
x -f 2 


m(x) 


x 3 + x - 6 
x 1 - 25 


a I ^Cudl de esms funciones radon ales tiene una asiniote horizontal? 
b) iCudl de esias Funciones tiene una asfncuta inclinada? 
cl iCuil de estas funeiones no tiene asfntota vertical? 

d) Gntfique y - «(x) f muestre con claridad cuatquier asfntota y Jos iniersectos x y y 
que pueda tener la Funcidn. 

. e) Use la divisidn larga para hallar un polinomio P que tiene el tnismo compor- 

laraieiUo que r, Grafique P y / en la misraa pantulla para cornprohar que tienen el 
mismo comportamiento extra mo. 


proieoic 


m dei 



Enfoque en el modelado 

Ajuste de curvas polinom tales a datos 


Se ha aprendido c6mo ajustar una Urtea a dates (v^ase Enfoque en el modelado, 
pagina 239). La recta mode I a la tendenda creciente o decreciente en !os datos. Si las 
datos ex hi ben mis variabilidad, un increment seguido de una disminucidn, entonces 
para modelar los datos es necesarto usar una curva en vez de una recta. En la figure 
1 se muestra un diagrama de dispersion con ires posibles mode los que al pareeer sc 
ajustan a los datos. ^Qu6 model o se ajusta mejor a los datos? 



Figura 1 


Funciones polinomiales como modelos 

Las funciones polinomiales son idle ales para modelar datos donde el diagrams de dis- 
persion dene picos o valles (es decir, m&iimos o mfriimos locales). Por ejemplo, si 
los dates Uenen un solo pico como en la tigura 2(a), entonces podna ser apropiado 
usar un polinomio c uadritico para modelar los datos. Mientras mis picos o va lies ex 
hi ban los datos, mayor es el grado del polinomio necesario para modelar los datos 
(v£ase la rtgura 2). 



Figura 2 


a) 


b) 


c) 


Las calculadoras de grahcacidn estan programadas para hallar el polinouuo del 
mejor ajuste de un grado cspecificado. Como en el caso de las rectos (v£anse las 
p&ginas 239-240), un polinomio de un grado dado se ajusta a los datos mejor si se re- 
duce al minimo la stima de los cuadrados de las distancias enlie la grdfica del poli- 
nomio y los puntos de datos. 
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Ajuste do curves polingmieles a dates 


m 


EjempEo 1 Lluwia v rendimiento del culfivo 



La Hu via es esencial para que crezcan los cultivos, pero demasiada lluvia puede dis- 
minuirel rendimiento. Los datos proporcionan la cantidad de Mu via y el rendimien- 
to de algoddn por acre durante varias estaciones m cierto pais, 

a) Construya un diagrams de dispersion de los datos. G QuC grade polinomial a! 
parecer es apropiado para modelar los datos? 

b) Use una calcul&dora de graftcaci&i para haJJar el polinomio del mejor ajuste. 
Graft que el polinomio en el diagrams de dispersion. 

c) Use el niodelo que encoiurd para estimar el rendimiento si hay 25 pulg de 
lluvia 


E station 

Lluvia Ipulgl 

Rendimiento {kg /acne) 

1 

23.3 

5311 

l 

20.1 

4382 

3 

1S.1 

3950 

4 

12,5 

3137 

5 

30.9 

5113 

6 

33,6 

4814 

7 

35,8 

3540 

8 

15,5 

3850 

9 

27.6 

5071 

10 

34.5 

3881 


So Ilsc ion 

a) El diagram a de dispersion sc muestra cm la iigura 3. A l parecer los datos tienen 
un pica* a si’ que es apropiado modelar los datos mediants un polinomio 
cuadrAtico (grade 2). 


6000 


10 ..... 40 

1500 


Flguru 3 

Diagrams de dispersion dc los datos dt 
rendimiento contra lluvia 


b) Con una calculation para grAficas, $e encuentra que el polinomio de segundo 
grade de mejor ajuste es 

y = — il.tx 1 + 051 Sx - 3283.2 
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Enfoque en al modstado 
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ntirdica 


Otoliios para van as especies de peces 


El resultado Je la calculadora y el diagrams de dispersion, junto con la gr&fka 
del modelo cuadrsitico, se muestron en la figura 4. 


g. u a d Re g 
y- ax? + b* + t 

a =“12 .6271745 
b= 6 5 1 ,54 7039 2 
c=-32S3, 15741 

a) b) 

Figure 4 

c) Usando el modelo con x = 25, se obtiene 

y - — 12.6(25 ) J 4- 651.5(25) - 3283,2 » 5129.3 
Se esttma que la produccidn serd de alrededor de 5 1 30 kg por acre. ■ 

Ejemplo 2 Datos de longitud y ©dad para peces 

Los otolites (“calculus en el ofdo") son pequeflas estmeturas enccmtradas en las 
cabez&s de los peces. Los anil] os de crecimienlu mieroscdpico en los otolitos, al 
igual que los a nit los de crecinuento en un arboL registrar la edad de un pez. En la 
tabla se dan las longitudes de base de roca die diferentes edydes, segiin se determine 
median te los oiolilos. Los ctentfftcos ha propuesto uti polinomio cubico para mode- 
lar estos datos. 

a) Use una calculadora de graficacidn para hallar el polinomio ctibico del mejor 
ajuste para estos datos. 

b) Elabore un diagrams de dispersion de los dates y gradque el polinomio del in- 
cise a). 

c) Un pescador capture un rdbalo de 20 pulgadas de largo. Use el modelo para es- 
timar su edad. 


6000 



1500 


Edad (ariosi 

Longitud tpulg) 

Edad (ariosi 

Longitud (pulg) 

1 

4.8 

9 

UL2 

2 

3.8 

9 

L7 A 

2 

8.0 

10 

18.8 

3 

7,9 

10 

195 

4 

11,9 

11 

189 

5 

14,4 

12 

2L7 

6 

14.1 

12 

21.9 

6 

15.8 

13 

23.8 

7 

15.6 

14 

26.9 

8 

17.8 

14 

25 J 
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Solution 

a) Con una caiculadora pain graficas ( vease I i guru 5(a)), se encucntra el poUm.imio 
ciibico de ntejor ajuste 

y - 0.0155^ - 0.372* 3 + 3,95* +1.21 

b) El diagrania de dispersion de los datos y el polinomio cubico se gratiean en la 
figura5(b). 


Cubi cfteg 
j r *Bx i +b)( z +c)(+d 
a=, 015491130* 
b=-_372473333 
c=3. 94608636 
d“1 .21080418 


Figur* 5 


a) 



c) A1 mover el cursor a lo largo de la grades del polinomio, se encuentra quo 
y — 20 cuaodo * 1CU3. Ast, cl pez ticne oerca dc 1 1 aflos de edad ■ 


Problemas 


Presidn 

(lb/pulg z ) 

Duration de la 
llante (mi lias) 

26 

50 000 

28 

66 000 

31 

78 OOD 

35 

81 000 

38 

74 000 

42 

70000 

45 

59000 


1 Intlido de la Manta v desgaste Las llamas de autombvil necesitan ser inlladasde 
rnanera adeeuada, El dc&gaste pre maluro de la llama sc debc a que se inf! a dernas 0 1 c 
falta y Lre . Los dales y el diagrams de dispersion muestran la duration de la Hama pant 
dHslintos valores de inti ado para tieno lipo de llama, 
a I Encuentre el polinomio cuadtittco que rnejor ajusta los datos. 

b) Dibujc una griiica del polinomio del inciso a) junto con un diagram* de dispersion 
de Los dates, 

c) Use el resultado del inciso bj para estimar la presibn que da la duracibn mils prolon- 
gada de la Llanta. 

? r iieninmadas plant** da 0130 po* aern Mieutrafl mis plamas per acre siembre 
un campesino, mayor es 3 a production que puede esperar. pero sdlo hasia cierto punto. 


Densidad 
(plantas 
por acre! 

Rendimiento 
del cultrvo 
(bushels/acre) 

15 000 

43 

20000 

98 

25 000 

118 

30000 

140 

35 000 

142 

40000 

122 

45 000 

93 

50 000 

67 



Dcmasiadas planlas por acre pueden causar sobrcpoblaeibn y rcduetr la production. Los 
datos dan d rcndimienio del cultivo per acre pant varies densi Jades de plantaciones de 
maiz h seglin los hallazgos de iivvestigadores en una granja de prueba de 3a uruversidad, 

a) Encuentre el polinomio cuadriiico que mejor ajusta los datos. 

b) Dibuje una grttfica del polinomio del inciso a) junto con un diagrama de dispersion 
de los datos. 

C| Use el isultado del inciso b} para e&tjmar la production para 37 000 plantar 
por acre. 
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Enfoque en el modelado 



3- ^Qu# tan rapido puede list a r a us cosas favorrtas? Si se le pide hacer una lisia 
de ohjetns en cterla categoria, la rapide7. para Listarlos siguc un patron prcdecible. Pot 
ejempln, &i intenta no-mbrar lantas verd liras come pueda, es probable que piensc en 
varias dc inmcUialo. porejcmplo, Tunahuritis, ehieharos, cjuies. elute, eic&icra. Luego, 
despues, dc una pausa pucdc pcnsar en Ins que come con mtnos freeucrtda. qui^'i ca- 
1 abaci n, bcrcnjcna y csparragus. Pur iulliimo h pudrian venir a la mente algunas verdures 
mas ex6lieas. aleachofas, jicama, col china. cktlcra, Ur psictiloge dee Ion esle experi- 
ment© en varios individuos. En La sabla siguientc se da e! numero promedio dc verduras 
que los individuos noinbraroEi cn un deierminado ntimern de segundos. 
a) Encuentre un poHnomto ctibico que mejor se ajuste a los datos. 
bl Trace una graiica del poltnomio del. inciso a) junto con cl diagram a dc dispersion de 
los datos. 

C) Use d resultado del Indco h> para estimar el numcro dc verduras que los individuos 
podrfan nomhrar en 40 segundos. 

d) He acuerdo con el mndelo, ^cuanto (hasia el 0. 1 s mis proximo) le tomaria a una 
persona nombrar cinco verdures? 


Segundos 

N timers de 
verduras 

i 

2 

2 

6 

5 

10 

10 

12 

15 

14 

20 

15 

25 

IS 

10 

21 


4. Las vantas de ropa son da tamporada Las vcnlas de ropa tienden a variai por 
lemporada con mas ropa vend Id a cn pnmavera y otorio. En la labia sc dan las c liras dc 
vcnlas para cada mes cn cicrta ticntla dc ropa. 

a) Envucnlrc cl poltnomio dc cuarto grade que mejor sc ajusta a los dittos, 

b| Trace una grllica del poltnomio del mciso a) junto con un diagrama de dispersion 
dc los dales. 


Mus 

Ventas 4d blares) 

Encro 

8 000 

Fehrern 

18 000 

Marzo 

22 000 

Abril 

31 000 

Mayo 

29 000 

Junto 

21 000 

Julio 

22 000 

Agosto 

26 000 

Septiembre 

38 000 

Octubrc 

40 000 

Moviembrs; 

27 000 

Diciembre 

15000 
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cj ^Consideni que un polinonvio de cuarlc gtitdo pi un burn modcb para estffl datos? 

Euptiquc. 

Afu j d i * ■ i i - ! \ h o ta cJ be i s-h Sc lanza hacia arriba kina pelota dc btisbol y se 

midc su attura a iniervalos de 0-5 scgundos por medio dc unft Juz estrobascdpica, Lw 
dates resultantes se dan en la tibia, 

a) Dibuje un diagrama dc dispersion de los dales. iCuil es el grade del polinotnio 
apropiado para modeler los dates? 

b) Eacutntre un modelo politiomiaJ que ntejor ajuste los dates y graffquelo ec un dia- 
grams de dispersidn, 

C) Determine los Uempes cu&ndo la bola esii 20 pies arriba del sunk), 
d) iCudl es la altura maxima que alcanza la bola? 


Tiatnpo <s) 

Altura [pies) 

0 

4.2 

0.5 

26,1 

1,0 

40.1 

1.5 

46.0 

2.0 

43,9 

2.5 

33,7 

3.0 

15,8 



El agua de un recipience saldri par un otificio en el fondo mis 
ripido cuando el recipiente estd casi Hen a que cuanda esti casi vaefo, Dc acuerdo con la 
ley de Torricelli, la altura /i(f) del agua remanente tn el tiempo t es una fimeidn 
cuadrltica de /. 

Cierto recipiente se llena con agua y se deja que £sla fluya. La altura del agua se irnde 
en diferentes tiempos como se muestra en la tabla, 
fi) Encnentre el polinomio cuadriiica que mejor se ajusca a los dates 
bl Trace una grifica del polinomio del inriso ft) junto can un diagrams de dispersion 
de los datos- 

c) Use la grfifica del inciso b) para estimar cn ciidnto tiempo se vaeia el recipiente. 


Tiempo (min) 

Altura (pies) 

0 

5.0 

4 

3.1 

8 

1.9 

12 

0,8 

16 

0.2 
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exponenciales 
y logaritmicas 







lhet) Alluli/ Tim Hjqt |n /Gl'II> Hugos 


4.1 Funciones exponentiates 

4.2 Funciones logaritmicas 

4.3 Leyas de los logaritmos 

4.4 Ecuaciones exponentiates y logaritmicas 

4*5 Modelado con funciones exponenciales y logaritmicas 


Esquema del capitulo 

En estc capitulo se estudia una nueva cla&e de funciones Hamadas funciones exjw- 
nenciaies. For ejemplo* 

f(x) = 2- 

es una funcirin exponential (con base 2), Observe la rapidez con 9a que crecen los va- 
lorem de csta funeirim 

J(3) = 2 s = 8 
/( 10} = 2 L - = 9024 
/(30) = 2 30 = 1 073 741 824 

Compare esto con la funcion r/(.v) = x 2 , donde #(30) - 3Q 2 — 500. La cuestidn es, 
cuando 9a variable esta en el exponents , induso un cambio pequefio en 9a variable 
puede causar un eambio radical en el valor de ta tunc ion. 

A pesar de esie incomprensibkmcnte enorme crcdmiento, las I undone s expo- 
nerttiaks wn apn.)piadas para modelar d crecimiento poblacional para los seres 
vivos, desde baeterias hastu eiefantes Para eniender cumo crece una poblacitim con- 
sidere e9 caso de una sola bacteria, que se divide cada hora. Despue?* de una horn se 
tendrbn dos bacterias. despues de dos huras 2 J o4 bacterias. despues de tres boras 2* 
u S bacterias, etcetera. Despuris de .r horas se tendrian 2' bacterias. Esto da lugar a 
model ar la poblacirin de bacterias tnediante la funcidn f{x) - 2\ 




0 




3 


4 5 6 


El principioque gobiema el crecimientopoblacional esel siguienie; mien Iras mas 
grande sea la poblacidn* mayor CS d numemdc deseendientes, hste mb mo principio 
esta presente en niuchas otras situations de la vtda real. Porejemplo. mientras mis 
grande sea su cuenta de banco, mas intereses obiiene. En consecuencia, las funciones 
exponenc tales se usan tambien para calcular el interns compuesto. 

Se usan funciones iogarfrmicas* que son el in verso de las funciones exponent: ia- 
ks. como ayuda para contestar preguntas como, ^.cuando mi inversion crecera a la 
canlidad de Si 00 0007 En Enfoque en el modtkulo Ipagina 386) se explora crime 
ajustar modetos exponenc iaks y logaritmicos a datos. 
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4*1 


Funciones exponenciales 


Hasta el momenta, se han estudiado las funciones polinumiales y rationales. Ahora 
se estudia una de las funciones mas important en matematicas, la fund on expo- 
nential. Esta fuiicion se ernplea para niodelar procesos naturales como el CTOcimien- 
to poblacional y el decaimiento radiaciivo, 


Funciones exponenciales 

En la seccidn 1,2 se definid a x para a > 0 y x un numero rational, pero no se han 
dehnido aun las potencies irrational es. For Id tanto, ^que se quiere dar a entender 
con 5 v3 o 2 W 1 Para definir a* cuando jt es irrational, se aproxima a x mediante nu- 
meros rationales. For ejemplo, puesto que 

V5 ** 1.73305, * * 

es un numero irracional, se apnoxima de inanera exitosa £i v1 mediante las siguien- 
tes poiencias rationales: 

„ 1 .7 .J.TJ ^ 1.732 ,,1.7110 „L73ZM 

Hr g V* | H p H g £# p. ■ n n 

De forma intuitiva, se puede ver que estas potential rac ion ales de a se aproximan 
cada vez mis a a , Se puede demostrar por medio de matemilicas avanzadas que 
hay exactamente un ndmero al que se aproximan estas potential Se define a o v3 
como este numero, 

Por ejemplo, usando una cakuladora se encuentra 

5^ - 5 1732 
^ 16,2411* * * 

Mientras mis decimates de V5 se usen en el cilculo, mejor es la aproximacidn 
de 5^* 

Las leyes de Ids exponentes se 1 i stiin en Se puede demostrar que las leyei r de los exponentes aun son vdtidas cuando los 
la p^gina 14, exponentes son mime nos reales. 


Funciones exponenciales 


La f tuition exponential con base a se define para todos los ndmeros reales x 
per 

f{x) - a ‘ 


demde a > 0 y a =f 1 . 


Se supone que a ^ 1 porque la funtidn /(jc) — V — 1 es sdlo una funcidn cons- 
tants. A continuacidn se dan algimos ejemplos de funciones exponenciales: 


m = 2* 


- 3' 


k(x) = 10 ' 


Eta as 2 


Etasc 3 


&0K 10 
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La reflexion de gitfficiu se explied en Eu 
scecion 2.4. 


Ejemplo 1 Evaluation de funciones exponentiates 

Sea f(x) ~ 3 J y evahk lo siguiente: 
a) f(2) b) /(-i) c) f(v) d) /( V2) 


Solution Se usa una calculadora para obtener bs v a] ores de /- 

Tsdes de la cticuladora 


a) Z{2) - 3 2 - 9 

b) /(-§) = 3 ^ * 0.4807 

c) /(it) ^ 3 17 31.544 

d) /(V2) = 3 V * = 4.7288 


iUL* 

3jL±.Lt ji.trll LL iJ 

liluJ 

| ENTER | 

1DEBI e "' e " 




3 

A 

V l 

INiren; 


Results do 

[a 

□. 4807498 
SI .5442807 
4. 728 6045 


Graficas de funciones exponenciales 

Se graficati primero las funciones exponenciales al trazar los pantos. Se veitf que las 
gnifbas do tales fune nines tienen ung forma f&cilmente reconocibb 


Ejemplo 2 Graficacion de funciones exponenciales 

y logaritmicas merilante el trazo de puntos 

Dibuje 3 a grafica de cada fund on. 
a) /to = 3‘ b) g{x) = Q) 1 

Solution Se caiculan vaJores de f(x) y g(x) y se trazan los puntos para bosque- 
jar las gr&lic&s de la ligura I . 


JC 

JW 

»(*) - nr 

-3 

3 

ff 

27 

-2 

i 

9 

-3 

i 

a 

3 

0 

1 

3 

3 

3 

i 

3 

2 

9 

i 

9 

3 

21 

if 



Observe que 

tfto = (j) = ^ = 3"* = /to*) 

y. por lo Uinlo, se podria haber obientdo la gridka dc g a partirde la graft ea de / 
mediant? la reflexion en el eje y. m 
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CAPfTlLilLO 4 Fund ones exponent isles y logaritmicas 


Para vcrquc urn rapldo trctc /(j) = 2 s 
.sc efectCia d siguierttc expcrutieEliO 
mental. Suponga que se empieza 
eon. una pie/a Je papcl cuyo espesor 
es un milisimO de pulgada, y doblJ 
a la milad ?(J votes, Cada vez que &c 
dobla d papcl, so duplica d espesor de 
la pi Li do pupd, asf qued espesor de la 
pi] a resultan te seri'a 2 W / 100 D pulgodu. 
tQud espesor considera que es? 
j Results que son mils de 1 7 mi I lories 
de mil las I 


Via.se h section 3A ptigina 301, 
don Ja se expl ica ia notacidn da d aeha 
usadaaquf. 


En la ligura 2 se muestran las graficas de la familia de fundones exporcenciales 
f(x) - a* para varies valores de !a base a. Todas estas grfficas pasan por el pirnto 
(0, I ) porque o cl - I para a ^ 0. Sc puede ver de la figura 2 que hay dos closes de 
fundones exponenciales: si 0 < a < 1. ta fuiiddn expontncial dismirnaye con rapi- 
dez. Si a > I , la functor se increments ripidamente (v£ase la nota al margenL 





Figure 2 

flna familia de lundone^ exponent tales 


El eje jt es una asfntota horizontal para la funcidn exponential /(*) = u\ Esto es 
porque cuando a > 1 , se tiene a* — ► 0 cuando x — * — oo, y cuando 0 < a < l, se tiene 
a 1 — ► 0 cuando x— * oo (vease la figara 2). Asimtsmo, a T > 0 para toda jc *= R. asf que 
la funcifm f(x) — a % tiene dominie R y rango {0. do), Estas observations* sc re- 
siirncn en d cuadni siguiente. 


Funciones exponeneiales de las grafieas 


La funcion exponential 

f(x) « u 1 {a>0 t a * i ) 

tiene dominio H > rango (0, x ). La recta y = 0 (el eje x) l-s una asintotj hori- 
zontal de /. La grahea de f tiene una de las formas siguientes, 




f[x) — a ' para I ) < a < 1 


ale 
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El ureu Gateway cn Sun Luis Mi- 
ssouri, tienc la I’Lsmia dc la graJku 
dc im,!. combi nari bn dc luiic tones 
exponent tales (no unu parabola, 
corno podrfu parceef cn prime™ 
insianciaj. Espeefficaroenrr. es una 
cotanria, que es U gritfica de 
una ecmeion de la forma 

y = o(/’ + v *■') 


(v£asc el ejervkio 57), Sc dig id 
es,tu forma porque es optima para 
dislnbuir las fuer/as eslructurales 
in tern as del arco. Las cadcnas y ca- 
bles suspend idos enlre dos panlns 
(per cjcmplo, Los inimos dc cable 
cnlre pares dc postes de leJcfunoi 
cuelgEin cn la forma dc ana ea- 
ten aria. 


En Ea seeeidn 2.4 sc cxplicbcJ 
tlcsplazamicnLO y la reflexibn dc 
grti fseas. 


Ejemplo 3 Identiflcacidn de graficas de funciones 
exponenciales 

Encuc litre La ftincidn exponential /(jc) — a* cuya gtifiea se da. 




Solution 

a) Puesto que /(2) = a 2 = 25, se ve que la base es a = 5. For lo tanto, f(x) - 5 X , 

b) Puesto que /(3) - o' — ^ se ve que la base es o = Por lo tanlo 1 /(jr) = 


En el ejemplo sigdiente se ve c6m o graffcar ciertas fundones, no mediants el tra- 
zo tie py Titos, si no tomando las graficas basicas de las fundones exponentiates de 
la ligura 2 y aplicando las transformaciones de desplazamieitto y reflexion de la see- 
tidn 2 .4. 


Ejemplo 4 


Tran storm ado nes de fundones exponenctales 



Use Ea grafted de /(jc) — 2* para bosquejar la gralica de cada Funcidn. 
a) g(.x) = 1 + 2 X b) /i(.i) = -2 r c) fc(.r) = 2 X ~ ] 


So In cion 

a) Para obtener la grMca de t/(j) = 1 + 2\ se empieza con la grdrtca de 

f(x) - 2 X y se des plaza 3 uni dad hacia aniba. Observe de la figure 3(a) que la 
recta v = 1 es uhoru una asinlom horizontal, 

b) De nuevo se empieza con la graftea de JT(jc) " 2 T , pero aqui se refleja en el eje.r 
para obtener la gnSfica de h(x) - -2 J mostrada en la figura 3(b), 

c) Esta vez se empieza con la grade a de f{x) — 2 s y se desplaza a la derecha en 
I unldad para obtener la grdfica de — 2*~ 1 mostrada en la figura 3(e). 





iterial prot&yicto pot dsrschos qg sulor 


Figure 3 


a) 


b) 
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CAFiTULO 4 Funciones expose ncia I es y logaritmicas 


Ejemplo 5 Comp a radon da func tones exponentiates 

y da potencia 

Compare las tasas de credmiento de (a funcidn exponential /(x) - 2* y la funcion 
de potencia ^(jt) = jr dibujando las gillieas de am has funciones er los siguie tiles 
rettingulos dc vision. 

a) [0, 3] por [0, 8] b) [0 f ^por[0,25] 

e) [0, 20] por [0, 1000] 

Solucibn 

a) En la figuin 4(a) se muesira que la gnilica de $(*) = x 1 alcanna a, y se vuelve 
mayor que t la grifica de /{*) — 2 r en x = 2. 

b) El rectingulo de vision mis grande de is tigura Mb 1 muesira que la giilica de 
f(x) - 2* sobrepasa a la de ^(x) - x 2 cuando x — 4. 

c) En la figura 4(c) se da una visidn mis global y se muesira que, cuando x es 
grande, /(x) - 2* es mucho mSs grande que g(x) = x 1 . 



Figura 4 



ft 


1 

2.00000 

5 

2.48832 

10 

2.59374 

100 

2.70481 

1000 

2.71692 

10000 

2.71815 

100000 

2.71827 

1 000 000 

2-71828 


La notaddn f b el i gift Leonhard Euler 
(Yiiase la pagma 288 )„ prohablcmertc 
porquc es la primera Ictra de Id palabra 
exponential, 


Funcion exponential natural 

Cuaiquier mimero pn&ilivo se puede usar come base para una funcidn exponential, 
pern algunas bases se usan con mis frecuenda que otras, Se veii en tas secciones 
res [antes de este capita l o que las bases 2 y 10 son convenientes para ciertas aplira- 
ciones* pero la base mas importante es el ndmero denotado por la letra e. 

El mlmero e se define como el valor al que se aproxima (1 4- l/rt) J ’ cuando n se 
vuelve grande. (£n cdlculo esta idea se hace mis precisa por d concepto de Hmife. 
Vdase el ejercicio 55.) En la labia del marge n se muestran los valores de la expre- 
sibn (1 + l/n) J1 para valores dc n cada vcz mis grandcs. Farece set que, comecto 
hasta rinco cifras decimates, e ^ 2,71828; de heebo, el valor aproximado a 20 luga- 
res dec i males es 

e 171828182845904523536 

Se puede demostrar que e es un numero rational, afif que no se puede eseribir su va- 
lor exacts en forma decimal. 

^Pcrqite usar una base tan extrafia para una funcion exponential? Podria parecer 
en primera instanciaque es mis ficil trabajar con una base como 10. Sin embargo, se 
ver£ que en ciertas aphcacioDCS el ntimero e es la mejor base posible. En esta seccidn 
se estudia c6mo aparece e en la descripcidn del intents compuesto. 


Material prolegido por der echos de autor 
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Figura 5 

Grifica tie la fimciun exponential 
natural 



Figura 6 


La f unci 6n exponential natural 


La funridn exponential mitunil es Iei funcidn exponential 

fM - e‘ 

con ha.se e. Es comun rderirse a clln oomo fa funcion exponencial. 


Puesto que 2 < e < 3. la graft ca de la fiincidn exponencial natural esta entre las 
graft eas de y = 2 1 y y — 3 r T como se muestra en 3a figura 5, 

Las calculadoras dentificas tienen una tec la especial para la funcidn /{jc) — e*. 
En el ejemplo siguiente se usa esta teds. 


Ejemplo 6 Evaluar la funerdn exponencial 

EvaMe cada eKpresidn correcta hastacinco deei males, 
a) e 3 b) 2e _0J5 c) e A$ 

Solution Se u sa la tec La Hev en una calc u I ad ora para evaluar la funcidn exponen- 
cial. 

a) e 3 - 20.08554 

b) 2T" 3 - U772I 

c) 121.51042 m 

Ejemplo ? Transformaciones de la funcion exponencial 

Gosqueje la grade a de cada funcion. 
a) f(x) = e~* b> g(x) = 

SoludAft 

a) Se coniienza con la grlfica de y — e 1 y se refleja en el eje y para obtener la gri- 
fica de v - e~ x como en k figura 6. 

b) Se cakulan varios valores, se grafican los puntos resultantes y se linen median- 
tc una curva uniforme. La gr^fica se muestra en la figura 7, 



JT 

f(x) = 3c* 3 * 

-3 

0.67 

“2 

1.10 

-1 

I.S2 

0 

3.00 

I 

4.95 

2 

8.15 

3 

13.45 


Figura 7 


I Eil proleg ido por cluf 


:hos 


utor 






33* 


CAPlTULQ 4 F u ncio nes exponencialae y logar ftmic*s 


Ejemplo 8 Un modelo exponential para la disemination 
da un virus 


Una enfermedad infecciosa comienza a diseminarse en una eiudad pequena con 
10 000 habitants. Despugs de / df as, el ndmero de personas que ha sucumbido al 
virus se models mediante la funcibn 



10 000 

5 + l2+5e _M7 ' 


a) itu&mas personas infectadas hay inicialmente fen cl tiempo t = 0)? 


b) Calcule d numero de personas infectas despots de un dfa* dos dlas y ctnco dfas. 


B <=> 


Grafique la funcion u y describa su comportamiento. 


3000 


Solution 

a) Puesto que u(0) = 10 000/(5 + I245e°) “ 10000/1250 = 8, se conduye que 
8 personas lienen initialmente la enfermcdad. 

b) Utilice una calculadora para evaluar y(l ). v{2) y u(5), y despugs redondee para 
oblener los siguientes valors s. 


Dias 

Parson as inffictadas 

L 

21 

2 

54 

5 

678 


Flgura 8 


40 


10000 

5 + 1245f M7r 


c) De Ja gritica en la figura 8, se puede observar que el fl dmcro de personas in- 
fee Ladas primero se eleva en forma lenta; luego aumenta con rapidez entre el 
dfa 3 y el dfa 8 T y luego se estabiliza cuando estdn infccladas centra de 2000 
personas, ■ 


La gr^fica de la figura 8 se llama curva logistic# o modelo de crecimiento logts* 
tica, Curvas como gstas ocunen con frecuencia en el estudio del crecimiento pobla- 
cional. (Vganse los ejercicios 69-72.) 


Interes compuesto 

Las fund ones exponentiates apaiecen en el dQculo del intergs compuesto. Si lacan- 
ti dad de dinero P, conocido como principal, se invierte a una tasa de interns r por pe- 
ri odo, entonces despues de un periodo el interds es Pi, y la cantidad de dinero A es 

A = p + pi = p([ + i) 

Si se reinvierte el interns, entonces el nuevo principal es P{ l + i), y la c anti dad des- 
pu£s de otro periodo es A = -P(l + *)(1 + i ) = p(' + i')\ De mantra similar,, 
despugs de un tercer periodo la c anti dad es A - P( 1 + i) 3 , En general, despuds de k 
periodos lacamidad es 

A = P( 1 + i) 1 

Hay qne observar que g&ta es una funcion exponential con base I 4- j\ 

Si la tasa de interns anual es r y si e! interns se compone n veces por afio T entonces 
en cada periodo la tasa de interns es / = rfn, y hay nt periodos en r anos. Esto con- 
duce a la siguiente formula para la cant id ad despuds de t anos. 


ateria 



>r der echo! 


autor 
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r ne cuooce conn la man de mitres 
anual nominal. 


Inter es compuesto 


El interns compuesto isc cakula mediame la frkmuk 

i*C») = r ( 1 + L n 

donde A(f) = ca alidad deques de i anus 
P = principal 
r = tasa de intere^ por ano 
n = numcm de veees que d i Mercs de compone por afio 
/ = numero dc arias 



Ejemplo 9 Cakulo del interns compuesto 



Una suma de $ 1000 se invierte a una rasa de interns de 1 2% anual, Caleule las ean- 
Eidades en la cuenta despues de tres an os si el interns sc com pone anual mente. cada 
medio ano, por trimestre,. me usual mente o diario. 


Solution Se usa la formula de interns compuesto con P — $ 1000, r = 0.12* 
y t - 3, 


Capital izacidn n Csntidad despufo de 3 afios 


Anual 

1 

lOOOj 

(<* 

0.12" 

j ] (i] 

- $1404.93 

Seniianual 

2 

iooo| 

[ 1+ 

0.12" 

j3C>} 

- $1418.52 

Trimestral 

4 

iooo( 

[ l + 

0.12" 


= $1425.76 

Mensual 

12 

iogo( 

( ,+ 

0-12" 
12 i 

I 13131 

= $1430,77 

Diaria 

365 

iooo| 

(■* 

0.12" 
365 , 


= $1433.24 


Se puede observar del ejemplo 9 que el pago de interns se incrementa conforms 
crcce d numero n de peri ados, de capitalization, Veamos qu£ succde cuando n se in- 
crementa de Forma indefiiiida. Si. m = njr, entonces 


Mf) 


f / rY /f l 

rf 



= P 

L\ */ J 


L\ m / J 


u 


Recuerde que cuando m crece, la can Lid ad (1 + lj'tn) m se aproxima al numero e. Asf f 
la cantidad liende a A - Pe Ti . Esia expresidn da la cantidad cuando el intend se com- 
pone a "cada instante**. 
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CAPfTULD 4 Funcionefc exponaneiales y logarftmlcas 


Intercs compuesto en forma continua 


El in teres compuesto en forma rontinuy se calcula mediante la formula 

A(t) = Pe » 

donde = cahtidad de.spucs tic t aflos 

P “ principal 
r - Tiisa de intend por aflo 
i — rsumero de afios 


Ejemplo 10 Calcular el interto compuesto de manera continue 

CaJcule la cantidad despites de tres anos si se invierten 5 1000 a una tasa de in teres 
de 1 2% por ano, capitalizados de forma continua. 

Solution Se usa la formula del interes capitalizable en forma continua con 
P - S 1000, r - 0,12 y t ~ 3 para obtener 

d(3) *= I000e t<n ^ = lOOOe 056 ^ $143333 

Compare esta cantidad con las camidades del ejemplo 9. ■ 


4.1 


Ejeicicios 




1-4 * Use una cafculadqra para evalu ar la funeidn en las va 
lores indication Redondee sus respuestas a tres decimates, 

1 . /to = 4 ’: /( 0 . 5 ), /(V 2 ), /(it), /(}) 

2. /to = 3' +l : /(-I-5), f{V3). f(t), ft-l) 

1- flto - Effl -3)- »( N/5), 0 ( 2 lr), (/(-{) 

4- ffto = (J) 2 *; ?{0.7),g(V7/2),3(l/7r). 9 (|) 


5 — t (} m Bosqueje la gritica de la funcirin construyendo una 
tab la de valores. Use una calculadara si cs net c sari o. 


S. /to = 2' t. «to = *' 

t. /w - (ir s. fcw -(nr 


9 . g(j) = 3 e" 


UK h(x) = 2c" 041 


11-14 ■ Grafiquc ambas funciones en un coitjunto de ejes. 

11. /W = 2' y ffto = 2" 

12. /(*) = 3- y g{x) = (j)' 


IJ. fix) - y g{x) = V 
14. fix) = (*)' y «(*) = (!)' 


15— 18 a Encuentre la funcion 
tica se muestra. 

15 . 



17. 



exponenctal f(x) = d'euya gr£- 

16. 



IS. 



Material prolegidq per d creches de au 
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19-24 ■ Compare Ea timcion exponential con unade las EfSfi- 


cas marcadas I- VI. 
19. /(jt) = V 
21. /(jt) = 5~* 
23- f(x) - 5 1 " 3 



20. /(t) - -5' 

22. f{x) — 5^+3 
24. /(jt) = 5 jr+ ‘ - 4 







25-38 ■ Grafiquc la funckki, no trace lus pantos, atno rrt&s bicn 
uCiliec las grificas do las figunis 2 y 5. Express el dOrtliiliiO. 
rango y la asfntota. 


25. f{x ) = 

“3 J 

26. 

fix) = 

10 “' 

27, ifix) = 

2 4 - 3 

28, 

tf<*) = 

2-* 

29, A(jt) = 

4 + or 

30. 

ft(x) = 

6-3 

3K fix) = 

lO 1 * 1 

32. 

/(*) = 

’(If 

33. f[x) = 

-e* 

34. 

y* 1 - 

- e* 

35. y = £ 3 ~ J 

■ - 1 

36. 

f(*) = 


37. fix) = 

e*" 3 

38, 

y = e* 

■3 + 4 


39-40 ■ Encuentrc la funcidn de la fontia /(jt) — Ca^taya 
gr&fica es la siguicnlc, 

39. 40. 



41* a) Busqueje las grillicas de /(*) = 2 I y^(jf) = 3(2'), 
h) ^Cdmo se relacionan las grificas? 

42. a) Eosqueje las graficas da /(j) = 9*^ y ^(jr) — 3 J . 

b} Use las Icyes de los exponents para explicar !a relation 
entre esias gralicas. 

43. Si /(x) - 10 1 . mceslre que 

}(x + h)~ fix) r J 10* - ! ^ 

— * — - io \nr) 

44. Compare las funciones /(jt) = x 3 yg(x) — 3' evaluando 
ambas para jt — 0. 1, 2, 3*4, 5.6, 7, 8, 9, JO, 15 y 20. Luego 
dibujc las graficas de / y g cn d miseno conjunio de ejes. 

45. La funcidn coseno hiperhAlko se define mediants 

cQsh(,t) = ** ** * 


Bosquieje las grilicas de las fiaefam y — |e J y y = |e - * 
en los mismw ejes y use la adiciOn grtfica (v6tsc la secciGn 
2.7) para bosquejar la griifica iey = coshfjr). 

46. Lafimcidn seno hipcrbdlico se define eomo 


senh(j) 


- e * 


2 


Dibujc la gr^fica de esia funcidn usando la adiciGn gr&tka 
como cn el ejercido 45. 


47-50 ■ Use las definiciones de los ejexekios 45 y 46 para pro- 
bar la identidad, 

47* COSh(-Jt) - oosh(j) 

48. senh( —x} = -senh(jf) 

49* (cosh(jE)J 1 - [serih(js)] 5 ■ l 

50. senh(j + y) = senh(jK)co5,h(y) + cosh(jt)senh(y) 


Material prolegido por der echos de autor 
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SI. u) Compare l;«s tasas tic creei mientu dc las funcioncs 

/(jf) = 2* y = x s difrujando las gr£lieas de ambits 
f undone s en los siguientes rect&igulos de division 

i) [0, 5] poc [0, 20J 

ii> [0, 25) por [0, 10 T ] 

iii) [0. 50] por [0, 10 1 ] 

bj Encuentre las soluciones de la ecuacitin 2 1 = x*, co- 
rrcctas hasta urn decimal. 

52* a) Compart las ta &a s de cnecimiento de las Fund ones 

/(jt) - 3 J y — j 4 dibujando las gralicas de ambas 

Fimrionts en los slgjuientes rectingulos de vision: 

i) [—4. 4] poc [0. 20] ii) {0, 10] par [0, 5000] 

iii) [G t 2Q]por[0> IQ*] 

b) Eneuentre 3ns soluciones de la ecuadtin 3 1 = x\ co- 
rrectas hasta dos decimates. 

53-54 * Dibuje las. graticas de la familia de fund ones para 
c — 0,25, 0,5, J , 2, 4, ^Cfrmo se rdacionan las pificu? 


53. /( x) « cT 


54. f(x) = F 


55- Hustre la definicidn del numero r graficando lacurva 

y — (I + l/jf)' y la recta y — e en la misma pantalla usando 
el rectiingulo dc visidn [0, 40] por [0, 4]. 

56. Invest! gue el comportaniiento de la fund tin 

/w = ( 1- ;) 

cuaodo x — *> ac graficando f y la recta y ™ I /r en la rnisn ui 
pan mil a eon cl rcctingulo de visidn 0, 20] por [0, t], 

57. a) Dibuje las gnificas de la familia de t'undones 


m - ^f ,u + 


para a - 0.5, 1, L5 y 2. 

b) ,.C tmiti ufecla a k grilled un valor mis grande dc a? 

j§ 58-59 ■ Grafique U funcifa y came rue acerca de las asfnlotas 
vertical y horizontal. 

a ^ 

58. y = 2 ,ijr 59. y = ™- 


22 80-61 ■ Encuentre los valores locales miximo y mMmo de la 
fuacLtin y el valor de x en el que ocume cada u no. Express cada 
respuesla eomecEa hasta dos decimalcs. 

*0. g( x) = x* {x > 0) 61. g(x) - r 1 + e ^ 

|2 62-63 * Encucrtrc, carnectos hasta dos dec i males, ]qs interva- 
les cn los que la Funeitin Crete o disminuye y b) el rango de la 
funciin. 


62. y = 10 


i-* 1 


Aplrcaeiones 

64. Firrnacos Cucmdu sc administrd eierto farmaco a un pa- 
cicnte, cl numero dc mtligramos que pcrmancccn cn cl 
loncntc sangumcti del padcnlc dcspucs dc t boras sc mo 
dcla mediante 

D(i) — 3C3ff“ 0S ' 

^Cuinlos mi Ii gramas del fannaco pcrmanecen en el torrente 
sangumen del padente despu^s de tres boras? 

65. Deceimiento radiaetlvo Una sustancia radiacltva se 
desintegra de tal man era que la cantidad de masa que per- 
manecc despues de r dins sc esprtsa mediante la funcidn 

m[t) = I3e m ™ 

dondc m(/) se mide cn ktlogramos. 

at Encucnlrc la masa cn cl liempo l — 0, 

b) i.C’uanut masa pcntiancoe ilcspues de 45 dias? 

66. Decaimianto radiactivo Los medicos emplciiii el yodn 
radiactivo como trazadbr para diagnostic ar ckflos imtomos 
de la glandula tlroides, Estc lipo de yndo se dcsinlegra dc tal 
manera que la masa restante despuds de r dfas sc determina 
mediante la funcitin 

m(t) = 6c 0 ** 

donde m(f] se mide en gramos. 
aj Encuentre la masa en ef tiempo / = 0. 
b) ( ',Cuama masa queda despots de 2fl dfas? 

67. Paracaidismo Un paracaidista salta desde una aJtura 
razonable sobre el sue to. La reststencia del as re que experi- 
rnenia cs pmptircsonal a su vcUicidad, y In constants dc pm- 
porc tonal idad es 0.2. Se puede demos tua que La vdocidad 
de dcscensodel paracaidista en el tiempo i sc expresa como 

i<f) - 80(1 - e~°*) 

dondc r sc mide cn segundos y u(() sc nude cn pics por se- 
gundo |.pies/s). 

n) Encuentre la vdocidad inicial del paracaidista. 

b) Calcule la velocidad de spues de $ s y desputis de 10 s, 

c) Dibuje La grifica dc la Funeibn dc velocidad iiV}. 

d ) La vdocidad maxima dc un objelo que cac con resisten- 
riadd viento sc llama su velocidad terminal. Dc la gri' 
fiva del ine iso c| eucucntrc k vdocidad tcrmira.1 dc esLc 
paracaidista. 



i v\t\ - 80^1 - c 0JJ ) 

L 


iai 


arial 


rorogid 


:hos dt 


63. y = xe "* 
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fiil h Meitfas, y conc^ntrsciojie* Un barril de 50 galones 
s e lloiiLL por complete con agua pura. A conti nuacion sc 
bombea haeta el h-itiri I agua salada cor una ccmccnTnicitin 
dc 0.3 Ib/gal, y la mczda rtsul [ante sale a la mistna t&sa. 

La cantidad de sal en el barril en el tietnpo i se determina 
rocdiame 

CKO = 15(1 

donde t se mide en minutos y Q[t) sc midc cr libras. 

a) t ,Cudnta sal csta cn cl barril dcspucs dc 5 rilin' 3 

b) ^Cusinia sal estA en el barril despuds de 10 min? 

SS el Dibujc n na gr&fiea dc la funcitin £>(r)„ 

dl Use la griitica del inciso c) para dclcrminur cl Valdr aJ 
que sc aprojumii la caniidad dt sal cn cl barril custndu 1 
se vuelve grande. ^Es eslo La que esperaria? 



Qit) = 1.5<1 - e-“ Mr J 


fi9. C reel miento logistic a Las poblaciones animates no 
pueden crecer sin restrict: Lt>n debido a la limilacidn de habi- 
tat y suministros dc alimcnlo. En laics condiciones la 
poblacitin sigue un modflo de crvcimienln fogfastico 

d 

1 + ke* 


Pit) 


donde c, d y k son consumes positive Para cierta pobla- 
cidn de peces, en un pequerio esianque d = 1200, k = 11, 
c - 0.2, y i se nude en anos. Los peces se Lntrodujerop en 
cl cslanquc en el liempn / - 0. 

a) ^Cuanlos peces se colocaron original men tc cn el 
esianque? 

b) Calcule la pnblaciCm despuds de 10, 20 y 30 altos. 

€ ) Evaliie /'[/) para valorem grandes def.^A qu4 valor 

tiende la poblacitin cuando / — * oo? ^LagrAfica mns- 
Irada cunfirma sirs cAlculos? 



70- Potto cion de aves La poblucitin dc cierta especie de ave 
csta liiimada por el lipo de habitat reqneridn para anidar. I .a 
poblaeidn se comport! de acuerdo con el mndelo de crecb 
mien to log! slice 


4 ') - 


5600 
115 + 27 


dondee t se mide en anos. 
a) Ertcuenlre la poblacitin inicial dc aves. 
h> Dibujc la grlfica de la fund tin n(f). 

c) ^Quti laraaito ticnc la poblaeitin. cuando cl tiempo 
avanza? 


| 71, 0 ifi metro de un irbol Para cicito tipo de arbol cl 
diAmetro D {cn pies) depende de La edad del Sr bo I i (en 
alios) de acuerdo con el modelo de erecimiento logf&tico 

5.4 

/3 * rJ " 1 + 2.9e-°° u 

Determine cl didmetro dc un arbol dc 20 linos. 



72, Poblaeitin de conejos Suponga que una poblaeitin dc 
condjOs sc comporta de acuerdo con el mode to de ereei- 
mienio logfsiico 


n(t) = 


300 


0.05 + 


/ 300 

V 


0.05 e 


0 15 ! 


donde n 0 es La pohlacion Inicial de conejos. 

h> Si la poblaeitin inicial es 50 Conejos, ^udl serti la 
poblaeitin desputis de 12 atios? 

Dibuje las grifkas de la funcitin n(r) para n a = 50. 500, 
2000, 8000 y E2 000 en el reet Angulo de visidn [0, 3 5~ 
por[ 0 , 12 000 } 

c) De las grlficas del inciso b), obscn r c que, sin impurtnr 
la publncitin inicial, la pcblucitin dc conejos al parccer 
se aprnxima a cieno niimero conforme el liempu 
avjtnxa. ^Cudl cs ese niimero? (Este en el niimero de 
eonejosque puede soportar la is la. ) 
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73-74 ■ Interes com puestc Un* inversion dc 5G0Q dfflarcs 
sc deposits en u n-u ouentacn ki quc d in [civs sc capitalize men' 
sualmentt. Complete la table llenando las c&midijdes a las qnc 
erece la inversion cn Ids liempos indicudos o las uses de intends 

73- r — 4% 74. t = 5 unos 


75. Inter fts compuesto Si se invienen 10000 ddlares a una 
tasa dc intends de 10% por ado. capitalizable semianual- 
mente. encuentre el valor de la inversion despu^s del 
admen dado de aflos, 

a) 5 anos 

b) 10 afi.es 

c) ISaflos 

76. Inter*! compueste Si se ahonran 4000 dAlarca a una tasa 
die interns de 16% por aiio, capitalizable trirnestralmente. 
encuentre la cantidad dehida al final del numero de aftos 
dado 

a) 4 aflios 
h) 6 arms 
c) 8 anus 

77. Interns compuesto Si se invierten 3tXX) ddlares a una 
tasa de. metres de 9% por aiio. encuentre la cantidad de ia 
inversion al final de 5 aflos para Ids sigutetil.es metodos de 
capital izacidn, 

a) Anuat 

b) Scmiunual 

c) Mensual 

d) Semanal 
e> Par dfa 
f > Par horn 

H.) De manera eormrtua 

78. Inter*! compuesto Si se invierteo 4000 ddlarea en una 
cuema para la coal el i meres sc capital iza trimestraJmente, 
cneifenifit la cantidad de la inversion al final dc 5 arias para 
las siguientes tasas de interns. 

a) 6% b) 6|% 

c) 7% d) 8%. 


79. Interns campuesto ^Cual de Instasasde inieres dadas 
y periodcs de capita I izae ion proporeionarian la mcjrvr in- 
vcniit5n? 

i) 8;% por ana. capitalizable cada medio ano 
ill 8{% por aflci. capitalizable tri meslr.il menle 
iii) 8% por an«. capitalizable de forma commua 

80. En teres compuesto (‘Cual de Jus [asus dc interns dadas 
y periodos de capita I iz-acirin proporcionarfan la mejjur in- 
version? 

i f 9] % par aria, capitalizable cada medio aiio 
ri i 9% por afk>, capitalizable dc forma continue 

UL Valor presente El valor presente de una suma de dinero 
cm la cantidad que sc debe in vert ir ahora, a una determ inada 
tasa de interns, para produeir la smna deseada en ana techa 
posterior 

a) Encuentre el valor presente dc 10 000 ddlares si sc paga 
intends a una tasa dc 9 f A por ana. capitalizable cada 
medio aiio. durante tres anos. 

bl Encuentre el valor presents de 100 GOO ddlares si sc 
paga interes a una tasa de 8% por aiio, capital table 
mensualniente, durante 5 aftns, 

|j 82. Ircvertibn <$e invic rte una suma de 5000 ddlares a una tasa 
de inlcrds tic 9% por aiio, capitalizable cada medio aiio. 

□ J Eneucntre el valor .-If / ) de la inversion despues tie i anas. 
b | Dibujc una gnifica de .11/}, 

c) Use la gr^fira dc 4(f ) para determinur cuando csta in- 
version Itega a 25 000 dtilyres. 

Descubrimiento * Debate 

83, Crecimre-ntd die una funcidn exponential Supongaque 

3e ofrcceo un empleo que dura tin mt-H. >■ sc la pagarJ muy 
hien. ^Cual de |os sigyientes metodos de pagoes mis 
rentable para uslcd' 1 

il) Lin mil tan dc tidlarcs al final del mcs. 

b) Dos centavos t-l primer dfa del mcs. 4 centavos el se- 
gundo dfa. 8 centavos el tercer dfa y. tn general. 2" cen- 
tavos en d n-esimadta, 

84- Altura de la graflca de una tuncion expaneneial Sli 

profesor de mate mat leas le pide tra/.ar una grtlfica de la fun- 
cidn expaacncial 

m - 2 * 

para x entne 0 y 40, usando una escala de 10 urtidades para 
una pulgada. i.Cuiles son las dimenskors de la hoja de pa- 
pe l q ae neccsi tara para trazar esta grafica? 


Tiempq 

(afios) 

Can ud ad 

1 


2 


j 

4 

c 


6 



Tasa 
por aiio 

Cantidad 

1% 


2% 

■l£7 


4% 


5% 


m 
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PROYECTO PARA UN 
DESCUBRNVnENTO 



Explosion exponencial 

Como ayudy para e mender con™ es d crecimiento exponencial explosive, se 
probard un experiment mental. 

Suponga que hoy coloca una rnoneda de un centavo de ddlar en su aleancia. 
dos centavos mafianu, euatro centavos d siguienh 1 din. elec [era, duplicandu d 
nurnero de monedas que agrega a la alcanda cada dfa (vgase la tabla). jjCttitiius 
monedas de un centavo habrd colocado en su alcanda en el dfa 307 La respuesta 
es 2"' centavos, Lmi es simple. ;.pero puede adiv inarcgdiUus ddlafes es esa caiui- 
dad 7 j2 ?i ' centavos son mas de 10 millones de do lares l 


“ 


Die 

Centavos 

0 

1 

l 

l 

2 

4 

3 

8 

4 

16 

+ 

n 

2* 


4 


Como se puede observer, la funcidn exponencial f(x) = 2 X crece con extre- 
ma rypidcz, Hstc es el principio deirys de las expEosiones mb miens, Cuando un 
atomo se divide libera dos neutrones, que causan la division de dos dtomos. y 
cada uno libera dos neutrones, que a su vez provocan la division de euatro 
attsmos. y ass sueesivumcnle. Hn la e-esimu etiipu sc divider! 2" animus, junu 
explosion e x pone nda 1 1 

Las poblaciones unibien crecen de Forma exponencial. Veanios que signi- 
lica cslo para un tipo dc bacteria que se divide cada rninuln. Suponga que a! 
mcdiodfe una sola bacteria colon iza unu lata de corn ida desechada. La bacteria 
y sus deseendie rites son Felices, pero temen el momento cuando III lata esie 
completamente Iteua dc bacteria** el Dia del jtiicio final. 

1. ^Cuantas bacterias hay en la lata a las 12:05? ±A las 1 2:10? 

2. La lata estd completamente Hera de bacterins a la I :Q0 P.M. t r ,A que bora la 
lata tenia la mitad de bacteria*? 

3. Cuando 9a lata tiene la mitad de bacterias, el presidents de la colon ia asegum 
a sus ciudadanos que cstri lejos el dfa del juido final; despues dc undo, queda 
tamo espacio en la lata como el que se ha usado en toda la historia previa de 
la colonia. ^Estd en lo correcto el presidente? ^Cuinto tkmpo queda antes 
del Dfa del juicio final? 

4. Cuando la lata estd llena a itn cuarto. ^cuaiilo resta para el Dfa del juido 
final? 

5. Una bacteria sabia decide empezar una nueva colonia en otra lata y reducir 
el ueinpo de division a 2 minutos. £ ' r Cuanto tieinpo tiene esta nueva colonia? 
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CAPfTULO 4 Functones exponenciales y Sogan'tmicas 


Functones logaritmicas 



Figure 1 

f(j) = a c cs urn a urtO 


En esta seccidn se e stadia h Lnversa de las funciones exponential es. 

Functones logaritmicas 

Tbda funcidn exponential /(*) — o\ con a > 0 y a * 1, e$ una fimciifn uno a uno 
por la prueha de la recta horizontal (v6ase k figura I para el caso a > l) y, por lo 
tanto, liene una funcidn inverse. La funddn inversa / “ 1 se llama Juncidn iogarfanica 
con base a y se denota por log^. Retuerde de la section 2,8 que se define por 

/“'{*) = V ^ /(>’)“* 

Esto conduce a la siguiente definition de 3 a funcion logarftmica. 


Definition de la funcidn togarilmica 


Sea a un otimero positjvo con a £ I. La funciori Infant mica con base a, de- 
noiada por lug,,, se define 

El log^X ~ y se lee como “el log base a log^, x — v 44 a" — x 

dc x cs y". 

A si, log^.r es el exponent al que se debe elevsr la base a para dar.r, 


Per tradition, el nombre de la funddn 
logBfftmica e* loj^. nn sdlo una sola le- 
tra. Tamhien, narma Interne se omiten 
!os panintesis en 3a notadrtn de funcidn 
y se escribe 

togix) = log** 


Cuando se usa la definition de logahtmos para Lntertambiar entre la forma lo- 
gpritmica log^* “ y y la forma exponential a y — Jt, es lilil observar que, en ambas 
formas, la base es la mis mu: 


Forma Logaritmica 

Forma exponencial 

Exponents 

Exponents 

log^x - y 

a* = * 

Base 



Ejemplo 1 Formas (o gar it mica y exponential 

Las formas logarftmica y exponential son ecuaciones equivalentes, si unaes cierta 
ententes k otra tambkn Jo es. For lo tanto, se puede intercambiar de una forma a la 
otra cotnoen las siguientes iiusiraciones. 


Forma logarftmica 

Forma exponencial 

logiolOOOOO = 5 
log 3 8 “ 3 

- ^3 
logjj = r 

10 s = 100 000 
2 J - B 

i-i — 1 

1 s 

5 r = j 


Es import ante entender que log^x es un exponents. Por ejemplo, ios numeros de 
la tolumna deretha de la tab! a del maigen son los logariimos (base 10) de Ure nd- 
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JC 

login* 

10^ 

4 

to 3 

3 

10 1 

2 

10 

1 

I 

0 

10"' 

-1 

I0" s 

™2 

10- 1 

-3 

10"* 

-4 


Prnpiedad.de la ftincirin inversu: 

r '(/to) = * 

/(/ 'to) = X 


mems de la columna izquierda. Este es el caso para todas las bases. CDiTIO sc ilustra 
en d ejemplo siguicnte, 

Ejemplo 2 Evaluar los iogaritmos 

a) log l& lGOO = 3 porque 10" = 1000 

b) log 2 32 = 5 porque 2* = 32 

c) log| 0 0. 1 = — 1 porque 10" 1 =0.1 

d) log L6 4 32 | porque 16 1,2 = 4 

Cuando se aplica la propitdud dc la funcidn inversa descrita en la p£gina 227 a 
f(x) = a x y f ] (jt) = log d jr r se obtiene 

logjti 1 ) = x xBU 

a h^i =x X>Q 

Se tisian £sta y otras prop ted adcs de Iogaritmos analizadas en esta seccidn. 




Fi g u rs 2 

Giifica de la funcidn logon tmica 
/(*) = lo & J 


Lu nctacidri de fledha sc cxpbca. en In 
p4gina30I. 


Propiedades de los Iogaritmos 


Propiedad 

1 . toga 1 = 0 
Z, log,j(3 *■ 1 

3. log^u ' - x 

4. = x 


Razdn 

Sc dcbc elev ar a a la potencia 0 para obtcncr 3 . 

Sc dcbc dcvar a a la potent ia 1 para obtener a 
Se debe elevar a a la potencia x para obtener a\ 

log,,* es la polencia a la eua! sc dcbc elcvar a para 
obtener v 


Ejemplo 3 Aplicar las propiededes de los logaritmos 

Se dustpan las propiedades de los Iogaritmos cuando la base es 5. 

logj 1 ~ 0 FropaAsd 1 log* 5 — 1 Fropi&ABd 2 

log.,5 8 = 8 FVopl«t»4 3 5 ]o|jl2 =]2 Ptoptatad 4- ■ 

Graficas de funciones logantmicas 

Hay que recofdar que si una funcidn / uno a uno tiene dominio A y rango B< enton- 
ces sir funcidn inversa / 1 tiene dominio B y rango A, Rutsto que la funcidn expc^ 
nencial j(x) = a 1 con a ^ 1 tiene dominio R y rango (0, do ), se concluye que su 
funcidn inversa, / L (jr) — log^j, tiene dominio (0, oo) y rango R. 

La grdftea de / _l (*) = log** se obtiene relkjando la grriliea de /(jt) - u r en 
la recta y — x. En la figura 2 se muestra el caso a > J . El hecho de que y — a x (para 
a > 1) sea una funcidn que crece muy rap i Jo para x > 0 implica que v = log^jr es 
una funcidn que crcee muy lento para r > 1 (vease el ejercieio 84). 

Puerto que !og a I - 0, la intersecddn con el eje jcde la funcidn y = log^jres L E3 
ejey es una aslntota vertical de y = log,j x porque log. 3 x —* -oocuando x —* 0 + . 
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CAPlTULO 4 F undone s sxponancialo& y iogarftrnic&& 



Bertni&wiyGertM HutlWi/DeUtd) Lullrrliim 


Cato 

Cumplirni&nto de la ley 

Las maternal icas iivudan a] cum 
pjimi«nto tte la ley m formas nu 
merosas y sorprendentes, desde 
Li rcconMmccion de tray ec tori a-s 
de by hi. dciemunar la hota de una 
ttiucrte, hasla calcuEar la probabi- 
I idad de que una mueMni de ADN 
sea de UftW delcnnmada persona. 
Un uso interesante es esi la inve»- 
tigacirin tie personas extravjadas. 
Si una persona ha estado petdida 
durante vanos arms, esa persona 
podrm lencr an a spec to baslante 
distinto dd de su fotografia mas 
redente disporiible. Esto cs pur- 
ticularmente ckno si la persona 
extraviady.es url rino. f-. AItrUna vei 
se ha preguntado edmo se verfa 5 K 
1 0 o 1 5 anus a partir de ahora ? 

Los iiwestigadoosa han encon- 
trade que diferentes partes del 
cuerpocrecen a distintas tasas, Por 
ejemplo, habri notado que la ea- 
beza de un be be es macho mas 
grande con rcspccto a su cuerpo 
que Ui de un adulto. Como olro 
ejemplo. fa relacidn de largo del 
bra/o a la altura es } an un riitVu. 
pera cere a dc en rnn adulto. Me- 
dtanie la rccoleecidn de datos y cS 
anal i sis de graficas. los investiga- 
dorrs pueden delcnninar las fun- 
cioncs que modclan d erce imiento. 
Como en lodos los lenomenos de 
crecimientci, las lundones expo- 
nentiates, y login tmicas desempe- 
nan un papd crucial. Por ejemplo. 
la liinnula que rclaciona el largo del 
brazo } con la ulnmi h es i = ue** 
donde a y k son consiantes. 

{continual 


Graficacion de una funcidn to gar it mica mediante 
el trazo de puntos 

Braqueje la grifica de /(jc) — ]og 2 jc f 

Solucion Para construir una labia de valores, se el i gen los valorem * como poten- 
das de 2 de mode que pueda bailor con facilidad sus logaritmos. Se gralkan estos 
puntos y se unen coo una curva lisa como en la figure 3. 


Ejemplo 4 


$ 

Hi* 

l y 

3 

2 2 

2 

2 

\ 

1 

0 

T 1 

-1 

2~ 1 

— 2 

2 -3 

-3 


-4 



En la figure d se muestran las gr&ficas de la familiade funciones logaritmicas eon 
bases 2* 3> 5 y 1 0. Estas gitfficas se dibujan reflejando las gr£ficas de y = 2 r t y — 3 t t 
y — 5 T y r v = 10* (vdase la figure 2 en la seccidn 4.1) en la Ifnea y - j, Se pueden 
trazar tambi£n puntos como ayuda para bosquejar estas grSficas, como se ilustra en 
el ejemplo 4. 



logs* 

lOg:,* 

to®* J 
lOgiaJ 


Figurs 4 

Una familia de fund ones logaritmicas 


En los dos cjemplos siguientes se grafican funciones logantmicas comen^ando 
con las gr^jicas trfsicaa de la figure 4 y usando las transfonnaciones de la seccidn 2,4, 



SECClOMi 4.2 Funciones Eogari'tmicas 


346 


Al estiidiar vaiias car^jcicnsEicas fi- 
sivas tie una persona, los hi bingos 
maicraMcos niDdclan cadfl cutjc- 
ictfstica mcdiuMe urm funcidn qutr 
describe cbirlo t'Jiilbm von d licm- 
pa Los modelos de caraetmslicaii 
fiidiiles sc pucdcn programur cn 
una compuLadara para dur unu fo 
luijrafta de corno cambjii la apa- 
riencia de ana persona onn d 
ticmpo. r.stas fotogjrafEa.s ay udan L i 
las agendas t'nvargLiJa’* de ajur- 
ctrr ia k\ para tocsiliziir a personas 
extravsadav 


Ejemplo 5 Reflesion de grdficas de funciones logantmlcas 

Bosqueje la grafica de cada funcidn. 
a) ff{x) = -log 2 J b) h{x) = logn(-j) 


Solution 

u ) Se comienza con la graliea de f(x) = Iog 2 x y se refleja en el eje x para obtener 
la grafiea de q(x) = - !og : x on la figura 5{a), 

b) Se comicnza con la grAfica dc f(x] — !og 3 .i y sc rdlcju cn el eje v para obtener 
la gratica de /if.r) = log 2 (— jc) en la figura 5(b). 


>' + 



Frgura 5 



Ejemplo 6 Desplazamiento de graficas de funciones 
logant micas 

Encuentre el dominio de cada funcidn y bosqueje la grdlica. 
a) #{*) = 2 + logjA b) h{x) = log 10 (.i - 3) 

Sol u cion 

a) La grafica dc ff sc oblicnc de la grahea de f{x) — log 5 Jt (figura 4) desplazair 
dola dos unidudes (vease figura 6j. El dominio de / es (0 < oo). 





bj La gr&fica de h se obttene de la graliea de /(*) = log^* (figura 4) desplazin- 
dolp a la derecha tres mudades (vtfase lu figura 7 en la piigina siguiente), La 


Material proleg iclo por derechos de autor 


346 


CAPITULO 4 Furtctones expcm enemies y logaritmicas 



John Napier ([550-1617) I ul- un 
rerraienieiitf csctx'es euyo pasu- 
tiempu cnan las maieitidlkas Let 
conocemos hoy dia tiebido a su in- 
^e-rnti; lo^ logaritmos. q Lie puhlicd 
en E6I4 bajc cl tflul l> Dtrscripiion 
' th? Mtm'r'lovut Rule of Logarithm;* 

r Una dtwripctfto dr lit fltffto ma- 
ngviUt'M tit' lm logaritmos). tn la 
cpiva do Napier. lew, logaritmos w 
usaban cxclusivuircrtcr para sim- 
pliilicar cdk’ulus complicados, For 
ejerrpio, para mu I Lip Hear dos mi- 
merus granites se cscribirfan coithi 
ptHcrteias do ID. Lus cxjttftcni.es 
wn stmplemenre los logariimos de 
los numerov Pur ejemplo, 

4532 x 57783 

=* llpsn* x JO 4751 ® 

= I0443HW 

» 2b I 872 564 

La idea es que mulliplicar polle n - 
cias de 10 es fJcii ( simplcmcnlc sc 
'■liman “iiis expooentevt Napier 
pmdujL> tablas extends que dan 
los Eogantmos (o exponents) de 
mimeros. Dcsde la llcgada de lah 
cufculudoras y Himputadoras, Jos 
jbgaiitilliQO ya nu s: usan para cstc 
proprt&ita Sin embargo, I us {'undo- 
ne s log aril micas han eiicciJUrado 
mu eh as spliradones. algunas de 
las eualcs se descrihen en esle ea- 
pi'tulo. 

Napier e scri bid .suhre muchos 
tanas, Uno de sus Irabajos mas 
pin foresees es on librti inuludn A 
Phone Discovery of the Whole fte- 
relation of Saint John „ cn el que 
predict que eE mundu terminaria cn 
el aiio 1700. 


recta x = 3 es una asm tot a vertical, Puesto que log^jc se define s6lo oiando 
x > 0, el domitiio de — log 10 (r - 3) es; 

{x | rV - 3 > 0} = {x | a- > 3} = (3, oo ) 



Logaritmos comunes 

Ahora se cstudian logaritmos con base ID. 


Logaritmo comun 


El logaritmo con base 10 se llama logaritmo comun y se denola oniiliendo la 
base; 

log x = log] fl j 


De la definition de Logaritmos se puede encontrar fficilmente que 

log 10 — I y log 100 = 2 

Pero, ^c6mo se calcula log 50? Se necesita hallar el exponents y tal que 1 0 v — 50, Es 
evideme que 1 es muy pequeno y 2 es demasiado grande. Por lo tanto T 

I < log 50 < 2 


Para obtener una mejor aproximacitin, se puede irtentar hallar una potencia de 10 
mas proximo a 50. Por fortuna, las caJcuJadoras cientificas estan equipadas con una 
tec la u<n5 que da de manera directa los valores de logaritmos comunes. 


Ej^mplo 7 Evaluacirin de logaritmos comunes 

Use una calculadora para hallar los valores apropiados de /(j) — log x y use los 
valores para bosquejar la grafica, 

Solucion Se construye una tab] a de valores, usando una calculadora para evaluar 
la funcion en esos valores de x que no son potencies de 10. Se grafican esos punros 
y se unen mediante una curva suave conio en la figura 8. 
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La respuesLa humana al .wnldo 
y a La intensidad lumLnosa 
es Logarilmica 


t.a escalade dcij :lx'- 1 e s. sc esludia en la 
sfcc Lon 4.5. 


W7 


X 

Jogj 

aoi 

“2 

0.1 

-1 

0.5 

-0301 

1 

0 

4 

0.(502 

5 

0,m 

10 

l 



Los cieiuilieos model an la respuesta humana a estnmilos (como sonido, luz o 
presitin) por medio de funciones logarftmicas. Por ejemplo, la sntcrvridad de un so- 
nido se debe incremental muchus veces antes de percibir que 3 a sonoridad se ba du- 
plicado. El psic^logo Gustav Fechner formuld la ley como 

donde 5 es la intensidad subjet iva del esEimulo, / es la intensidad ffsica del estimu- 
to, t(f representa ta intensidad fas Lea umbral y k es una constants que es diferente en 
eada estfmulo sensorial . 


Ejemplo 8 Logaritmos comunes y sonido 

La perception de la sonoridad B (en decibeles, dB) de un sonido con intensidad 
ffsica / (.en W/irr) esti dada por 



donde I n es la intensidad ffsica de un sonido apenas audible, Encuentre el nivel de 
decibeles (sonoridad) de un sonido cuya intensidad ffsica / es 100 veees la de I 0 . 

Solution E3 nivel B de decibeles se encuentra usando el hecho de que / = I00/ Q . 

CteflniGi&ide 13 

I = 1 OOI 0 

Cancer l 0 
Defitilcl^n de k?g 

La sonoridad del sonido es 20 dB. ■ 

Logaritmos naturales 

De las posibles basest para logaritmos, results que la eleccidn mds CGDveniente para 
las propdsitos de cilculo es el numero e. que se delinio en la seccidn 4, 1 . 


fl=l 0 loe (i) 

/ IQOlA 
= 10,o g ( -) 

= 10 log 100 
- 10-2 = 20 
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logarrtmo natural 


La notaridn In es uniL ■toreviatura El SogaritHio con base e se llama Ingarilmn natural y \s denota por In: 

pauti In ptiEiibra tn Ulfa bgariihmm 

naturafis. In j; ~ log^ t 


La funcion logaritino natural y = In jr es la funcion in versa de la funcion espo- 
nencial y = Ambas funciones se grafican en la dgura 9. Por la defirricidn do fun- 



Si se sustilnye a - e y se escribe “In" por "log," cn las propiedades de logarii- 
mos mendonadas antes, se oblienen las siguientes propiedades de los logaritmos 
naturales. 


Propiedades de los logaritmos naturales 


Propiedad Razon 


1. In 1 = 0 

2, In e = I 

3, In e ' - x 

4. p* - .T 


Se liene que elevar e a la potencia 0 para obtener I . 

Se liene que elevar r a la pole rid n l para obtener <•'. 

Se liene que elevar e a la potencia x para obEener e 

In x es la potenda a la cual e debe ser elevuda para 
obtener x. 


Las ciilcnladoras est&i equipadas con una ted a j ln ; que da de manera directa los 
valores de los logaritmos naturales. 


Ejemplo 9 Evaluar la funcion logaritmo natural 


a) In e* = S 

b) ln^ t } - In e~ 2 — ~2 

c) In 5 - 1.609 


Dcfinic 1(5(1 dc logs nr mo natural 


Permission dc kjgaritmp natural 


Use la tecla LN ffrt la calculators 


©rial pro leg i do por do roc h os do autor 
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Ejemplo 10 


Hallar el dominio de una funcion logaritmica 


Encuentue el dominio de la funcitin f[x) = ln(4 — jr 1 ). 

So I uc ion Como con cualquier funcion logaritmica, In jr se define cuando x > 0. 
Por Jo ianto t el dominio de / es 


{.*■ | 4 — x 1 > 0} “ {*] x 2 <4} = {jc| | x | <2} 


= {x\-2<x<2} = (-2,2) 



-3 4 — +■ 


-t — \ 3 


-3 


Figure IQ 1 

y - jrin(4 - r 1 ) 


Ejemplo 11 Oibujar la grafica de una funcion logaritmica 

Dibuje la grafica de la funcitSn y — x ln(4 — jc 1 ) y empleela para hallar las aslntotas 
y valores locales mfoimu y mfnim o. 

Solucion Como en el ejemplo 10 e! dominio de esta funcitin es el intervalo 
( -2, 2), asf que se elige el reclingulo de visitin f — 3 h 3] por [—3, 3]. La grafica se 
muestrs en la figura 10, y de 6sta se ve que las rectas jt = -2 y x = 2 son aslntotas 
vertical es. 

La fund on tiene tin punto miximo local a la derecha de x = L un punto mini- 
mo local a la izquierda de x — - L A1 hacer un acercamlento y segtiir la grafica 
con el cursor, se encuentra que el valor maximo local es aproximadamenfe L13 
y esto ocurre cuando x “ 1.15. De manera similar fo al observer que la funcitin es 
impar), se encuentra que el valor mmimo local es casi - L 1 3, y ocurre cuando 
jt = —1.15. a 


Ejercicios 

1-2 ■ Complete la tabla con la forma exponendal logaritmica 


3-ft ■ Exprese laecuadtin en forma exponential, 


aprapiada de La ecuacirin, como en et ejemplo 1, 

3. a| log* 25 - 2 

b) logs 1 = 0 



4. a) log ia O.I = -1 

0} logfl5l2 - 3 

L Forma 

Forma 



logaritmica 

ex pen social 

5. a) tog, 2 = 5 

b> = -3 

log H 8 = l 


6. a| tog, SI = 4 

b) logg 4 = ] 

log H 64 = 2 


7. a| In 5 - x 

b) In y = 5 


= 4 

8. a) tn(jr + 1) = 2 

b) ln(jr "l)=4 


fl J = 512 



log H (s) = -1 


^-14 ■ Exprese ta ecuacitin en forma logaritmica. 


o“2 _ I 

° “64 

9. a| 5 J * 125 

b> 10" 4 = 0,0001 



10. al I0 5 = 1000 

b> 81 |/2 = 9 

2. Forma 

Forma 

11. al 8” 1 = J 

b) 2-> = j 

logaritmica 

exponential 

12. al 4"^ = 0425 

b> I s = 343 


4 3 = 64 

13. a) e 1 * 2 

b) e 1 = y 

log 4 2 - j 


14. al = 0.5 

b) e 0ij = t 


4 m = 8 



= -l 


15-24 ■ Evaltie la expresitin. 

108.0 = 4 


IS* a) logj3 

b) logjl cl 


H" 

11 

$ 

i 

16. a) log s 5 4 

b) log*64 c) 



3 SO 


CAHTULO 4 Fundones expose naa I es y logariTrmcas 


17, 

a) 

log* 36 

b) 

log* 81 

c) 

10g; ? 7 ,fr 

18, 

*> 

log 2 32 

b) 

logaS 31 

c) 

tog 4 ■ 

19. 

a) 

logs(A) 

b) 

log LQ VIO 

cl 

logs 0.2 

20. 

a! 

logs 125 

b) 


cl 

log^ V3 

21. 

a) 

2 s ** 57 

b> 

3 10 * 5 

cl 

* hvS 

22. 

a) 

* l " 

b> 

I0 1 "* 3 

c> 

10*^ B7 

23. 

a) 

log a 0.25 

b> 

tn e* 

c> 

ln(l/e) 

24. 

a) 

log 4 V5 

b) 

log 4 (|) 

C> 

tog* 8 


41-40 • Compare la l'un-ci.6n logarilmka con Lina dc las gr£fi- 
eas nmcadfet l-VI, 


25-32 ■ Use la definicidn Jc la funckki logarflmka para 
hullar x. 


25. a) log 2 x - 5 
26k a) log s x - 4 
27+ a) logs243 — x 
28. a) log 4 2 - x 
29* a) log io x = 2 
30. a) log, 1000 = 3 
3L a) bg, 16 = 4 
32. 1) tog, 6 = i 


b> log; 16 - X 
b> log ]g 0.1 = x 
h> log 3 x = 3 
b) log 4 x = 2 
b) logs x — 2 
b) log 1 25 = 2 
b> log, 8 - i 
1 » log, 3 - 5 


33-36 ■ Use una calculation para evaluai laexpresidm, 
correct* has-la cuatro dec! males. 


33. a) log 2 

34. a) log 50 

35. a) In 5 

36. a) In 27 


b) tog 35.2 
b) log V2 
h) In 253 
b) In 7.39 


O !og(§) 
el log(3 V2) 
e) ln( 1 + V5) 
cl In 54.6 


37-40 ■ Encuentre la funtidn de la forma y = log e jr cuya gr i- 
fica se da. 

38. 





41, /(x) - -In x 
43. f{x) = 2 + In x 
45+ /(x) = ln(2 — x) 



42, f{x) - ln(.t - 2) 
44+ f{x) = ln(-x) 
46. /(x) “ -ln(-x) 


rr j* 






47. Dibnjc la gralka de v = 4\ despuis milled a para dibujai la 
grifica de y - tog 4 x. 

48. Dibuje la grdfica de y = 3 T , Luego empkela para dibujar la 
grlfica de v - logjX, 

49-58 ■ Gralique La funcion sin iraz+u los puntos, si no a partir 
de las grtticas de las figuras. 4 y 9. Exprese el dominio. rango y 
asfntota. 


49. /(x) - togj(x - 4) 
51. g(x) - logj(-x) 
53. y — 2 + log^x 
55, .¥ = I - log | fl x 
57, _>■ = | In x | 


50. /(.r) — -log lQ x 
52, g(x } - In (* + 2) 

«• J> = 10ij(x - I) - 2 
5<. y = 1 + h(-x) 

58, y = In f x j 
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5‘M>4 ■ Encuenirtr cl dominio de La funriOn. 

5% /(*) - \o^x + 3) 60, fo) = 1o Bs (fl - 2x) 

<1. tffa) = log 3 (jr 2 - 1) 62. g(x) = ln(j - Jf 2 ) 

63* = Inje + Ln(2 — *) 

64* fc(je) = Vx^l - k>g 5 ( 10 - j) 


cia* la concentraci6n (en moles/litro) se encuentni pur medio 
de la formula 

c— woh(i) 

donde /,. es ta inlcnstdad de la luz incidcmc c /es la inlcnsi- 
dad de luz que emerge. Encuentre la concentration de la 
sustain: ia si ta mtensi Jad es 1 es 70% de /„. 


^ 65-70 ■ Dibuje la grffiei de la t urns’ i cm en un reeiingulo de 
vision adecuado y cmpltfda para haJlar el dominio. las asintolas 
y Los valores locales rruLsimo y mini mu, 

65. y — lug 1Q j( I - .i 1 } 66, y - Inf* 2 - x) 

67. y «= x + In c 68. y = jpflnj) 1 

69. y = ~ 70. y = Jf log ]0 j(x + 10) 

j Jjjj 71* Compare las rasas de creciniienio de las t'untiones 

/(x) - In x y g{x) - \G dibujando sus grfficas en una pan 
talla comun en el rectdngulode vision [-1, 30] por [- 1, b\ 

32 *) Dibujundo las gfificas de las tWieiores 

/(j) “ I + ln(J + j) y $(x) - Vx 

enun rccl&ngutodc vision adecuado. muestre que ir- 
eluso euandu una funcidn logaritmica comieoza mds 
alta que una funcidn radical on dltima instanciB es al- 
canzada por la funtitin radical. 

b) Bncuentre, corrects* hasta do* decimates, las solutions 
de laecuatidn Vx — L + ln(L 4- x). 

S ^3-74 ■ Se da una familia de fundemes- 

a) Dibuje las graficas de la familia para c = l* 2, 3 y 4. 

b) £C6mo estiln reLacionadas las gr&ficas del inciso a)? 

73. f{x) “ log[cr) 74. f(x) - clog* 



79, Fechadti eon car bo no La edad de un cbjcEo anltguo sc 
puede dcEerminar por la caniidad de cartono 14 radiactivo 
que pcrmanoce era 61. Si Da es La camidad original de car- 
bono 14 y D es la cafttidad restanie, ententes la edad A del 
objeto fen aflos) se determina por 

A = —8267 Inf ~ 

\ D g 

Encuentre la edad de un objelo si la cantidad D de earbemu 
14 que petmanecc cn cl objelo cs 73% de la canlidad Origi- 
nal D iy 

811 Co Ionia de bacteria s Ciena cepa de bacterias sc divide 
cada tres boras. Se una cdonia comienza con 50 bacteria*, 
enlonces el tiempo t (e n boras} requerido para que la colonia 
crezca a N bacteria* se expresa como 

IobCjV/50) 

1 log 2 

CaLcule el tie mpo requerido para que la cokmia cnezca u un 
milldn de bacEeriEis. 


75-76 * Se da una funcidn /(jc), 

a) Encuentre e| dominio de la fiincidn /. 

b) Encnjentre la funcidn inversa de /. 

75* f(x) = log,(log L[) jf) 

76. f(x) - ln(ln(lnz)) 

V 

77. a) Encuentre la inversa de la luncidn /(j) - ^ + . 

b) ^Cult cs el dominio de la funcidn inversa? 

Aplicacianes 

78* Absorcicm de luz Un especlrofotdmetro mide 3a concen- 
tracidn de una muestra disuelLa en agua al lit adiar una luz 
por 6sEa y registrar ta canEidad de luz que emerge. En otras 
palabras, si se couoce la camidad de luz absorbida. sc puede 
calcular U concentracibn en la muestra, Para ciena Bustan- 


81 . Inwersion El tiempu requerido para duplicar la caruidad 
de una inversion a una tasa de interns capitalizable de ma- 
tiera coniinua esti dado por 

In 2 
f = 

T 

Determine cl Eiempo requerido para duplicar una invetvibn 
en 6 por cicnto* 7 por cicnto y 8 por cicnio. 

82. Carp a de una bateria La rasa a la que sc carga una 
bateria es mds lerta si la batena csta mas ccrea de su cargti 
maxima C fl . El tiempo (en boras) requerido para cargar una 
baierfa descargada por complelo hasra una carga C se es- 
presa como 

donde it es una constantc posiiiva que depende de la bateria. 
Para cierta baterfa* k = 0.25. St esta bateria esti total mente 
sin carga. ^e uamo tiempo [omara cargar hasia 90% de su 
carga maxi ma Q? 
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CARTTU LO 4 Funciones expdnencia les y loga ritnn i c a-s 


N3 + Dificultad de una taiea Ld dificnlfad en "lograr un obje^ 
livo” (como Liar cl rai6n |>ara dar elk en un Lcono cn la pan- 
lalla de la ccitipuiadora) depends de la distancia al otv-jetivo 
y el Eaitiafio de £sie. De acuerdo con la ley de Fitts, el indite 
de dificuliad (ID), e$l& dado por 

log(24/W) 

ID — - — — 
log 2 

donde W es el ancho del objetlvo y A es 3a dktancia a] ten- 
lto del objetivo. Compare la diticuLtad de dar die en un 
icono cuyo ant bo es de 5 mm eon la de dar elk: en u no 
de 10 mm de ancbo. Eneada casu, supongaque el ratdn 
esti a 100 mm del icono, 






■in 



r 



Descubrimiento • Debate 

vi. AHura de la grafica d# una funcion lagaritmica Supon- 
ga que la gr^lica de y — 2 3 sc traza en un piano coordenado 
donde la unidad de medici6n es una puJgada, 

a) Muesire que a una dtslanciy 2 pies a la derceha del 
origen La altura de la gr&fica es aproximadamerite 
265 mi Lias. 

b) Si la grdfica de y = iog ; x se traza en el mismo conjunfo 
de -ejes, ^qud tan Eejos a la derecha del origen se dene 
que ir antes de que 3a altura dc La curva alt ante 2 pics? 

fi>. Gonyolplex Un guogol es I0 IW , y un googolplex es 
10^. Encuentre 

logOog(googol)) y tog(Log(Lag(goagolipiex})) 

K6. Comparacion da logarrtmos ^Qu6 cs mds grande, 
logj 1 7 0 log* 247 Explique su razonamiento, 

H7„ Numfiro de digitoa a n un iinteiu Compare log 1000 
con el ntimero de digitos en 1000. Haga Lo mismo para 
10 000. ^.Cuantos dfgilos ticnc cualquicr numcro cnlrc 1000 
y 10 0007 ^Entie curies dos valores debe quedax el loga- 
rilmo corn Lin de lal numcro? Use sus ubservaeiones para 
explicar por qu£ cl ndmero de dfgilos en cualquier cmero 
positive x es Qlog ,v|| + 3. (El slmboio |rrj es Ja maxima 
funcida de enteros definida en la seccitir 2.2.) /.Cu&ntos 
digitos tiene d ntimero 2'™? 


V 


4.3 


Leyes de las logaritmos 


En csia scceicm sc c stud i an las pmpiedades de los logaritmos. Estas pmpiedades 
dan a las funciones logarilmicas una amplia variedad de aplicaciones t como se vtrti 
en la seccidn 4.5. 


Leyes de los logaritmos 

Puesto que los logaritmos son exponents, las leyes de I os exponents dan lugar a 
las leyes de los logaritmos. 


Leyes de los logaritmos 


Sea a un numero positive, con a ± 1. Sea A. B y C mimeros reales cua- 
lesquiera con A > 0 y B > 0, 

Ley Da script ion 


1, \ogjAB) = lo g^A + log,fl 

2< logj "J = log, A - log a B 
3, log^A^) = ClogpA 


LI loguriimo de tin pmduclo dc mi mere is es 
La siima de los toguriimos de Ln% numeros. 

El logaritmo de un cociente de numeros es 
la diferenda de Los logaritmos de los 

pdnieros. 

El logaritmo de una poteneia dc un mi mem 
es et exponente mu It ipl it ado por el 
logaritmo del atimem. 
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■ Demostracidn Se hace uso de la pmpiedad log,, a* = x de la seed on 4,2. 

Lev 1 * Sea log CJ A = u y logoff — u. Cuando se escribe n eu forma exponential, 
estas ecuaciones se convierten en 


a“ “ 4 y a" = B 
Arf logj(tf) - log .(aV) = log D (a B+ '') 

- W + V = lOg^A + loga# 


Ley 2. Usando la ley I , se liene 

lo&A = + log„B 


por lo canto, log,, 




log^A - logoff 


Ley 3. Sea log*, A - u. Ententes a* — A, por lo lanto 


log M (A c ) = lflgj(o“) c = logjo 1 ^) = uC - Clog.,4 


Ejemplo 1 Uso de las leyes de I os logaritmos 
para evatuar expresiones 

Eval lie cada expresirirn 

a) log* 2 + log 4 32 b) log 2 80 — log 2 5 c) -j log 8 



Solution 

a) \ogi2 + logj 32 = k)g 4 (2- 32) 

— log 4 64 — 3 

b) log 2 80 - logj 5 = logj(f) 

= log 2 16 = 4 

c) — 5 log 8 = log 8“ 1/3 

= l °g(l) 

-= -0.301 


Leyl 

Porous 64 = 4 : ' 

ley 2 

falsie T0 - 2 4 
Ley 3 

Prfptodad 4i exponentes negatives 
M Id C^ICUld^r'd 


Expansion y combinacion de expresiones logarrtmicas 

Las leyes de los logaritmos perraiten escribir el logaritmo de un producto o un co- 
cieme cornu la suma o diferencia de logariinios. Este proceso, conocido como ex 
pmsidn de una expression logadtmica* se i lustra en el ejemplo siguiente. 

Ejemplo 2 Expandir expresiones logaritmicas 

Use las leyes de los logaritmos para expandir o dcunoUar cada expresidn. 

a) log 2 (6jf) b) togs(xV) c ) 

Solution 

a) log z {6x) = 1og 3 G + \og 2 x L*yl 
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CAPiTULO 4 


Fund ones exponend-ales y I ogaritmicas 


b) 

c) 


tos&Y) 

= \og 5 x } 

+ iog 3 / 

Ley 1 


— 3 log s J + 6 log,y 

3 

-(t) 

= ln(o£>) 


Ley 2 


= In a + 

In b - !nc l,,J 

Ley 1 


— In a + 

In b — y In c 

Ltfy 3 


Lai leyes de !os lugummos pennilcn rambign invertir el proceso de expansion 
hecho en el ejemplo 2, Es dedr, se pueden escribir sumas y diferencias de logarit- 
idos eortio un solo logarttmo, Este proceso, llamado combination de expresiones lo- 
garftmicas* se i lustra en el siguientc ejemplo. 


Ejemplo 3 Combinar expresiones logaritmicas 

Combine 3 log jr + j log(jr -+ I ) en mn solo logaritmo. 

Solution 

3 log * + j lc>g{jc + l) = log x y +■ log{,t + l) 1 ^ Uy3 

= fog(*’(j+ Ley I 

Ejemplo 4 Com bin ar expresiones I o gar it micas 

Combine 3 In s + | In r - 4 ln(r + 1) en un solo logaritmo, 

Solution 


■ 

m 

Los logaritmos que se emptean para modelar diversas situaciones lieneu que ver 
con el comportamiento humano, Un tipo de comportamiento es qu£ tan rdpido olvi- 
damos las cosas que hemos aprendido. For ejemplo, si se aprende algebra a cierto 
nivel de desempeno (p. ej., 90% en una pmeba) y despues no se usa el Algebra du- 
rante un liempo, ^cuinto se netendii despues de una semana, un mes o un ana? 
Hermann Ebbinghau.s (1850-1909) estudid cstc fendmeno y formuld la ley descrita 
en el siguiente ejemplo. 


3 In s + ^ In t — 4 ln(/ 2 + I ) = 


ADVERTENOA Aunque Las leyes de los logariunos indican cdmo calcular el 
logaritmo de un producto o cociente, no hay regia de cor respondentia pam el b- 
garitmo de una suma o diferencia. Por ejemplo, 

LogdC* + 3o)(tofc* + lo &>y 

De hecho, se sabe que el lado derecho es igual o log^jcy), Tambi£n, no simplifique 
de mantra inaptopiada eocicntes o potencies de logaritmo^. For ejemplo, 

SflX l0B (l) y C k «2- t ) s X 3 k ’ fcj 


btr J + In t vl — ln(r + I}* Ley 3 
!n(sV fl ) - Ln(t 2 + l) 4 Lcyt 



Material protegido por dor echos de aulor 


SECClbN 4.3 Leyes de Ids logaritmos 


355 



Olvidar b qi ie se aprende es 
una furtcion logarfbnica de 
cu£nto hace que se aprendb. 


Ejemplo 5 Ley del olvido 

La ley de Ebbinghaus del olvido establece que si se aprende una tarea a un nivel de 
desempeno Pq. entonces despues de un interval© de tiempo r el nivel de desempeno 
P sat i state 

log P = log Pp - c bg(f + 1 ) 

Uonde c es una consume que depende del tipo de tarca y t se mide en meses. 

a) Despeje P t 

b) Si su puntuacidn en una prueba de historia es 90, <;qu£ puntuacitin esperaria 
obtener en una prueba similar dos meses despu^s.? ^DespinSs de un alio? 
(Suponga que c — 0.2.) 


Soluclcn 

a) Primer© se combina el miembro derecho 

tog j P = tog P$ - c log(f + 1 } 
tog P - tog P a ™ log(r + I Y 


log P = log 


p = 


o + 1 r 


(i + ir 

b) Aqui P Q — 90, c = 0,2, y r se mide en meses. 


Ecuacidn dada 

Ley 2 

Fbr^ue' log C$ 
u no a ufl<? 


En dos meses: r = 2 


En un ano: 


i = 12 


P = 


P *= 


90 


(2 + 1) 0J 

90 

(12 + I ) 02 


72 


54 


Se esperaria quo las puntuaciones despuds de dos meses y un aiio scan 72 y 54, 
respectivamente. ■ 


Cambio da base 

Para algunos proptfsitos, se encuentra que es util cambiar de logaritmos de una base 
a logaritmos de otra base. Suponga que se d a Io^a y se quiere hallar log^jr. Sea 

y = log#* 


Se escribe esto en forma exponencial y 

b Y 

k 

y\o^b 


se lonrta el logaritmo, con base a, de cada lado. 

— x Fornid expafistfcis I 

— logo A Tome el I g% m dc t ado 

= logfljf Ley 3 


b&A 

y = — — — Piviite e ntrff log 4 b 


Esto deniuestra la siguienlc formula. 
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GAPfTULG 4 Fund ones exponenciales y logantmicas 


Sc puctfc escribirla formula de cambio 
tic base ccmO 



For eonsiguicnle* log;, x ca suit) un 
rmikiplts cimstantt de log^T; la etHiv 

1 

tanlc ca , 

lo&j* 


Formula de cambio de base 


log, t - 


lOg,! fc 


En particular* sl x = a, entortces log^tf ~ I y esia formula se convierte CP 


tog;, a 


I 

lo^b 


Ahora sc puede cvalu&r un ItigariEmn para cuakjuier base usandu la formula del 
cambio de base para expresar el logaritmo en t^rminos de logaritmos com tines o lo- 
gon Linos namrales y luego usar una calculation 


Ejemplo 6 Evaluar logaritmos con la formula 
de cambio de base 



Use la formula de cambio de base y logaritmos comiines o nalwales para evaluar 
each lofraritmo, corredo hasia cinco decimates. 

a) log s 5 b) 


Solucion 


Se obLicitf la naisena resputsln si ^ usli 
logjttO ]n; 


Tj ^ 

\og*5 = j—~ 0.7739* 


a) Se usa la formula de cambio de base con b ■ 8 y a = 10: 

log] fl S 

log s 5 = ~~ - 0,77398 
logic B 

b) Se usa la formula de cambio de base con b - 9 y a - e: 


lOgy 20 = 


in 20 
in 9 


L36342 



Figura 1 

M “ ^g t x 


In x 
In 6 


Ejemplo 7 Usar la formula de cambio de base para graficar 
una funcion logaritmica 

Use una calculation de grafkaridn para graficar /(.r) = log ri .v„ 

Solucion Las calculadoras no tienen una tec la para log*, as! que se usu la 
formula de cambio de base para escribif 

/W = lo g ,v = 


Puesto que las ca leu I adorns tienen una teela lh se puede inlrodudr esta nueva 
forma de la funcion y grafi carla. Ij* gr&fica se mucstra en la tigura L 


4.3 


Ejercicios 


1-12 * Ev&lde la expresidn. 
L log 3 V5? 

3. log 4 -I- log 25 


2 . log, 16*) - log, 5 

4 - ,ng vm 


5, log, 192 - log 4 3 rtv log |2 9 + lcg Li 16 

7. log;, 6 - togjlS + log, 20 

8. log , 100 - log, 18 - log j 50 
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9. logJ6 l ™ 1C, log 2 8 13 

11. Iog(log 10 IOWO ) 12. ln(Lnf ,> “) 

13-38 ■ Use las leyes dc los logariEmos para desauoltar la 
expresitin. 

13. 106,(2^) 14. to g 3 (5y) 


is. iog 2 (4i - i)) 

17. log 6 1fll 
19. log,(^) 

21. logj(jV5) 


31. In(^) 


16. log_,~ 


18. In VT 
20. tog, 'v'H 
22. logjfo-’) 10 

23. log 5 + I 24. 

25. InVab 26, In^jrh 

n * ,o *(t) »• ,o <^4) 

a h *(^ji=?) * Witt 

32, In 


3.r : 


(x + I) 10 

33. + y 2 34. log^ ) 

TTjp^ * Jog 

37 - h (^?) * l0 *(vTWTi)) 

39-48 ■ Use las leyes de lus logariimos para combiner la 
exprcsidn. 

39. log ) 5 +- 5 log j.2 40. log 12 + ^ log 7 — log 2 


S3, log T 2.61 54. log fi 532 

55. log^lZS 56. log l2 2.5 

£7. Use la formula de cambio de base para mostrar que 

In jt 
= — 

Dcspu6s use. este tiecho para dibujar la gfifica de la funcibn 
f(x) = log 3 T. 

58. Dibuje las grificas de la famtlia de fundones y = log,, x para 
a = 2, e> 5 y 10 en la fnisma pamalla. eon el recdngulo de 
visidn [0, 5] por [-3, 3], £C6mo estfn reladonadas estas 
grrificart 

59. Use la formula de cambio de bue para mostrar que 

l 


lOg € = 


In 10 


60. Slmplitique: (log 2 5){Iog s 7) 

61. Muestie que — ln(jr - Vx 2 — 1 ) = ln(jr + \/x 2 — I), 


Aplicaciones 

62. Ghodo Use la ley de Ebbmghaus del o-lvido (ejemplo 5) 
para esiLniar la punt uaoitin de un alumnu en una prueba de 
biologfa dos anos despuds de que obtu vo ana pumuacidn 

de 80 en una prueba que abarea el mismo material. Suponga 
que c = G.3 y t se mide en meses. 

63. Dlstnbueibn de la riqueza Vilfredo Pareto (1848- 1923} 
observb que La mayor parte de la riqueza de un pais la 
poseen algunos miembros de la poblaeibn , El principle de 
Pareto es 

log P = log c — k log W 


41. !og 2 A + lo-g 2 B - 2 log : C 

42. logjfjr 1 - I) - log 5 (jf - I) 

43. 4 log j£ — | lqg(x 2 + 1 ) + 2 |og(jr - 1 ) 

44. In,{(i + fr) + ln(fl - fr) - 2 In c 

45. In 5 + 2 In Jt + 3 ln(jt : + 5) 

46. 2(log 3 j: + 2 ]og ? y - 3 log.,;) 

47. I log(2jf + l) + )[log(x - 4) - log(.r* - x 2 - I )] 

48. Log^ b + c !og n d — r logos' 

49-56 * Use la formula de cambio de base y una calculadora 
para evaiuar et logsritmo, correclo hasta sets ded males. Use log- 
aritmos naturales a comunes. 

49. tog 2 5 59. logs 2 

51. logj, 16 52, log, 92 


donde W es el nivel de riqueza (eu^ntodinero iiene una per- 
sona) y P es el ntimero de personas en la pobtacidn que 
tiene esa cantidad de dinero. 
m) Rcsncl va la ceuacton para P. 

b) Suponga que Jt — 2, J . c — S000 y W se midc en millo- 
ncs de dolor cs. Use cl incise a) para halEsir d numero de 
personas que tienen dos mi Hones o mis ,.Ctianlas per- 
sonas [ierten 10 milloncs o mis? 

64. Siodiwersidad Algunos bidlogos modclan e! numero de 
cspccics S en un area lija A (coma una isla) mediante la 
reladdn espectes-irea 

log S = log c +■ k log A 

donde cylt son constant as positivas que dependen del itpo 
de especies y el hibitai. 
a) De la ecu act on despeje S, 


ate r ial prolf 


>or dsrechos dc 


356 


CAPITULO 4 FuncioniS exponential*?? y logentmicas 


h} Use el incifio a) para mostrar que si k = j enlcnces 
dtiplkar el area iitcrementa e3 numem de especies who 
vcces. 


*5, Magnitud do estrellas La magniiud Af de unaestrella es 
u n u niedida de euan brillante aparece una e sire] III para el ojo 
humane. Sc define pur 

M -- 2J|0 *(|) 

donde H es el brbllo nsal de la estrella y es una constant?, 
a) Desairolle el lado derecho de la ecuacion. 

hi Use el inciso a) para mostrar que mientras mds, brillante 
es una cstrclla mcnor cs su magnitud. 

c) Bctclgeusc c& mas o mcnos 100 vecCs mas brillante que 
Albiem. Use cl inciso a) para mostrar que Bclelgcusc es 
ci ico mag ni tildes mcnos que Albicro. 

Descubrimiento • Debate 

ft*. ^Vsrdadero o lalso? Analiee cada ccuucitin y determine 
si cs verdadcra para Eodos los vakacs posibles de Las varia- 
bles. (Ignore !os valorem de las variables para las que cuaE- 
quier tennino no estl definido.} 


.. ^ 

\yJ logy 

h) log 2 (,t - y) = iog 2 * “ log 2 y 

c) bg 5 (f 2 ) = to* j « - 2 logi b 

d> log 2 : - * log 2 
e) (log P)(log = log P + log Q 
log a 

f > - log «-!<*» 

g) (logj?) 1 = JTlogj? 

h) log,, f => a 

, , log x 

" h * ~ y) ~ iky 

j, - 1 .( 1 ) =toX 

til. Hallar el error ^Qij£ es lo que no concuerda con el si* 
guiente argu mentu? 

log 0.1 < 2 log 0. 1 

= log(0,I) 2 

- log 0.01 

log 0,1 < log 0,01 

0,1 < 0,01 

M, Desplazamiento, acortamrento y alargamiento de 
grSficas de tunc i one? Sea/(j) = x 2 , Muestre que 
/(2^r) = 4/£je) T y espliqueedmoesto muestra que acortar 
la grdfica de / honzontalmente tiene e| mismo efecto que 
alargarla vertical men tc. Despues, use las idcntidadcs 
_ e 2 e * y | n ^ 2 jj - In 2 + In t para mosirar que para 
= e 1 , un dcspUranuento horizontal es lo mismo que un 
alargamiento vertical y que para ifrfjr) — In x> un acortamien - 
lo horizontal es Eo mismo que un desplazamicnto vertical. 



Ecuaciones exponenciales y logaritmicas 


En esta secci6ii se resuelven ecuaciones relacionada.s con funciones exponericiales y 
logaritmicas. Las tecnicas que se desarrollan aquf se usardn en la siguiente seccidn 
para resolver problemas de aplicacidn. 


Ecuaciones exponenciales 

Una ecuacion e.xponendai es uquclla en la que la variable ocurre en el exponent?, Por 
ejemplo, 

V = 7 

La variable x presents una diticuliad porque esti en el exponente. Para tratar con esta 
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di lie til tad, se toma el logaritmo de cada lado y luego se usan las leyes de tos logarit- 
mos para +l ba}ar a x” del exponents. 


r-~ 

II 

rJ 

Ecuador* dad^ 

In 2* = In 7 

Apliqueel In en c& da mlsm bro 

x In 2 = In 7 

Lsy 3 (fc&Jd el exponents) 

In 7 


* ~~ In 2 

Qcspeje x 

* 2.807 

Retofttado de 'a GalculfldofB 


Recuerde que la ley 3 de las leyes de los logarilmos establece que log, A c — C log,, A, 
El m£todo que se usa para resolver V — 7 es representative de c6mo resolver ecua- 
ciones exponenciales en genera!. 


Normas para resolver eeoaeiooes exponenciales 


1 Aisle la expnesidn exponential en urt lado de la ecuaddm 

2 Tome eE logaritmu de cada lado, Luego ulilice las leyes de los logaritmos para 
"bajar el exponenie", 

3, Despeje la variable. 


Sc podria huber usadu lugurilimui 
natu rales cn lugar de lugmilmes 
comuncs. De hevho. usantlo 
los mismos pasos, se obticae 

jf = ln -- - 2 ■= -0.228756 
In 3 


Ejemplo 1 Resolver una ecuacion exponential 

Encuentre la solution de la ecuacion y* 2 — 7, corrects hasta seis deci males. 


Sol u cion Se toma el login t mo eomun de cada lado y se usa la ley 3. 


3 X+1 = 
log(3' +2 ) = 
(j + 2}tog 3 = 

x + 2 — 

x = 


1 

log? 
log? 
log? 
log 3 
log? 


- 2 


log 3 
-0,228756 


Etuacidn d$da 

Tome el \oq da cada lado 

Ley 3 (b-aje ■s* exponent?) 

Divida entne 3 
Kis&ttf 2 

^.s^ultado dc la calculndor^ ■ 


Compruebe su re&puesta At sustimirx = — 0.22S756 cn la ccuacidn original y usar 
ana calcnladora* se obtlene 

2 j j 


Material protegido porderechos de a 
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CAPITU LO 4 F u ncio nes expone ncia i es y I og aritmicas 


Fecha r con ca rhoni* radi actlvo e s 

un m&odo que emplean los ar- 
quedlogos para determmat Ul edad 
dc objelu* anliguos. Ii! dioxidci dc 
Cjrbono cn la iitmosi'vru cantknc 
siempre unii fracctPn liju de tar- 
bano radi&itivo, carbono 14 : u C,k 
ton una vida media dc casi 5730 
alia*. La* plants absorben Jioxt 
do die cjiborto dc [a uLmasfcTa, quo 
despues piarnLi a I os atii mules a [ra- 
ves del alimemo. Asa, lodas las 
criaturas viva* condenen las mis- 
ma.H proportioned fij«* de l4 C u X 
no radiactivo como la atmdsifera. 

Despues que un organ ismo 
nuiere. deja dc a similar lt C f y la 
cantidad de X' eu el comienza a 
disminubr en forma es.pi inertial. 
Se puedc deteiminar et ikmpo iras- 
turrid(> dewle la muerte del dTga- 
nismo midkado la cantidad de X" 
que qaed.t en el- 


Por cjemplo, si un hue so dc bu- 
rro conlicne 73% dc la eunlidad de 
que eurtcenfa cuamlt) el animal 
eslaba viva j si este mu no hace i 
aho.s, cnlonecs par la formula del de- 
cai mic nto radinc tivo i somtm 4 5 ) , 

0,73 = (l.(K))e^ lflWS ™ 

De es(a ceuacibn esponencial cn- 
cuentru quo / =t 3600 t de modo que 
cl hue so licnc aprosimadamentc 
2600 afios de antigiicdud 




Ejemplo 2 


Resolucion de una ecuacitin exponential 


Resudva 3u eeuad6n 8e 2jf - 20, 


Solucion Se divide primera enire 8 a fin de aislar el tdraiino exponential en un 
Undo de la ecuucitfn. 


8^ J 

= 20 

Ecusci^n daiia 


- 20 
» 

Pivida cntne6 

In e 2 * 

= In 2 £ 

Toiti^rCt In ds c^d^ iado 

lx 

= In 2.5 

fVopfodad dc In 


In 2.5 


X 

2 

Pividirentre 2 


™ G.458 

Ffisultado de la cfllculadorj 


Compruebe su respuesta Al susiituir jr = 0.453 en la ecuacion anginal y usar una 
cakuladora, sc obtiene 

to 20 y 


Resolver una ecuacion exponential 
en forma algebraica y grafica 

Rcsuclva la ecuaridn e 3 ** = 4 de fomaa algebraica y grifita, 

Solucion 1: algebratca 

Puerto que la ba.se del tdrmino exponential es e + se emplean logaritmos nattirules 
para resolveT esia ecuaci6n, 

3x = 4 Ecuaciin dada 

lu{f 3 2 *) = In 4 Tome el In de csda lade 


Ejemplo 3 



y = 4 


y = 


0 


3 ” 2jv — In 4 Frepledad de In 

2* = 3 - In 4 

Jt = J(3 “ In 4) - 0.807 

Se debe com pro bar que esta respuesta satisface la ecuacidn original. 

Solucion 2; grafica 

Se grafican las ecuaciones y = e*' 1 * y y = 4 en el mismo rectdngulo de visidn que 
el de la figura I . Las soluciones ocurren donde se cruzan la* graficas. Al ampliarel 
punto de miersecddn de la* dos grdflcas, se ve que x ™ 0.8 1 , m 


Material protegido por derechos de ausor 
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Si it' — t rT T « chticnc 3a ecimcitin 
cuadritica 

HT ” B? ~ 0 = 0 
qtlc sc fadiorizEi ccmo 

(u« - 3 )(ib + 2) *= 0 


Compruebe sus re spu e-stas 

jt = 0: 

XOJc* 11 + OV* - 0 
x - -3: 

3(-3)c- J + ( — 3)V -5 
= ~9e 3 + 9t^ = 0 


Ejemplo 4 Una ecuacfdra exponertcial de tipo cuadratico 


Resuclvy la ecuacion r* - e x — 6 * 0. 

So I uc ion Para aislar el lennino exponential. se factoriza. 

e 2 * — e* — 6 = 0 £eu3cld i n date 


(e*f - e* - 6 = 0 
{*“ - 3){e* + 2) = 0 

e* - 3 - 0 cs f 1 + 2 = D 

r* = 3 ^ = -2 


Ley de toe exponent's 

factorizar (una forma euadratica 
en tf") 

Fropisdad del prciductO’ cen? 


La ecu ad On e* = 3 conduce; a.r = In 3. Pern la ecuacfcm e* = —2 no licne soluddn 
porque e A > 0 para lodn x. As \, Jt = In 3 » 1 ,0986 es la unita solution, Se debe 
comprobar que esia respuesia salisface la ecuncion original. ■ 


EjempJo 5 Resolver una ecuacion exponencial 

Resuelva b ecuation 3xe 1 + x 2 e‘ = 0, 

Solution PH mere se factoriza el lado izquierdo de la ecuacion. 

Ecuacii^n tete 

Factories los fattens £emuTie& 

Dlvida entre e' {porqye * * 0) 

Fnepieda d det products cere 
Por lu tanlo, las suludoncs son x = 0 y jc “ — 3, a 


v = 


3xe* ■+■ jt V = 0 
+ x)e J = 0 
jc( 3 + .r) = 0 
0 o 3 + r 


= 0 


Ecuaciones logaritmicas 

Una tcuackm htgarttmica es uquella en la que octirre un logaritmo de la variable. Por 
ejemplo, 

]ogj(.v + 2) = 5 

Ptira tiespejar x+ sc escribe b ccuacidn en forma exponential, 

x + 2 = 2 s Forms exppnercelal 

x = 32 ■“ 2 = 30 Despejar x 

Otra forma de considerar el primer paso es elevar b base, 2, a cada lado de la 
eeuacidn. 

2lo*^-t-2) _ 2 5 Elevar 2 a cate 3 ado 

X + 2 - 2 3 fVcpiedad de la-5 lo^aritmo& 

X =* 32 " 2 ~ 30 Osspejarx 

El melodo empleado para resolver esie pmblema es caraeteristico, Se resumen los pa- 
sos eomo sigue. 


iteriat protegido por' dorechos de 
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CAPITULO 4 Functones exponenciales y logarrtmicas 


Normas para resolver ecuacVgnes logaritmiqas 


1 . Aisle el Lermi.no logarttmico en un lada de la ecuacion; podrfa ser neccsario 
combi n;ir primero las tcrminos logarftmicos. 

2. Esc riba la ecuacibn en forma exponential (o eleve la base a cad a lado de la 
ecuacibn). 

3. Despeje la variable, 


Ejemplo 6 


Resolver ecuaciones logantmicas 


De cada ecuacibn despeje je. 
a) In x = 8 b) Jog 2 (25 - jc) = 3 


Sola cion 

a) Ieijc = 8 Etu-acion dads 

x = e 51 Fomia rxpofiisricfal 

Por lo lanto h .t — e 8 = 2981, 

Este problems sc puede resolver iambi £n de atm forma: 

liur = 8 Ecuador* dada 

£ lnT — e 8 Elcvr ca cada lado 
.r = e a Propiedad de In 


Compruabe su respue sta 

St x = 17, se obtiene 

log >(25 - 17) = log, 8 - 3 s/ 


b) El primer paxo es reescrihir 

log 3 (25 - x) = 3 
25 - x = 2 J 
25 - x = 8 
AT = 25 — -S = 17 


ecuacidn en forma exponential, 

Ecuacion dsda 

Forms rxponcnci^l (o slrvar Z a cada iade) 


Ejemplo 7 Resolver una ecuacion logaritmica 

Resuelva la ecuacion 4 + 3 k*g(2jt) “ 16, 


So I uc ion Se afsla primero el t&mino logaritmico. Esto permite escribir la 
ecuacidm en forma exponential. 


Comp rue be so respuesta 

Si x = 5000, se nbliene 

4 + 3 log 2(5000) - 4 + 3 log 10 OOO 
= 4 + 3(4) 

= 16 y 


4 + 3 log(2jr) = 16 
3 log(2.r) - 12 
log(Lt) * 4 
2x = 10 * * 4 
x = 5000 


Etuac^n dada 


Re&te 4 
Divide tftttnc 3 

Forma exponenefal {o cleva 10 a cada lado) 
Dwid.9 srltr-p 2 
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Ejemplo 8 Resolver una ecuacibn logarftmica 
de manera algebraica y grafica 



Resuelva la ecuacibn log(jr + 2) -b log(jt — 1 ) = J de Forma algebraica y grafica. 


Solution 1; algebraica 

Primem se combi nan los tdrminos logaritmicos usando las leyes de k)s logaritmos. 


Compruebe sus respuastas 
x = -4: 

Iog(-4 + 2} + Iog(— 4 - 1) 

= log{-2) + log(-5) 

indefinidi X 

jt = 3: 

tog(3 + 2) + log(3 - 1) 

= tag 5 + log 2 - log(5 * 2) 

= log 10 = 1 J 


log[(je + 2)(x - I)] - i 
(x + 2){x — 1 ) = 10 
x 2 + x - 2 - 10 
x 2 + x- 12 = 0 
(jr + 4}(* - 3) * 0 


Leyt 

Forra sxptHiencisi (o elcvs 10 a aadB \sdo) 
Diafitf molls el I ado izquiefilD 
Res te 10 
Factories 


Se com pru e ban estas postbles sol uci ones en la ecuacibn original y se encuentra que 
jc — -4 no es una solution (porque no estin definidos Ios Logaritmos de mlmeros 
negatives), pero x = 3 es una solution. (V£ase Compwebe sus respuestas.) 


Solution 2; grafica 

Primero se mueven Ios terininos a un ladode la ecuacibn: 

log(.r + 2} + log(jc — 1) — 1 =0 

Luego se grafica 

y = log(jt 4- 2) + log(.t - 1} - 1 

como en la figura 2. Las soludones son las interseceiones con el eje x de la grdffi.cn.. 
Asf t b dtiica solution ts x *■ 3. 


3 


0 — — — =+ 6 


Figure 2 ^ ■ 


Ejemplo 9 Resolver una ecu a cion logantmica 
de manera grafica 

Resuelva la ecuacion x 2 = 2 ln(* + 2). 

En el ejemplo % no es pobbie aislar .¥ Solution Primero se mueven todos Ios tbntiinos a un lado de la ecuacibn 

aJgcbraii:amcnte t asi que se debt' 

resolver la ccuac tbn dc manera grafica. .r 3 “ 2 ln(jr 4- 2) “ 0 

Luego se grafica 

y * x 2 - 2 ln(x + 2) 
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C APiT ULO 4 Fu nclo nes- ex pc nencisles y ! o-g arttmices 



La intensidad de luz en un la go 
dasininuyc con la profundi dad 


como en la figura 3 , Las soluciones son las interseceiones con el eje x de la grafica, 
Al atnpliar las inEersecciones, se ve qtie hay dos soluciones: 

x ** — 0 , 71 y x 1.60 



Las eeuaciones logarftmicas se emplean para detenninar la eantidad dc luz que 
llega a varias profund id ades en el lago. (Esta informacidn ayuda a los biologos a de- 
Eerminar el tipo de vida que puede soportar un lago.) Cuando ta luz pasa por el agua 
(u otros materiales tnUlsparenteS como vidrio o plisticn), sc absnrhe pane de el la, Es 
facil ver que mientras mas turbia es el agua mas luz se absorbs . La relation ezacia 
entrc absorcidn de luz y la distancia que viaja 3 a luz en un material se describe en d 
ejemplo siguiente. 


Ejemplo 10 Transparency de un lago 

Si /|] e / denotan la intensidad dc la luz antes y de$pu£& de pasar por un material y j, 
es la dii&tancia {en pies) que viaja la luz en el materials entonces de acuerdn con la 

ley de Beer-Lambert 



donde k es una constante que depends del tipo de material, 

a) De la ecuacidn despeje /, 

b) Para eierlo lago k — 0,025 y la intensidad luminosa es/ u = 14 lumenes (lm). 
Eneuentre la intensldad de luz a una profundidad de 20 pics. 

Solution 


a) Primero se aisla el termino logantmico. 



Efuscidn dad-3 


'■(0 - -*■ 

Multi pi qufi por -fc 



c" I ' 
11 

1 

cr 

Forma expwwrteial 

i = V** 

Multiple por i 0 


b) Se detenriina / por medio de la formula del inciso a). 

/ — Del incise a) 

= t 0 = 14, k = 0£2S, x = 20 

““ $-49 K^sultadc Ac la calc u lado-ra 

La intensidad de luz a una profundi dad de 20 pies es aproxirnadamente 8,5 lm, ■ 


rial proleg ido por derechos de autor 
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Interes compuesto 

Recuerde las formulas para el interes que se encontraron en la seceidn 4,1, Si se in* 
vierte un principal P a una tasa de interns r durante un periodic de t a nos, entonces la 
camidad A de la inversion se expresa como 

A — P{ I + r) Interns simple (durante un ano) 

/ rV r 

A(/) = /’ll + - I Interns compuesto if veces por afici 

.4(0 = Pe N Interns capitalizable de mancra coulinua 

Se pueden usar logaritmos para determ inar el liempo que tarda el principal en in- 
crenaeniarsc hasta una dcterminada cantidad 

Ejemplo 11 Hallar el termino para qua se dupfique una 
inversion 

Sc in vierte una sums de 5000 ddlarcs a una tasa de iuterfis de por afio. Calculc 
el tiempo requerido para que se duplique cl dincro si el interns se compone segurt cl 
m£todo siguiente. 

a) Semianual b) Continue 

Solution 

a) Se tisa la fdrmuia para el i uteris compuesto con P - 5000 ddlares, A(f) - 

10 000 ddlares, r — 0,05. n — 2, y resudva la ecuackin exponential resultant© 
para t 

( 0 05 X 2 ' 

5000M+ — ) -10 000 

(1,025)* = 2 
log L025* = log 2 
2r log 1.025 = log 2 

2 log 1,025 
t** 14,04 

El dincro sc duplicat'd eu 14.04 aftos, 

b) Use la formula para el interns capitalizable de forma continua con P = 5000 
ddlares, A(f) — 10 000 ddlare$ t r — 0.05, y despeje t dc la ecuatitin exponen 
dal resultants. 

F¥* - A 

Divide eritee 5000 
Ton* el In de sad a lade 
frop\edad de In 

Plvfda entne 0,05 

Keaulttdtode la caleulwlwa 


Material protegido por derechos de 


5000e MSr =10 000 
^ 2 

In £** = In 2 
0,G5r = In 2 

_ hi 

1 ~ 0.05 
i ~ 13.86 


i' + 0" = A 

Piyfda entne 5000 
Tome el log de ead-a ladfl 
Ley 3 (baje e? exponent*) 

Olwda entre Z lug 1,025 

Rea-uitado de la caleuladora 


El dinero se duplicard en 13.86 anos. 
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Ejemplo 12 


Tiempo requerido para que crezca una inversion 


Se invierte una sum a de 1000 do! ares a una tasa de interns de 4% anual. Encuentre 
el tiempo requerido para que la cantidad crezca a 4000 ddlaies si el interns se capi- 
ta! iza de forma conti nua. 


Solution Se us a la formula para d in teres capitalizable en forma continua con 
P - 1000 ddlares, A(f) “ 4000 dtilares t r - D,04 t y de la ecuaeidu result&nte 
despeje r. 

1000e omr = 4000 Fer = A 

f DMt = 4 DMda enure T OOO 

0,04* = In 4 Toms sE In dc cada lado 


In 4 

f - — — 7 Plvidta sritre 0,£M 

0.04 

1 ™ 34.66 Resultado dc la CAlcnladora 


La cantidad sera 4000 dbtares en casi 34 afros y 8 meses. ■ 

Si una inversion gana interns compuesto, ententes el rendimrento porcentual 
amial (RPA) es la tasa de interns simple que produce la misma cantidad a| final de 
un ano. 


Ejemplo 13 Calcular el rendimiento porcentual anual 

Determine el rendimiento porcentual anual para una inversion que gana interns a 
una tasa de 6% anual, capitalizable diariamente. 

Solution Dtspu6s de un afio, un principal P creceri hasta la cantidad 

A » /-(l + ~ 1.06183) 

La fdrmula para el interns simple es 

A ~ P{ \ + r) 

Al eomparar se puede observar que 1 + r ~ LQ6183, per lo tanto r = 0.O61E3. Asf 
que el rendimiento porcentual anual es 6, 1 S3 par ciento, * 


r t W ■ 


Ejercicios 


1-26 ■ Encuentre Ja solucidn de la ecuacidn exponential. 

1J. t= 5 

14. 3^ h = O.t 

corrects hasta cuatro dcdmalcs. 
1. \Q* = 25 
3* t ~ u » 7 

2. 10“' =4 
4. e Jx = 12 

15. r vsoa . 2 

17, e u+ ' = 200 
19* 5* = 

16. e ,_s " = 16 
1*. ft) 1 - 75 
20. 10 ] ^ - 6 * 

5, 2 1- * = 3 

6. 3 1 * - ' * 5 

2i. 2^ +i = y~ 2 

22, 7 j ^ = y-* 

7 r le* - 10 

8. le yu = 17 

SO 

10 

9 „ * L ^“ 2 

10. 4(1 +■ lO 51 ) - 9 

“■ i + ’ 4 

24. ~ 2 

1 + e * 

11, 4 + 3* = 8 

12. 2^ “ 34 

25. 100(1.04 )* = 300 

26. (1.00625) 121 = 2 


Material proleqido por cfer echos de autor 
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27-34 * Resolver la ecuacidn. 
27, x 2 2 J - 2 1 - 0 
29, ArV* - irV* = 0 
31. t 1 * - 3e a + 2 — 0 
33. € Ar + 4€ 2l -2i= 0 


28 . x*W - xiO 1 * 2 ( 10 *) 
30. jr V + xe J - e*- 0 
32. e 1 * e' — 6 — 0 
34. 12#"*- I “ 0 


35-50 ■ Resolver la txuaciOn logaritmk a para x. 


35. In j a 10 
37, log x = - 2 
39' log(3x + 5) = 2 
41. 2 - ln(3 - *) = 0 


36. ln(2 + jr) = 1 
38. log(jc - 4) = 3 
40, ]Qg 3 (2 - x) - 3 
42, logj.(jr s - Jt - 2) = 2 


43. log 2 3 + logjjt - logj5 + logj(j - 2} 

44. 2 log i - log 2 + log(3x - 4} 

45. log x + !og(t - 1) = log(4.r) 

40, log 3 j + logst* + 1) = logj20 

47. logsfc + 1) - lofot* - 1) = 2 

48. logjc + \og(x - 3) = 1 

40* log^(x — 5) + log 5 (x + 3) — 1 


50. \a{x - l) + lit(j + 2} = 1 

51. ^Para qufi valor de jr se cuinple lo siguiente? 


tog(x + 3) “ log * + log 3 

52. ^Para qu£ valor dc x se cumple que (log x} 3 = 3 log x? 

53. Despeje x. ^ 

54. Despeje jr logiC lo 83 Jf) = 4 


55-02 ■ Use un dispositive dc graiicacitin para hall ur las solu 
clones de la ecuacidn, eomteta hasta dos decimalcs. 


Aplicaciones 

67. Interns comp utsto Una persona invierte 5000 ddlaies 
en una cuettia que paga 8.5 % de intends annul, capitalizable 
cada trimestre- 

■) Encuentre la cantidad despuds de t res ufi.es, 
b) {.Cufoito tiempo tomarl para que se duplique la inversion? 

68. Intcres compuesto Una persona Lnvierte 6500 ddlarcs 
en unacuenta que paga 6% de intends anual, capitalizable de 
forma condnua. 

a) iCuil es la cantidad despuds de 2 ados? 

b) ^Cuinto Eiempo [ocnari para que la cantidad sea 8000 
ddlares? 

69. Inter es compuesto Calcule el tiempo requerido para que 
una inversion de 5000 ddlaces cre^ca a 8000 a una tlH de 
intends de 7 .5% por afio. capitalizable cada tnmestre 

70. Inters compuesto Nancy quiere invertir 4000 ddlares 
en certificados de ahonro que producer una tasa de intends 
de 9-75% por ana, capitalizable cada medio afio. ^Culn 
largo debe elegir el periodo a fin de ahorrai una cantidad de 
5000 ddlarcs? 

7], Do pi i car una inversion ^En cuinto tiempo se duplica 
una inversion de 1 00G ddlares si la Lasa de interns es 8.5% 
anual, capitalizable dc mancra conlinua? 

72. Tftsa de interns Una suma de 1000 ddlares se invirtid 
durante cuatro ados, y la lasa de interns se capitalize cads 
medio ano. Si esta suma asciende a SI 435-77 en d tiempo 
dado, ^cudl file la tasa de interds? 

73. Rendimiento porcentual anual Encuentre el 
rendimiento poncentual anna! para una inversion que gana 
8% anual. capitalizable mensualmente. 

74. Rendimiento porcentual anual Encuentre el 
rendimienio poncentual anual para una inversion que gana 
5 1 % por aAo, capitalizable de manera continua. 


55. In x — 3 - x 

56. log x — x 1 — 2 

57. I s — x = log(x + 1) 

58. x = ln(4 — x 1 ) 

59. e ' = -Jtr 

60. 2 ~* = Jt - l 

61. 4’* = Vi 

62. e*' — 2 » jr 3 - x 

63-66 ■ ftesuelva la desigual dad. 

63. logCx - 2) + log(9 - x)< l 

64. 3 ^ logjjc ^ 4 

65. 2 < 10' < 5 66. xV-2e x <0 


75, Decaimitnto radiactivo Una muestra de 1 5 g de yodo 
radi active sc desmtegra de una mancra que la mass restantc 
dcspucs dc f dias cstd dada por m(f) — 15e” OOS71, donde m{t) 
se mide en grttmos. {.Dcspuls dc cuintos dias hay stilo 5 g 
nctmtesT 

76, Paracaidismo La veloddad dc un pamcaidista s segundos 
deapudi de saHar se exprtsa como ti(t) - 80(1 - 
^.Dcspues de cuintos segundos la velocidad cs 70 pics/s? 

77, Poblaeidn de paces Un lago pequeiio contiene cierta es- 
pccic de pcz. La poblacidn dc pcccs sc model a mediante la 
Anekto 


l + 

donde P cs cl numero dc peccs en miles y r se mide en anas 

desde que sc aprovisiond el lago. 

a) Encuentre la pobl&cidn de peces despuis de tres afios . 


&riai proiegido por derGchos 
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b) ^Despu^s <Le cu&ntos afios la poblacidn de peces Elega a 
5000? 



7 ft. Transparency da un I ago- Los dentlficos ambien laics 
ridden la intensidad de la luz a varus profund idades en un 
Lags para determinar la transparency del agua. Ciertos uive- 
les de transparency se requieren para la biodivcrskUd de la 
poblacidn de macndfilas. En cleFto lago 3a intifnsidad de la 
luz a una profundidad x csta d ad a por 

I = , 0f Qfloa, 

donde / se mide en lumcn-es y x en pies. 
m| Determine la miens id ad fauna profundidad de 30 pics, 
b) f, A que profundidad la intensidad de la luz ha dis- 
minuido a / = 5? 



79i Presion atm osf erica La presidn atmosf^rica P -fen kilo- 
pascalcs, kPa) a la altura h n kildmetios, km) estd goher- 
nada por la fdrmula 



donde Jt = 7 y P (i = 100 kPa son constantes, 
a) Dcspcic P dc la ecuacitin. 


b) Use el inciso a) para caleular la presitin P a una altjtud 
dc 4 km, 

8IL Entriamionto de una maquina Suponga que conduce 
un autombvil en un frio dfa de inviemo (20°F en c! exterior) 
¥ la mAquina se sobrecaliema fa cerca de 22(PF), Cuando se 
cstaciona, la maquin a comienza a enfriarse. La tcmpcralura 
T dc la miquina t mimnos despu£s de que se estaciona satis- 
face Ea ecuaddn 



—0,1 Ir 


a) Despeje T de la ecuacibn, 

b) Use el incise a) para determiner la lemperaturu del mo- 
tor despu£s de 20 min (r ■ 20). 


8K Cireuhos electro nieos Un circuito elcctrduico conticnc 
una baierfa que produce un voltajc dc 60 volts (V), un resis- 
tor con una resisteneia de 13 ohms (Sly, y un inductor eon 
una inductance de 5 henrys- (H), ccmo se muestra en la 
figure. For medio del c flculo. se puede demestrar que 
la conieme / = /(* ) (en amperes. A) i segundos despu£s de 
que. se cierra el interrupter es t = ^(1 - f -IJr ^), 

a) Use csta ecuacidn para expresar el tiempo t como una 
fund on dc 1 m conienle /. 

b) ^Despudi de cufinlus segundos la comcntc cs 2 A? 


13 n 



82. Curva de aprendizaje Una curva de aprendizaje es una 
gratiea dc una funcidn f j que mide el desempefio de 

aiguien que aprende una habilidad como una funcion del 
tiempo de entrenamiento L A1 comienzo, la tasa de apren- 
dizaje cs ripida. Lucgo, conformc se incrcmente el desem- 
petio y sc apidxime a un valor maximO M\ disminuyt la tasa 
de aprendizaje. Sc ha encootrado que la funcidn 

P{i) - M - Ce~ b 

donde Jt y C son consumes positive y C < M es un model® 
ra&onable para el aprendizaje. 

a) Express el tiempo de aprendizaje / como una funcidn 
del nivel de desempeno P. 

b) Para un saltador eon p£rliga en entrenamiento. l a curva 
de aprendizaje esti dada por 

P{r) - 20 - Ue~ m 

donde F(t) es la altura que puede saltar despu£s de / me- 
sea, i. Despots de cuSntos meses puede saltar 1 2 pies? 

c) Dibuje una grafica de la curva de aprendizaje del in-ciso 
b). 
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Qescubrimiento - Debate 

x.y Estinia-iun dt> u na solut ion Sin resolver en realidmJ 
la ecimcidn, ertcuenLre dos numeros enteros entne las que 
debe quedar la solucidn de 9* = 20, Haga 3o mistnc para 
— I00 h Explique crime llegri a su* conclusiones. 

S4. Una acuaritin sorprendente Tome 3os logarilnnos para 
mostrarquc La ecu scion 

jr l/1 °* J ' = 5 

no tiene solucirin. ^Paraqu^ valorts de A la ecuaeidn 

^.i Ao* x. _ 


tiene ana stjlucidu? ^Que imdica lo anterior accrca dc la gra- 
des de La funcidn /(x) = Confirms su nespuesta por 

medio de un dispositive* de graficacirim 

K.v Ecua-ciones diitrazadas Cada una de estas eeuadones se 
pueden (ransfornw en una ecuacion de tipo lineal o 
cuadritico al appear la sugerencia. Resue Iva cada ecu scion. 

(a) (x — 11 = 10O(x — 1) [Tome el log dc cada 

lado.J 

(bil logjX ■+ log^x -+ log M x = 1 1 [Gamble los logaritmus 

a la base 2 ,] 

fei 4* - 2* +l — 3 [Eseriba ootno una 

cuadrltica cn 2 L . | 



Modelado con funciones 
exponenciales y logaritmicas 


Muchos proceeds que ocunen on la naturaleza, como el crecimiento poblacionaib de- 
caimiento radiaclivo^ difnsionde calory muchos otros> se pueden modelarpor medio 
de fund one* exponenciales. La* funciones logaritmicas se emplean en modelos para 
la sonoridad dc! sonido, la imensidad dc terremotos y muchos otros fendmenas, En 
esta seccidn se e stud inn ios modelos exponencial y logantmico. 


Modelos exponenciales de crecimiento 
poblacionat 


Los bidlogos ban observado que la poblacidn de uiia e specie duplica su tamano en un 
periodo tijo. For ejemplo, en condi clones ideates cierta poblacidn de bacterias se du- 
plica en tamaiio cada tres haras. Si el cultivc se inieia con 1000 bacterias. entonces 
despues de tres haras habrd 2000 bacterias, despites de otras lies boras habr£ 4000, 
etcetera. Si n = n(t) es el nuinero de bacterias despues de t boras* entonces 

n( 0 ) = 1000 

n(3) = 1000*2 

w(6} » (1000*2) *2 * 1000 - 2 l 
n(9) = (1000 -2 5 )* 2 - 1000 ■2 i 
n{ J2) = (1000 ■ 2 a ) - 2 = 1000 -2* 


De este patron parece que el mimero de bacterias despues de t haras se mode la me- 
diante la funcldn 


n(f) = 1000 


En general, suponga que el tamafto inicial de una poblacidn es n 0 y cl periodo 
de duplicacidn es u, Entonces el tamaflo dc la poblacidn en cl tiempo f se models 
mediante 


«w = 


dordc c = \/a. Si se conociera el tiempo de triplicacidn b, entonces la formula seria 
n(f) — n 0 y’ dondc c — l/b. Estas formulas indican que el crecimiento de bacterias 
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se mods; la median te una ftmeidn exponential, ^Pero qu6 base se debe ussur? La res- 
pite sta es e, porque entonces se puede demostrar {por medio del calc do) que la 
poblacibn se mode la mediante 

rt(f) = 

donde r es la tana relative de crecimstrt to de lit pohlacidn. eXpresada coma una pro- 
portion de la pobktddn en cmtqmer (tempo. Per ejemplo, si r = 0.02, entonces en 
cualquier instante t la tasa de crecimiento es 2% de la poblacidn en e! in star) te l 
Observe que la fdnmula para el creeimiento poblational es la mismu que para d 
interns compuestoen forma continua, De hecho. el mismo principio funciona en am- 
bos casos: el crecimiento de tina poblacion (o una inversion) por periodo es propor- 
tional al tamafto de la poblacidn (o la cantidad de la inversidn}, Una poblatidn de 
I 000 000 se incremental^ mas en un afio que una poblacidn de 1000; de la misma 
mane ni, una inversidn de 1 000 000 dfflares crecesi mis en un afio que una inversidn 
de SI 000, 


Modelo de crecimiento exponential 


Una poblacion que experiments credmknto exponential erete segun el modelo 

it(r) = %e rJ 

donde «(f) = poblacibn cn el tiempo i 

% = tamafio initial de la poblacibn 

r — tasa relative de creeirn lento (expresada come una pmpor 
cion de Sa poblacibn ) 

t - tiempu 


Bn los ejemplos stguienles se supone que las poblaciones crecen de forma expo- 
nential. 


Ejempto 1 Predetir el tamario de la poblacion 

La cuenta initial de bacteria* en un cultivo es 500. M4s tarde un bidlogo reaiiza una 
cuenta muestrai de bacteria* en el cultivo y encuentra que la tasa relative de crect- 
miento es 40% por bora, 

a) Encuentre una funcirin que models el mumero de bacterias despubs de r boras, 

b) ^Cuil es la cuenta estimada de spues de 10 boras? 

c) Trace la grifica de la funcidn ™(i). 

Solution 

5000 

nil) = 500e D+r 

jf 

500 ■' 

- * 

0 

Figure 1 


a) Se usa d modelo de crecimiento exponential con = 500 y r = 0,4 para obtener 

n(t) = SOOf 0 * 41 

donde t se mide en boras, 

b) Por medio de la funcidn del inciso a), se encuentra que la cuenta de bacteria* 
despuds de 10 boras es 

n(10) = SOOe* 4 ^ = 50Ge 4 - 27 300 

c) La gr£fica se muestra en la figuru L ■ 
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Ejemplo 2 Comparar diferentes tasas de crecimierrto 


30 

poblacional 

En el ano 2000 la poblucidn del ixmndo fuc 6. ! miles de millones y la tasa rdativa 
de creti miento fue 1 A% por ano. Se alirnia que una tasa de 1 % por ano harfa una 
difenentia import ante en la poblaeidn total en s6k> unas d£cadas, Pruebe esta afir- 
maeion estimando la pobLacion del mundo en el ano 2050 con una tasa relativa de 
creti miento de a) 1 ,4 ft por afio y b) 1.0ft por afto, 

Grafique las funtiones de poblaeidn para Ids siguientes 100 aftos para las dos 
tasas de crecimiemo en el mismo reeling ulo de visibn. 

Solution 

a) Por el model® de crecim iento exponential, se liene 

n(t) = 6,le om4t 

donde n(f) se mide en miles de millones y t se mide en anos desde 2000. De- 
bido a que el aflo 2050 es 50 alos dcspu£s de 2000, sc eneuenim 

n(50) = 6Ae m *P i) = 6,le a7 ^ 12J 

La poblaeidn estimada en el ano 2050 es aproximad aniente 12.3 miles de 
mi Hones. 


b> Sc usj la Juncion 

n(t ) = 6.1c™" 



y se encuentra que rt(5G) = = 6.1e a5n *= 10.1 

0 100 

La poblaeidn eviimada en el aiio 2050 es apmximadamerite 10.1 miles de 
mi Hones. 

Figure 2 

Las grdtkas de la figure 2 muestran que im cambio pequeno en. la tasa rtiativa de- 
cree i miento* con el tiempo, hard una gran diferencia en el tamado de la poblaeidn, m 


Ejemplo 3 Hallar la poblacion inicial 

Cierta ra2a de conejos se imrndujo en una peqticna isla baec unos iH.-ho aflos. La 
poblaeidn actual de conejos en la isla se estima en 4100* con una tasa de cneci- 
miento relativa de 55% por aho. 

a) iCual fue el lamano inicial de la poblaeidn de conejos? 

b) Estimc la poblaeidn 12 siflos a partir de ahora. 

Solution 

a) Del mode to de cneci miento exponential, se tiene 

n(f) - tltf* 55 * 

y se sabc que la poblaeidn en cl liempo f = 8 es ;j{S) = 4 1 CW>. Se suslituyc lo 
que sc conoce en la ccuacidn y se despeja : 

4100 = n^ m 

4100 4100 M 

n " ■ gDJS® “ 81,45 * 50 

Asf, se estima que se introdujeron en la isla 50 conejos,, 


atariaf pro to gi do por dare 
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Otra forma dc resolver el indso hj <?s 
permilir que t sea el mmnero de unos a 
partirde ahura. En estc ease, ;r^ = 4100 
(la poblacidn actual ), y la pubLuiibn 12 
anus a parti r de ahum SCl4 

n{12) =* 4l0rte c, ''^ i:!i =- 3 milloncs 


h) Ahora que sc conoee n fh sc poede escribir um formula para el crecimiento 
poblacional; 

n(t) = 50 /® 

Doce aflos a panir de ahora. r = 20 y 

rt(20) = 50^^- 2 993 707 


Se estiina que 3a poblacidn de conejos en la isla. 12 anos a partir de ahora serd 
de alrededor de 3 m il lanes. ■ 

^En rcaltdad puede alcanzur un mintero tan alta la poblacidn de eonejos del ejem- 
plo 3(b)? En realidad. cuando ta islu tiene sobrepoblacion de conejos, el crecimiento 
se reducira debido a la escasez de alimenio y otros factorcs. Un modelo que toma cn 
cuenta csta clase de factores es el mode to de crecimiento logfstico descrito en En- 
faqut' en el modelado , paeina 392. 


E&pacio solo para estar da pie 

La poblacidn del muntlu era mas o 
menus de 6,1 mile 1 : de milloni:* en 
2000, y se inercmi'iitd cn l V * pur 
after. Asumiendti que cada persona 
ocapa un promedkr de 4 pie* 7 sa- 
bre la superlkie de la Tiena, el 
niodelo exponential para el ereci- 
micnlo pobtocionai proyeete que 
por el afio 2 to i 3 ; ftahr j expueio solo 
para estar de pic 1 (El dreade la su 
perikie temcslrt total del mundo es 
de alrededor dc 1 ,8 < lO^ pies 2 j 


Ejemplo 4 Piroyeceiones de poblacion mundtaf 


La poblacidn del mundo en 2000 fue de 6.J miles de mi Nones y la iasa de creeb 
Eiucrlo rdativo era Je 1,4*1 por ufto. Si el creeirii ionic) de la poblacidn eontinuu a 
este rilmo, (.cunndo llegara a 1 22 000 mill ones? 

Solution Se u.sa la funcibn de crecimiento poblacional con % = 6, 1 miles de 
millones, r - 0.0 1 4* y n(t) - 122 miles de millones. Esto conduce a la ecuaeicm 
exponential, de la cual se despeja (. 


6Ae im4i = 122 
e M,4r = 20 

W 5j>J4r = In 20 
0.014 1 = In 20 


^ rl 32 n[t) 

P-vIda eirtre $.1 
Tome el In At Gad,a I a da 
Prop'itAaA del In 


In 20 

I “ Dividfl eirtne 0.014 

0.014 


/ & 213.98 ResultddD ds la calculators 


As i, la poblacion Jlegard ii 122 000 millones en aproximadamente 214 anos + es de- 
dr, en el afio 2000 + 214 = 2214. ■ 


n ~n 


Ejemplo 5 Numero de becterias en un cultivo 

U rt cultivo comienza con 10 000 bacteiias. y el numeiO sc du plica cada 40 minutos. 

a) Encuentrc una funcidn que modcle e! ntimero de bacterias en el liempo (, 

b) Encuenire el mintero de bacterias despues de una hora. 

c) i Despues de cuantos minulos babra 50 1MM> baclerias? 

d) Bosqueje una grafica del nuntem de bacterias en ei liempo r 


So lucid n 

a) Para ha liar la fUDCldn que modela el crecimiento de In poblacidn, es necesario 
ballar la tasa r. PartL esto. se emplea 3a formula para el crecimiento poblacional 
con n ii = 10 000. t = 40 y /i(f) - 20000, y luego se despeja r. 


Material proiegido por d croc h os do aulor 
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io ( m<* m - 20 ooo 

it 

X 

> 

it 

N» 

D\v\da entre 10 OOO 

in e 40r = in 2 

Tome el t n de ca da lado 

40r = In 2 

Ptoptakd del In 

In 2 


r ~ 40 

PMda ertns 40 

0,01733 

f^auttado dc ta calcuiadorfl 


Ahora que se sabe que r *■ 0,0] 733, se puede escribir k fnncidn para d ere- 
cini lento poblacional; 

n(t) = 10 000f uum * 


b) Por medio de la funcibn determinada en el inciso a) con t = 60 min (ana huraL 
se obtiene 


50000 



Tlanpo (min) 


Figure 3 


n( 60) = 10 000* aoi ™ w > ** 28 287 

As! el mimero de bacterias despu6s de una hora es aproxtmadamente 28 000. 

c) Se tisa k fimtibn que se cneorurb en el indsa a) eon «(/) = 50 000 y de Ja 
ecuacidn resultants se despeja L 


10 OOQ^ 1 ™ 1 = 50 000 
= 5 

W™™' = In 5 


= n(t) 

Pivida entre ID OOO 
Tome el In de cads lado 


Las vidas medias dc las ck'rsuuHn.s 
radiactivos variari dc muy largas a 
muy corns. A conti nuacidn sc dan 
algunos ejemplos. 

Elemento Vida media 

Ton a 232 

14.5 miles, dc 
mitkmes dc flikJs 

Uranio 235 

4,5 mi left de 
millones de aftas 

Torio 230 

80 000 afios 

Plulonio 239 

24 360 anos 

Carbono 14 

5 730 anos 

Radio 226 

l 600 anas 

Ccsio 137 

30 aflas 

Esttorcio 9l. I 

28 anas 

Polunio 2 10 

I40diaa 

Torio 234 

25 dfas 

Vodo 135 

8 dfas 

Radon 222 

SJSdfas 

Ptomo 21 1 

3.6 niinutos 

Kriptdn 91 

10 segundas 


PropioAad del In 
Divids autre £70172*3 

Eesult&de de Lp calcukdora 

La euenta de bacteria.4 sleguri a 50 OOO en aproximadamente 93 min. 
d) La grdfiea de k ftirtcidn *i(f) = 10 OOOe 0, [>]7 ™ se muestra en la figura 3, m 

Decaimiento radiactivo 

Las sustancias radiactivas decaen de manera es pontine a al emitlr radiacidn. La tasa 
de decaimiento es directamente proportional a la masa de k su stands. Esto es ani- 
logo al ereeimiento poblacionat, excepto que la masa del material radiactivo dismi- 
mtye. Se puede demostrar que la masa m(r) que penmancce en el lieinpo t se modda 
mediants la funcidn 


0 01 73 3t = In 5 

_ In 5 
1 ~ 0.01733 

t « 92.9 


m{t) - rt 

donde r es la Usa de decaimiemo expresada como una proporcidn de la masa y 
es la masa initial, Los fisieos expresan la tasa de decaimiento en t^uninos de la 
vida media, el tiempo requerido para que se des Integra la mitad de la masa. Se puede 
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Desechos radiactivos 

I .ns i scopes radioed vas daiiinos sc 
producer siempre que ocurra ana 
reauLtrin nuclear, ya sea coino re 
sdltadu de una prueba de bomba 
alomica, un accidenle nuclear co- 
mo cl do Chernobyl en o ]a 
produce ii in de electric idad mh ac- 
cj denies cn una planla nuclear 
L'n materia] radiactivo produ- 
cido en bombas uto micas cs el isb- 
topo estrone in 90 i. * Sr), eon una 
vidii media dc 28 aflos. Estc sc de- 
po^ittt unrtio el ealen j en el tejido 
dseo humane, donde paede causar 
leucenna y olros cdnccres. Sin em 
bargo, en las decadas desde que sc 
detuvola prueba atmostericade ar- 
mas nuclcancs L las coOccnlracioncs 
dc *'Sr en cl ambicnle han bajudu a 
un nice l que ya no represent a una 
imenaza para la -i.ilud 

Las plants de cnergla nuclear 
producen plulonk) 239 radiactivo 
( ’’’'Pul, que tiette una v Ida media de 
24 3fifl linos. Como resultado de su 
larga vjJa media, el ■ "Pu podria 
re presenlar una amenaza para c3 
ambienlc durante miles dc art us. 
Pur lu unto, se debe tener mucho 
cuidudu jura degeeharlo e»> forma 
apropiada, t .a diheuliad de garanit- 
zar la segundud dc las descchos ra- 
diaclivos diminudos cs una razor 
deque hay a amtruversia en cuunio 
a las plant&s de energfa nuclear. 



obterer h tasa r a purtir de esto coma sigue. Si h es la vida media, enhances una 
masa de 1 unidad se convierte en \ unidad cuando t = h. Al sustituir esto en el mo- 
delo, se obtiene 


1 

2 



ro(t) - ttfjr 



Tome d In de carfa I ado 
Pd$p<?J c r 


r = 


Id 2 
h 


In 2 = - In 2 pur I a Icy 3 


Esta ultima ecu ac ion permite ha liar la tasa r a parti r de la vida media k . 


Modelo de decaimiento radiactivo 


Si w :| es la masa inicia] de una su stand a radiactiva con vida media k , entonees 
la masa resianle cn el tiempo / se model a median te la futicirin 

rn{() = 

. < 2 

donde r — , 

h 


Ejemplo 6 Decaimiento radiactivo 

El polonio 210 ( 3Lt> Po) tiene una vida media de 140 dlas. Suponga que una 
muestra de esta sustain: i a tiene una masa de 300 mg. 




O' 


a) Enuueutne una funeidn qtie modclc la cantidad dc la muestra que queda cn el 
tiempo r. 

h) Calcule la masu que queda despue* de un afio. 

c) {,Cuanto tiempo tarda la muestra en desintegrarse a una masa de 200 mg? 


d) Dibuje una gr&fica de la masa de la muestra como una funcidn del tiempo. 


Soluclbn 

a) Usando el modelo para cl deeaiinienio radiactivo con m (i - 300 y 
r = (In2/I40) ** 0*00495, seticne 

ffl(r) = SOOT™* 1 


b) Se usa la funcidn hallada en el incise a) con t = 365 (un ana), 

m(365) = ** 49 256 

Asf, aproximadarnente 49 mg de :,fl Po permaitccen despuds dc un aiio, 

c) Use la funcidn determinada en el inciso a) con mf/) = 200 y despeje rde la 

ecittcitin resulumte. 


30(k -noo4^ f _ 20O 
_ 2 

€ ~ 3 

In *-*■“**' = In * 


m(t) - t 
Piyirfa cftUc 300 
Tflrtifi *1 In da cada lado 
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Fnapleriadi dri tn 
Divide ffntrc -0,00496 

t ** 8 1 .9 Slf^ultsdo dc \a cdtcutadbr^ 

El tiempo requerido para que ]a muestra disminuya a 200 nig es de alrededor de 
82 dfas. 

(d) En la figura 4 se muestra una grSfica de la funeibn m(r) = 300? “t 5 ® 4 **'. ■ 


-0,00495? « In l 




M 

0,00495 


Ley del enfriamiento de Newton 

La ley dc Newton del enfriamiento establece que la tasa de enfriamiento de un objeto 
es proporcional a ia dil'ercneia de lemperatura entie el objeto y sus alrededores, siem- 
pre que la diferencia no sea rnuy grande. Por medio del c^lculo, de esta ley se puede 
dedudr el siguiente raodelo. 


Lev del enfriamiento de Newton 


Si D„ es III diferencia de temperature inieial entre uri objeto y sus alrededores, 
y si sus alrededcres ttenen temperatura T n ertlonces lu, tempenilura en cl 
tiempo r se modela mediante ta t'unc ton 

no - t , + 

donde k es una constant? positive que depend? del tipo dq objeto. 



Ejemplo 1 Ley del enfriamiento de Newton 

Una taza de cafd tiene una temperaiura de 20Q°F y se coloca en una habitacidn que 
tiene una temperatura de 70 T. Despu£s de 10 min la temperatura del caf£ es 150°F. 

a) En client re una fund on que modele la temperatura del cafe en el instante l 

b) Calcule la temperatura del caf£ despues de 15 min. 

c) ^En qub momento el cafe se habra enfriado a 10O°F7 

d) 1 lustre mediante el Irazu de una grilica la funcidn de temperatura. 

Solucion 

a) La temperatura del ambiente cs T, — 70 °F, y la diferencia de temperatura ini* 
dal es 


D u - 200 - 70 - 130°F 

Por lo tanto, por la ley del enfriamienfo de Newton, Ia temperatura despues de t 
minutos se modela mediante la func ion 


Hr) - 70 4- 130e“** 

Se necesita hallar la constante it reladonada con esta taza de cafe. Para tra- 
cer esto, se usael hecho de que cuando t — 10, la temperatura es 71(10) — 150. 
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Por lo tanto, se tiene 


70 + me~ m = 150 
me~ m = m 

m _ a 

€ ~ jj 

-\Qk * ln^ 

k** ”fiji In ^ 
k *- 0.04855 


T.+ E^-TP) 

Keste 7p 

DMds errtrc 130 

Tome el In de cada I ado 

Divlds entne -10 

Rffsul tado de ; a ta ic.ul.fld ar£ 



Figure S 

Tersiperatura del caff despots de i 
minutes 


AI suslituir «te valor do k qn Ea espresidn para 7^), se obtiene 

T\t) - 70 + nOp" 0 ™ 55 ' 

b) Sc usa la fimdtin hallada en el inciso a) con t = 15. 

7tL5) = 70 + - 133 T 

c) Sc usa la funciiSn encontrada en el inciso a) con 7^/) — 100 y de la ecuacidn re- 


sulrante se despeja f. 



70 + 13Oe“ 0jMS3S< = 

100 

T, + ~ T(t) 


30 

Rwttf 70 

^ -o.t»as5i = 

h 

DMdm autre ISO 

-0.04855/ = 

In A 

Tcme e\ (n rfe lado 

/ — 


U\v\da antra —0.04555 

-0.04855 

/ ^ 

30,2 

E.q#ultado de Id Cdlcatadc-ra 


El caf6 se habru enfriado a 100®F despu^s de easi media hora. 

d) La gr&fica de la funcidn de temperalura se bosqueja en la figure 5. Observe que 
la recta t = 70 es una asintota horizontal. (^Por qu£7) ■ 


Escalas logaritmicas 

Cuando una constante fisica varfa en un intervale muy grande, suele ser conveniente 
tonw su logaritmo a fin de tener un conjunto mas tnanejablc dc mime roc. Se ajializan 
tresi situaciones dc cstc tipo; la e&eala de pH, que mide la acidez; la escaJa Richter, 
que mide la intensidad de los terremotos, y la esc ala de decibeles, que mide la imen- 
sidad de los sonidos. Gtres cant idades que se rniden en esc alas logaritmicas son la in- 
tensidad de luz, la eapacidad dc informaddn y la radiaddn. 

LA ESC ALA DE pH Los qufrnicos median la actdtz de una disol uciGn dando su 
concentracidn de ion hidrdgeno hasra que Sorensen, en 1909, propuso una medida 
mis conveniente. El definid 


pH - -logSH ] 
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pH para algunaa sustancias 

tcniunes 


Susiancia 

pH 

Lethe de magnesia 

10.5 

Agua de mar 

8.04,4 

Sangre human.] 

7. 3-7.5 

Guilclas 

7 .0-8.5 

Scmolfl dc trial?. 

69-7.9 

Lcchc de Yaeu 

6.4-6 .8 

Espinacas 

5. 1-5.7 

Toma its 

4 .1-4.4 

Nuurjas 

3.CM.Q 

Mtan/anas 

2,9-33 

Limas 

13-2.0 

Addo dc biilerfa> 

1.0 


donde [H ’ ] es In concentration de Jos tones hidiogeno medida en moles per litro 
(M). EJ hLzu estu para evitar numeros muy pequehos y experiences negatives, Por 
ejemplo, 

si H = 10 4 M, enlonces pH — —logirflO" 4 ) - —{—4) — 4 

Las tl isol u ciones con un pH de 7 se dehnen como neutras, aquellas con pH < 7 
son dcidcts > las que licnem pH > 7 son bchhwt, Observe que cuando se incrementa 
d pH en una unidad, H * ] disminuye pOT un factor de 10. 


Ejempto 8 Escala de pH y concentration de ion hidrogeno 

uJ Se mi did la concentracidn de ion hidrogeno de una muestra de sangre hum ana 
y se encontrti que es[H + ] — 3. 36 X l(T K M. Determine et pH y dasifique la 
sangre como acid ll 0 basics. 

b> La lluvia mas acida medida algunn vez ocurrid en Escocia en 1974; su pH fue 
2.4. Determine la coneeiuraeidit dc ion hidrdgenu- 


Solucibn 

aj Con una calculation se obtiene 

pH = -Iog[H + ] - -log(3J6 x 10” 8 ) - 7,5 

Puesto que es mayor que 7 t la sangre es bdsics. 

b) Para hallar la concentracidn de ion hidrdgeno, se necesila despejar[H ' en la 
ecuacion logarftmica 

log[H + 3 = -pH 


Por to tanto. se escribe en forma exponential. 

[H + j = 10 _ptl 


En este case), pH — 2.4, por lo tan to 

[H 4 ] = l(T i4 ^4.0 X 10 _1 M 


L A t SC ALAR ICH TE Fi E n 193 5, el geologo estadoun idense Charles Richter ( 1 900- 
39(84) defixiiti la magnitud M de un tememato como 


/ 

M = log - 


donde / es la intensidad del lerremoto {medida por La Eimplitud de una lectura de 
sismografo to mad a a 100 km del epicentre del terremoto) y S es la intensidad de tin 
terremoto ’*estlndor" (cuya amplitud es 3 mi era = 10 4 cm). La magnltud del terre- 
moto esiitndar es 


S 

M = log - = log 3 =0 

hJ 

Richter esludid muchos terremotos que ocunieron entre 1900 y 1950, El mds gran- 
de in vo una magnitud de &,9 en la escala Richter y el mds pequeilo tuvo una inagni- 
tud de 0, Esto corresponds a una relation dc intensidades de 800 000 000, de mode 
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C APfTU LO 4 Funeionas e *pon encia les y loga rftmicas 


Terremotos mas grandes 

Lugar 

Pacha 

Magnitud 

Chile 

I960 

9.5 

Alaska 

1964 

9,2 

Alaska 

1957 

9.1 

Kamchatka 

1952 

9,0 

Sumatra 

2004 

90 

Ecuador 

1906 

8.8 

Alaska 

1965 

8.7 

Tibet 

1950 

8.6 

Kamchatka 

1923 

8.5 

Indonesia 

1938 

8.5 

1 silos Kuril 

1963 

8 5 


que ta e seal a Richter proporeiona mimeros mis razonables con Eos rustics irpbajar 
Por ejemplo, un terremoto de magnitiid 6 cs di <$2 veces mis fuerte que uno de mag- 
nitud 5, 


Ejemplo 9 


Magnitud de terremotos 


El terremoEo de 1906 en San Francisco tuvo una magnitud estiinada de 8,3 en la es- 
cala Richter. En el misma arto ocurrid nn podemso terremoto cn la frontera entre 
Colombia y Ecuador y su intenskiad foe cuaETo veces mayor. ^Cudl fue la magnitiid 
del terremoto de Colombia y Ecuador en la escaJa Richter? 


Solucion Si I es la intensidad del terremoto de San Francisco, entonces de la 
definition de magnitud sc ticne 

M = log ^ = 8.3 

lJ 


La intensidad del terremoto de Colombia y Ecuador fue 4/, de ntodo que su magni- 
tud fue 


47 , A t / 

M — log — = log 4 + log - =■ log 4 + 8,3 8.9 

J iJ 



Ejemplo 10 intensidad de terremoto® 


El terremoto de Loma Prieta en 1989 que sacudid a la eiudad de San Francisco tuvo 
una magnitud de 7.1 en la escala Richter. ^Cuantas veces mds intense fue el terre- 
moto de 1906 (vdase el ejemplo 9) que el de 1989? 


Solucion Si /, e I 2 son las intensidades de los terremotos de 1906 y 1989, en- 
tonces se requiere hallar /,/L. Para relacionareslo con la definition de magnitude se 
di vide numerator y dentmiinadorcntre $. 



Vs 

Vs 


Divida cl mmerador y cl dcnomiriador entre S 


. 6 . h 

= log - - log - 
= K 3 - 7.1 - 1.2 


Ley 2 de I OB lo^ai'it.moB 
Drfinfddr de fnagnirud de t-eiremcfTO' 


For lo lEinto. 


h. = m i ■«/,» = JO 1 " » 16 

h 


El terremoto dc 1906 tuvo una intensidad de 16 veces el de 1989. 


LA ESC ALA DE DEGBELES El oido es sensible a una variedad exliemadamenie 
am pi in de intensidudes de sonido. Se tomu como ifitensidad de referenda i Q ~ 10" |: 
W/m 1 ( watts por metro cuadrado) a una frecuencia de 1 000 hertz, que mide un so- 
rt ido que es apenas audible (el umbral de audicion). La sensacidn psicoldgica de 
sonoridad varia con el logaritmo de ta intensidad (la ley de Weber-Fechner) y, por 
to lanto, cl nlvd de intensidad /?, inedido en decibeles (dB), se deline como 



r iat ore 


j ni 


utor 
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Los niveles de intensidad de snub 
dosque es posibte escuchar variun 
desde muy fueitcs hasta muy sua- 
vvs. A continuacidn sc dan algunos 
ejempio?, dc los niveles dc dedbe- 

k-s dc sonidos escuchados 

connln 

mettle, 


Fuente sortido 

fl(dB) 

Despegue de un avidn 

140 

Marti Ho neumatico 

130 

Concicrtu dc rock 

120 

Trca subterraneo 

too 

TransJto intense 

80 

Transit^ ordinario 

70 

Conversacidn normal 

50 

Susunru 

30 

Murm ullo dc hops 

10-20 

Umbral dc audicidn 

0 


El nivel de intensidad del sonido de referenda apcnas audible es 

k 

B= 10 log -^ = 10 log 1 = 0 dB 

h 

EjempLo 11 Intensidad sonora del despegue de un avion 

Encucnire el nivel de intensidad en tkcibeles de una \ urbina de avidn durante el 
despegue si la intensidad se mide a 100 W/m : , 

So \u cion De la definicion de nivel de intensidad se puede observer que 

/ ID- 

B — 10 log — - 10 log — | p — 10 log ID* 4 - 140dB 

In 10 

For lo tanto. el nivel de intensidad es 140 dB, ■ 

La labia del marge n lista los niveles de intensidad de decibeles para algunos 
sonidos coimirtes que varian del umbral de 3 a andicibn humana aJ despegue de avibn 
del ejempio 1 1. El umbral de dolor es mas o menos 120 dB, 



Ejercicios 


1-13 * En eslos ejercicios re usa el mode to de crecimientcii 
pobladonuL 

1. Cultivo de bacteria & El numcro dc bacterias en un cub 
tivo se mode I a mediante la funcidn 

rr(f) = 500e aWf 

donde t se mide en haras, 

a) ^CudJ es cl mimero inicial de bacterias? 

b) (,Cui[ es la tasa relative dc crecimienlo dc esta publacibn 
de bacterias? Exprese su respuesta como un porcentaje. 

C) (.CuanLas bacterias cslan cn cl Ctiltivo dc spues dc tics 
boras? 

d) r.Dc spues dc cuiolas hunts la cantidud dc bacterias llcga 
a 10000? 

2. Poblackm de paces El mimero dc cierla cspecie dc 
peces se mode la medsante la funcidn 

n{i ) = 12 *® 41 ® 

donde t se inide en aflos y n(i) se midc en milluncs. 

a) iCuil es la tasa relativa dc crccLmiento de la poblacidn 
dc pcecs? Ejcprcse su respuesta como porcenlaje. 

b) iCual sera la poblacidn de peces desputs de cinco afln? 
c’l t.Dc spues dc eu&itos anus la earth dad dc pcccs Her: a a 

30 millones? 

d) Trace una gratica de la funcidn de poblacidn dc peces t ). 

3. Pobtaciom de zorrai La poblacidn de zorras en eiena 
regidn tiene una lasu de crecimienlo relativa dc 3% pur afto. 
Sc cslima que la poblacidn en 2000 fue lb 000. 

a) Encucntrc una funcidn que modele la poblacidn r aftos 
despues del a fin 2000- 


h) Use la funcidn del incise a) para estimar la poblacidn de 
zotu en el afln 2U08, 

c) Trace una grilled de la funcidn de poblacidn de ami 
para los aflns 2000-2008. 


¥ 

>1 



J, Poblacidn de un pats La poblacidn de un pat's ticnc una 
lasa de crecimienlo relativa de 3% por ano. El gohiemo esli 
intemando redueir la tasa de crecimienfo a 2%. La 
poblacidn cn 1995 fuc apruiimadamcnlc 110 milluncs. En- 
cuentre la poblacidn pmyectada para el aflo 2020 para las 
condiciancs stguientes. 

a) La tasa de crecimicnto relativa pcrmanecc en 3^: por afio, 
b> La Utsa de crecimienlo relativa re reduce a 2ft por aiio. 

5, Foblacidn de una Ciudad La poblacidn para cicita ciu- 
dad fue 1 12 000 en 1 998, y la tasa de crecimiento relativa 
observada es 4% por afto. 

a) Encucntrc una funcidn que modele la poblacidn dcs- 

pu^s de ; afios, 

b) Encucntrc la poblacidn proycctada en el ano 2004. 

c) 4 ,Hn que ano la poblacidn llega a 200 000? 
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6, Po blazon da ranas La publaeibn dc ranas cn un BfltlB- 
que pequefio cmce dt forma exponential. La poblaeibn ac- 
tual e& de £5 tanas y Ea lasa de crecimiento re tali va es 1 3% 
per ailo, 

a) Encuentre una fundbn que models la pobladbn des- 
pues de t alios, 

b) Encuentre La poblacibn proyectada despubs de tres anos. 

cl Cakulc cl mimero de anos requerido para que la 
poblacidn dc ranas llegue a 600. 

7. Poblacion de venados En la gritflea sc tmsestra la po- 
blacibn de venadas en an condadode Pennsylvania entire 
19% y 2000* Suponga que la poWacibn crece de forma 
exponential 

a) ^Cuil es la poblacibn de venados en 1 996? 

b) Encucntrc una funcibn que modele la poblacibn. de ve- 
nados ; aflos despuds de J996. 

c) ^Cuil es la poblacibn de venados pmyectada en 2004? 

d) £,En qu£ alio la poblacibn de venados ltaga a 1 Q0 Q00? 


Poblacibn 
de venados 



8, Cultivo do baefenas tin cultivo comic ne 1500 bactraiu 
a! inicio y se duplies cada 30 minutos, 

a) Encuentre una funcibn que modele el mimero de bacte- 
has fl(f) despubs de / minutos. 

b) CaJculc cl mimero de bac ten [is dcspucs dc dos horns. 

C | l Dc spues de C uanlus minute's el CUlliVO Ctirttefidri 4000 
bactcrias? 

9. Cultivo de bacterias Un cultivo comienza con £600 bac 
terias, Despubs de una hora la cuentaes } 0000, 

9 } Encuentre una funcibn que modele el mimero dc bactc- 
rias n{t ) despuds dc t horas. 

b) Encucntrc el numero dc bacteriis despu£s de dos haras. 

c) £ ; Despues de cudntas boras se duplica el mimero dc bac- 
lerias? 

HI. Cultivo de bacterias Lacucnla cn un cultivo dc bacterias 
fue 400 despu£s de dos hums y 25 600 dc spues de seis ho- 
ras. 

a) £ ;.Cual cs la rasa relative de crecimkato de la poblacibn 
de baclerias? Express su respuota como un porcentaje. 

b) ^Cuil fue el tamaflo in icial del cultivo? 


Cl Encucntrc una funcibn que modele el mimero de bacte- 
rias ir(f ) despubs de i horas. 

d) Cakule el numeto dc bactcrias despubs dc 4,5 boras. 

e) ^CudodO el mimero de bacterias serd 50 (.¥>0? 

I [, Poblacibn mu n dial La poblacion del mimdo fue 5.7 
miles de mi Hones cn 1 995 y la tasa de crecuniento relativa 
observada fue 2 % por afio. 

a l j.En qub afio sc habra duplicado la poblacion? 
b> ^Eji que. afio se habrii triplicado la poblacibn? 

12. Poblacion da California L,a poblacibn dc California fue 
10 586 223 en 1 950 y 23 668 562 en 1 980. Suponga que la 
pohEacidn crece en forma exponential, 

a) Encuentre una funcibn que modele La pohlacibn r afins 
despuds de E950. 

bl Determine el tiempu requerido para que sc dupliquc la 
poblacibn. 

c) Use la funcibn del incisp a} para prededr [a poblacibn 
de California en d ano 2000. B usque d dato de la 
poblacibn real de California en 2000 y compare. 

13. Bacteria s inf ecciosas Una cepa infecciosade hactenas 
se incrementa a una Lasa de cream lento relativa de 200% 
por hnra. Cuando cierta canddsd crftiea de bacteria^ estA 
presente en el lomcnte sangufneo, una persona se enferma, 

Si nna sola bacteria infecta a una persona, la concentracibn 
erftica se atcanzK en 24 horas. £,Cuanto ikmpo tnma akan- 
^ar la concentracibn critica s,i la persona es infectada con 10 
baclerias? 

14-22 * En cstos cjcrcicios sc cmplca cl modelo dc decatmien- 
to radiaelivu. 

14. Badio radiactivo La vida media del radio 226 son 1600 
anos. Suponga que tienc unu mueslradc 22 mg. 

a) Encuentre una funcibn que modele la masa restante des- 
pu^s de r abos. 

b ) ;.Que cantidad de la mues-tra queda despubs dc 4000 anus ? 

c) t ,Despubs de cubnto dempo quedan fiolametiEe 1 8 mg de 
muestra? 

15. Cesjo radinctivo La vida media del ccsio 1 37 son 30 
alios. Suponga que se tienc una rnucstru dc 10 g. 

a) Encuentre una fuodbn que modefe la raasa njstante des- 
pu^s de t alios. 

b) t.Quc e an L i dad dc la mucstru queda despubs dc 80 anos? 

c) ^Despu^s de cudnto tiempn sblo quedaran 1 8 mg de la 
nmjestra? 

16. Torio radiactivo La masa m(f) reatamc despubs dc i bias 
de una muHOi dc 40 g de tt>rio 234 cmA dada |>c*r 

m(j) = 40e- ftft3fT7r 

a} /.Dcspues de 60 bias cual cs la cantidad dc mucstra 
restantc? 

b) ^CuAnto tiempo debe transcurrir para que sblo queden 
10 g de la mucstra? 

c} Calcule la vida media del torio 254. 

17. Estrone io radiactivo La vida media del ettrtmcio % son 
28 amis. ^-Cuanlo tiempo lurda una muestia de 50 nig en 
dcsintegrarse a una masa dc 32 mg? 


iatGrial prcicqido pci d creche: 
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a) Si la temperatura del pavo es de 150°F dcspuis dc me- 
dia hora, i cual es su temperatura despues de 45 min? 

b) ^En cu£nio tiempo el pavo se enfrfa a 100°F? 

j Hi. Agua en ebullition Una oil a llcnade ag ua. sc Jlcva a 

cfoullicid-n cn una habiiacion con temperatura de 2(TC. Des- 


18, Radio fadiactivo El radio 22 1 tiene una vida media de 30 s, 
^Cudnto tiempo tarda cn dcsi ntegrarse 95% de la muestra? 

1 y. Ha liar la vida media Si 250 mg dc un elements radilc- 
livo dasniinuyen a 200 mg en 48 horas, calculc la vida media 
del elemenlo. 

20. Radon radiaetivo Despu^s de 3 dias una muestra dc 
radon 222 ha disminuido a 58% de su cantidad original, 
a) jj.Cual es la vida media del radon 222? 

h) iEn etiinto tiempo Ja muestra dismtnuyc a 20% de su 
cantidad original? 

21 . Fee ha do con carbono 1 4 Un ariefacto dc madcra de una 
ttimba antigua contienc 65% dc carbono 14 quo cstd pre- 
sent? en arboles vivos. £Hace cuinto tiempo fue hecho el 
artefaeto? (La vida media del carbono 14 son 5730afios,) 

22. Fechado con carbono 1* Se escima que la ropa de eotie- 
rro de una momia egipcia contienc 59% del carbono 14 que 
contenfa originalmetiie, ^Hace cuinto tiempo fue ctiterrada 
la momia? (La vida media del carbono 14 es dc 5730 ados.) 



23-26 ■ En pitas ejereicios se emplea Ea ley del ent'ri am Lento 
de Newton. 

23. Enfriamiento do la sopa En una Fiesta se sirve un tazjdn 
de sopa calicnie. Comienza a erifiiaree segurt la ley del en- 
friamienlo de Newton, de mode que su temperatura en el in- 
stant? r se detemima median te 

7(f) - 65 + l45e~ a0Sr 

donde i se mide en minutes y T se mide en T. 
a I (.Cnnl es la temperatum inicial dc la sopa? 
b) {.Cuil es la temperatum despudrs de 10 min? 
c> i Despu^s de cuinto tiempo la tempera tura serd de l (XfF? 

24. Nor a de la muerte La Icy del enfriamiento de Newton sc 
cmplea en investigaeiones de homicidios para detenu inar b 
hora dc la mucrtc. La temperatura corpora! normal cs de 

98 ,6^. InmediatamenEc despu^s dc b muerte el cuerpo 
comienza a enfriarse, Se ha determinado de mnnera experi- 
mental que la constame en la ley de Newton del enfriamicn- 
toes aproximadameme k = 0.1947, asumiendo que cl 
tiempo sc midc en horas. Supungaquc b temperatura del 
entomo es dc 60°F. 

a) Encuentre la funcidn T{t) que modeln la temperatura r 
horas despots de la muerte. 

b) Si la temperatura del cuerpo es de 72°F, ^haee cuanto 
tiempo fue la hora dc la muerte? 

25. Entrismiento de un pavo Sc saea del homo un pavo 
asadocuando su temperatura ha aleanzado I85T y sc 
coloca en una mesa en una habitaeidn domic la temperatura 
es de 75°F. 


pu6s dc 15 minulos la temperatura del agua ha disminuido 
de E0(fC a 75*C, Calcuie la temperatura despuisde 10 min. 
llustre grafieando la funcibn de temperatura. 

27-41 » Estos ejereicios traian eon e seal as logarftmicas- 

27, Ha liar el pH Sc da la concentraerfn de ion hidrdgeno de 
una muestra dc cada suatancia. Calcuie el pH de b siutancia. 

a) Jugode lim6n: [H - "] = 5.0 X ]0 -J M 

b) Jugo dc lomatc: [H’ ] = 3,2 X 10 -4 M 

c) Agua de mar [ H *"] = 5.0 X 10"* M 

IS* Ha Liar «l pH Una mucstra dc&conocida tiene una concen- 
tiaci6ndc ionhidr6genode[H + ] - 3.1 X 10" R M, Deter* 
mine el pH y clasjfique ia susbneia como Jcida a bdsica. 

2'L Coneentraclon da ionas Se^ da la Leetura de pH de una 
muescra.de cada sustanda. Calcuie la coneentracidn de 
iones hidrdgeno de la sustancia. 

a) Vinagrc: pH — 3.0 

b) Lcche: pH - 6.5 

311, CoFicantracibo de iooes Sc da la leetura dc pH de un 
vaso dc hquEdo. Encucntrc la conccntradon dc iones hidrd- 
geno del Ifquido. 
a) Cerveia; pH - 4.6 
b| Agua: pH — 7.3 

31. HallarelpH Las conccntracioncs de iooes hidrbgeno tn 
quesos varta de 4.0 x IO' r Mal,6x 10" ' M, Determine d 
intervale correspond! ente de lecturas de pH- 

32. Concenfracion de looes en vino Las lecturas de pH 
para vinos varfa de 2.3 a 3.8. Encuentre el intervalo corres- 
pond iente de enneentradones de aones hidrogeno.. 

53. Magnitudes da terremotos Si un terremoto es 20 veces 
la intensidad dc ot.ro, ^cuanto mas grande cs su magnitud 
cn la eseala Richter? 

34, Magnitudes de terremotos El tememoto dc 1906 cn 
San Francisco tuvo una magnitud dc S.3 cn la c-scala 
Richter. Al mismo tiempo en Japdn un tcntmolo eon mag- 
nitud 4.9 caus6 soio dados mcnones, ^ Cuiintas voces mds in* 
ter ho fue cl sixmo dc San Francisco que el de Japdn? 


alerial protEtjfcfo por dGtGchos ds aulor 
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CAPlTULG 4 Funciooas exponencialsa y logaritmicas 


35, Magnitudes do terremotos El sismo de Alaska de 1964 
tu vo una magnitud dc S.6 cn la cscala Richter. ^Cu&itas Ve- 
ces mis intense fuc esie que el dc San Francisco en 1906? 
(Viasc d cjcrcicio 34.) 

36, Magnitudes de terremotos El sismo de 1994 en North- 
ridge, California, luvo una magniiud de 6,8 en la cscala 
Richter. Un aAo despots, un sismo de magnitud 7.2 golped 
a Kobe, Jap6n. (.Cuintas veces mis mien so fue d sis mo de 
Kobe que el de Northridge? 

37, Magnitudes de Terre motos El sssmo de 1985 en la 
Ciudad de Mexico tuvq una magnitud de 8. 1 en la cscala 
Richter. El sisnto de 1976 en Tangshan. China, tuvq una in- 
tens idad de 1 .26 veces el de ta Ciudad de Mexico. ^Cuit es 
la magnitud del sis mo de Tangshan? 

38- Ruido de transtto La imensidad del sonido del tatinrito 
en una intcrseccidn ocupada se midid en 2 0 x 10~ 5 W7m a r 
Determine el nivel de imensidad en decibeles. 

39. Ruido del metro La imensidad del sonido de un tren 
suhterrineq se miditi en 98 dB. Calorie la inhensidad en 
W/ml 

40. Comparacion de ni veins de decibeles El ruido dc una 
ccgadora mccinica se midi-6 en 106 dB. El nivel dc ruido cn 


un concierto de rqck se midid en 1 20 dB- Encucntre la 
relaciin dc la miens id ad de la nuisica de rock a la de la 
cegadora mccinic a. 

41. Ley cuadrada in vers a para el son id o Una ley de la 
ftsica establece que la imensidad del sonido es mversamente 
proportional al cuadrado de la distant' la d desde la Puente: 

I = kjd\ 

a) Use este modelo y la ecuacibn 

B = 10 log 7 

•a 

fdescri ta en esta secckin) para mostrar que los nivelcs 
de decibeles B t y ft 2 a distancias di y d 1 desde una 
fuente de. sonidq se rctackman mediants la ecuacidn 

d l 

Bt = St + 20 log — 

«2 

b) El nivel de imensidad en un eoncierto de rock es 120 
dB a una di stand a de 2 m desde las bocinas. Determine 
el nivel dc imensidad a una distancia de 10 m. 


Repaso 


Comprobacion de concepto* 

1. a) Esc riba una ecuaeidn que dehna la funcidn exponential 

con base a. 

b> tCuil es el dominio de esta funddn? 

c) ^.Cuil es el rango de esta funcidn 7 

d) Bosqucje la fdrma general de la griifiea dc la funcidn 
exponential para cida caso. 

i) a > 1 u) 0 < n < 1 

2. Si x es grande. £qo£ funeitfn crece m£s ripidc, y = 2 Z o 
y = je*? 

3. a) ^Cftmo sc define el mimerO el 

b) ,(,CuA] es la funcidr exponential natural? 

4. a) iCdmo se define la funcibn logarltmica y - log^Jt? 
h) {jCuil es el dominio de esta funcidn? 

c) iCudl es el rango de esta funcidm? 

d ) Bosqucje la forma general de la grAtica de la funcidn 
y ^ logjJt si rj > 1. 

e) b Que es el logaritmo natural? 

f ) ,;.Qijc cs el logaritmo eomdn? 

5. Exprese las tres leyes de los logaritmos. 


6. Enuneic la formula de cambio dc base 

7 . a) ^Cdmo resue Lve una ecuacidn exponencial? 
b) ^Cdmo rasueive una ecuacidn logaritmica? 

8. Suponga que se invierte nna cantidad P a una tasa de interns 
r y A es ta cant idad despues de t ahos. 

a) Escriba una expresidn para ,4 si cl intend es compuesto 
n voces por aflo. 

b) Esctiba una expresidn para A si el interns se compotie 
de tnanera cqntinua. 

9. Si el lamano inicial de una poblacidn es y la poblac i6n 
crece en forma exponencial con tasa dc trecimtemu rclativa 
r, escriba una expresion pari la poblaci6n nft) en el 
tiempor, 

10 . a) es la Vida media de una lustancia mUftctln? 

b) Si una sustancia radiactiva tiene masa inicial y vida 
media A, escriba una expresidn para la masa m(r) que 
permanecc en cl tiempo f. 

11. iQu^ dice la ley dc Ne^’ton del enfriamiento? 

12. ^Qu£ tienen en comun la eseala de pH, la escala Richter y la 
esc ala de decibeles? iQtii miden? 


Material prolegido por derechos de autor 
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Ejerciclos 


1-12 ■ Bosqucjc la grifica dc la funcidit. Expncse cl dominio, 
cl rango y La asinEOla. 


h fix) = 2~* +t 

2, f{x) = y~* 

3, g{ x) = 3 + 2* 

4* p(x) = 5^ - 5 

5* /(x) = logi(x “ 1 ) 

6. g(x) = log( -x) 

7* jf{xJ -2 - Log; x 

S. f{x) « 3 + logj{x + 4) 

9, F\x) = e* “ 1 

10, G{x) = lc*-' 

1L g( x) - 2 lux 

12. 3(x} - In(x z ) 


13-16 ■ Encuentreel dominio dc la funcitin. 

13. f(x) - I0 jl + log{] - 2x) 14. g(x) = ld(2 +x-x 2 ) 
15. h[x) = Lii(j : - 4) 16. *fr) = la | x\ 

17-20 » Escriba la eeuacidn en Forma exponential. 

17. log; 1024 = 10 IS. Log fl 37 - x 

19. logx = y 20. lac -17 

21-24 ■ Eseriba la eeuacidn en forma logaritmica. 

21, t = 64 22, 49" = \ 

23, 10' = 74 24, e* = m 


25-40 * E value la expresidn sin usar una c alcul adora . 
25. log,] 28 26. loggl 


27. 1'0N« 

29. Idfc*) 

3i. WA) 

33. logs VS 

35. log 25 + log 4 
37. log; LG 15 

39. logjG - log s 3 + log b2 


28. log 0,000001 
30, log* 8 
32. 2 l£ * ilJ 
34. i' 21 ” 7 
36. log 3 V243 

38. log 5 250 - logj 2 
40. log Logic 1 ® 


41-46 ■ Desarrol Lc la expresidn Log aritmjea. 

41. I0*CA^C S ) 42. log 2 (jt VV + 1) 






Mi - s,)»\ „ , ( \ 

■ M^rrri «• Ht* + W )v^; 


49. I log a (x - y) - 2 log;(x : + y 2 ) 

50. logj2 + lo gj (x + l) - ^log 5 {3x + 7) 

51. log(x — 2) + log(jr + 2) - flogfit 2 + 4) 

52. }[]n(x - 4) + 5 Infr 1 + 4*)} 

53-62 ■ Rfcsufllva laccuacidn. Eneucntrc la solution cxacta si 
CS pOsib.Lt; dt lo COfltranO apTOXimc hast a dos dctimalcs. 

53. logj( l * x) - 4 54, 2 3 *” 1 = 7 

55. 5 5 " 31 =» 26 56. ln(2x - 3} = 14 

57. e^* = 10 58. 2 1 ~ x = 3 ll+5 

59. log x + log{x + I) = log 12 

60* logjk + 5) - logj(x - 2) E 1 

61, x h u + Ixe 1 * = Be 1 * 62* 2 y = 5 

63-66 ■ Use una catcul adora para hallar la solucidn de In 
eeuacidn, corrects hasta seis deci males. 

63* 5~ ufi - 0,63 64. 2^“ 5 = 7 

65* 5 u+> = 3*"' 66* tf" ls *= 10000 

j 67-70 ■ Dibuje una gratica de la funetdn y empleela para de- 
terminar las asmtotas y los valors s locales maxima y mmimo. 

67. y = f^ +2 > 68. y = 2x a - la* 

69. y = log(x 3 - x ) 70. y = IQ 1 - 5 X 

l 71-72 ■ Encucntre las SOlticiones dc la eeuacidn. turrcclas 
hasta dos decimates. 

71. 3 log j — 6 2jt 72*4-x 2 = e~ u 

J 73-74 ■ Rcsuelva la dtsigualdad en forma grali ea , 

73* In i > x - 2 74* e* c 4x a 

| 75* Use una grifica dc f(x) = e* — 3e 5 — 4x para enconirai, 
aproximadamence, Los intcrvalos en los que / cs erecienie y 
en los que es decrecientt. 

76* Encucntrc una eeuacidn dc la recta moslrada en la Ggura. 



Material proteoido poi derechos dc a 


47-52 l Combine en un solo logaritmo. 

47* log 6 + 4 log 2 48. log x + log(xV) + 3 log y 
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77. Evalde log* 15 + correeto hasta seis deci males. 

78. Resue I va la desiguaLdad. 0.2 log.t < 2. 

79. £,Ch!U e& mis grande, log 4 258 o log 5 6207 

$0, Encuentre el Lnverso de ia funcidn f[x) = 2 1 ' y exprese su 
dominio y rango. 

81. Si se mvierten 12 OOOdtilares a una tasa de intend de 10% 
pot aflo, encuentre La cant idad de la inversion al final de tres 
aitos para cada metodo de capitalization, 

a) Semianual b) Mensual 

c) Diaric dl Continue 

82. Se invierte una suma de 5000 do I arcs a una tasa de in teres 
de 8 por arm, capital izable cad a medio ano. 

a) Eneucntrc la canbdad de la inversion despues de un ano 
y medio. 

bj iDespu^s de qu£ periodo la inversion llega a 7000 
ddlaies? 

83* La poblacidn de galOS eallejeros en un pueblo pequeflo 
crece de maneraexponendal. Em 1999. el pueblo tenia 30 
gatos callejeros y la tasa de crecimiemo relative era de 1 5% 
anual. 

a) Encuen tre una fancier que modele la poblacidn de 
galos callejenos n(f) dc spuds de f arms. 

b) Determine la poblacidn proyeclada despuis de 4 afios; 

c> Calcule el nuroero de aflos requerido para que la 
poblacidn de gatos callejenos llegue a 500, 

84, Un culiivo oontiene al inicio 10 000 bactertas. I>espu6s de 
una hora la cuenta de bacterlas es 25 0CQ. 

a) Determine cl periodo de duplication, 

b) Calcule d mimero de bacterlas dogate de ties Noras. 

85, El uranic 234 tiene una vida media de 2.7 X 10' a fios, 

a) Determine la cantidad restante de una muestra de 10 mg 
despots de mil aflos. 

b) ^Cuinto tarda en dc scorn ponerse esta mucslni hasta que 
su in as a es de 7 mg? 

86, Una muestra dc bismuto 210 se detcompone a 33% de su 
mass original tie&pu£s de echo dfas. 

al Calcule la vida media de este elemento. 
h) Determine la mass restante despues de 12 dias. 

87, La vida media det radio 226 es 1 590 afios, 

a.S Si una muestra tiene una masa dc 150 mg, encuen lit 
una funcidn que modele la masa que permanece des- 
pues de i anos. 

b) Determine la maisa que queda despuds dc 1000 afVos. 

c) i Despucs de eudntos arios solo quedan 50 mg? 


88. La vida media del paiadic 1 00 es cuatre dfas. Despucs de 20 
dias una muestra ha side radueida a una mass de G,375g, 

a) n.C’uul es la mas a initial de la muestra? 

b) Eneuentre una funcitin que modele la masa rescan te 
despucs de / dfas. 

c> iCu41 es la masa despues de tres dtas? 

d) i Despucs de cuintos dlas sdlo quedardn 0. 1 5 g? 

89. La gr^lica muestra la poblacidn de una rara especie de ave, 
dende / represents anew desde 1999 y jt(i) se rtiide en miles. 

a) Enc centre una funeidn que modele La poblacidn de aves 
en el tiempo t en la forma n(f) = 
bl £Cudl ise L'spera que sea La pobladun de aves en cl ado 
2010 ? 



90. Un motor de automdvil corrc a una lemperatura dc 1 90°F. 
Cuando sc apaga cl motor, se enfri'a de acDBfdo con la ley 
del enfriamiento de Newton con constante i - 0,0341, 
donde el tiempo se mjde en minutes. Encuen tre el tiempo 
nccesano para que el motor sc cnfrfc a 90 iT F si la temper- 
atura e ire und ante es 60T'. 

91. La concentracidn dc iones hidroccnu dc Claras dc hucVO 
frcscas se midid como 

[H f ] = U X I0' H M 

Determined pH y clstsiflque la sustancia como acida o 
bis Lea. 

92. El pH del jugo dc limdn cs 1.9. Calcule la coneeniracidn del 
ion hidrbgcno. 

93. Si un sismo tienc una magnitud de 6.5 en la escala Richter, 
ieufil cs la magnitud de otro sismo cuya intensidad es 35 ve- 
ces mayor? 

94. El njido que produce un mart il So neumSdco al taladrar se 
midid en 1 32 dB. El sonido del susuito se midi 6 cn 28 dB. 

E non: mire la rclacidn dc intensidades entire d taladrado y el 
susurro. 


ana 
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1 . Grafique Las funciones y = 2* y y = log; x en tos mismos ejes, 

2. Eosqueje la grafica de la funcirin /(*} = logfjt + I ) y express el dominie, range y 
iitfntOtJU 

3. Rvalue cada expresidu logarfLmica, 

all log j V5? b) log 2 S0 - lqg 2 10 

c) log, 4 d) Iog fe 4+ log e 9 

Use las leyes de los togarilfnos para desamrilar la expresidn. 


log 


3/ X + 1 

VjtV ■+ 4) 


5. Combine cn un solo logariLmo: In jc — 2 ln(r ! + l) +^M3 -JT 4 ) 

6. Encuenue la solueldn de la ecuaciin, cone eta hasta dos decimates, 

a) 2 * _1 = 10 bj 5 ln(3 - jt) = 4 

c) 10 j+1 = b u d) logjfjt + 2) + logj(j - l) — 2 

7. El Eamano inicial de un cullivo de bactcrias es 1000. Despues de una bora la cuenla de 
bacterias es 8000.. 

a) Encuentre una t'uneibn que models la poblacidn dtspu£s de t boras. 

b) CaJcule la pobtacidn despu^s de 1,5 horas. 
cl tCu&ndq la pobladdn llega a 1 5 000? 

d) Bosqueje la gdfica de la tunc ion de poblaeidn. 


8. Suponga que se Invierteri 12 000 ddlares en una cuenta de ab ottos que paga 5.6% de in 
leres anual. 

a) Esenba una formula para la cantidad en la cuenta despu^s de r afios si el interns se 
capital ira cada mes. 

b) Delermine la canlidad en la cuenta despues de tres an os si el inlets se com pone 
cada dfa. 



(.Ciitlnto licmpo tarda la cantidad cn la cuenta en crcccr a 20 000 drilarcs si el in' 
tenfis se com pone cada medio ano? 


9, Sea f( j) c 

x 

a I Grafique / en un rect£nguto de vision aprapiudo. 

b) Exprese las asfntotas de /, 

c) Encuentre, eonrecto hasta dos decimates, el valor local mfnitno de / y el valor de x 
en cl que ocurre. 

d } Eneuentre el range de /. 

e* 

dl Kesuelva iaecuacidn — r = 2.v + I. Express cada solution conxcta ha&Lados 

x* 

decimates 


rotegido por dsrochos qc ay tot 



Enfoque en el modelado 

Ajuste de curvas exponenciales y de potencia a datos 


En Enfoque en el modelado (p^gina 320) se aprendid que la forma de un diagrams de 
dispersion ayuda a elegir el tipo de curva a usar en el modelado de datos. En la 
primera grafiea de la figura 1 se puede observer con daridad que se ajusta a una recta 
y la aegunda a un polinomic cdbico. Para la tercera graftca se podria nsar un poli- 
nomio de segundo grade. Pern, £qu£ pasa si se ajusta mejor a una curva exponential? 
t,C6mo se decide esto? En esta seecidn se aprenderii edmo ajustar curvas exponen- 
tiates y de potencia a datos y edmo detidir que tipo de curva se ajusta mejor a los 
datos, Se aprenderi tambien que para graheas de dispersion Como las de las dos ul- 
timas graficas de la figura 1„ los datos se pueden model ar mediante func tones loga- 
rftmicas o logistical 



# 

» 


■ 








Figura 1 


Modelado con funciones exponenciales 

Si on diagram* de dispersion muestra que los datos se incremental! con rapidez, es 
posible que se desee modelar los datos por medio de un modelo exponential, es de- 
cir t una funcidn de 3a forma 


M = co 


Tabla 1 Poblacibn murtdial 


Arvo 

W 

Poblacidn mundial 
(Pen mi Nunes t 

1900 

1650 

1910 

1750 

1920 

I860 

1930 

2070 

1940 

2300 

1950 

2520 

I960 

3020 

1970 

3700 

1980 

4450 

1990 

5300 

2000 

6060 


donde C y k son constantes. En el primer ej emplo se mode la la poblacidn mundia! 
mediante un modelo exponential. Recuerde de la section 4.5 que la poblacion tiende 
a mcrementarae de manera exponential. 


Ejemplo 1 Un modelo exponential para la poblacion mondial 

En la tabla I se da la poblacion del mundo en el siglo xx. 

a) Trace un diagrama de dispersion y note que un modelo lineal no es upropiado . 

b) Encuenire una fimtidn exponential que module el cretimiemo de la poblacidn, 

c) Dibuje una gr&fica de la funcidn que encontro junto con el diagrama de disper- 
sion. ^Cdmo se ajusta el modelo a los datos? 

d) Use el modelo que encontrd para predecir la poblacion mundial en el ano 2020, 


Solution 

a) E3 diagrama de disperaidn se muestra en la figura 2. Los pantos gralicados al 
parecer no quedan sobre una recta, asf que el modelo lineal es inapropiado. 



Ctufcrvtnfi ,'1>w Ini35» ftiK.'Gfflty linage 


Ajgsle de curves exponancialss y de pot end a a da toe 



La poblaeidn del mundo sc increments 
cn forma exponential 


Figure 3 

Mode In exponential 
para La. poblaci On iiiujidiul 
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6500 


Figure 2 

Diagrams de 
disunion 

de la pubtacidn |y(>0 2000 

mundia] 0 


b) Por medio de una caJculadom para grdficas y el camaado Exp Reg (vease la 
figura 3(a)), se obtiene el modelo exponential 

P(/) = (0.0082543)M1.0i371S6) J 

Este es un niodelo de la forma y = Cb 1 , Para convertir esto a la forma y — Ce h , 
se usan las propiedades de los. exponentes y los logaritmos como sigue: 

A - e inA 
In A e = &Sn A 
In 1.0157133 - 0.013625 


L0L37186' = e^ 101 ” 18 *' 

_ ^fln 1.DE37LX6 
_ g (S.OI3*21r 


Asi, sc puede eseribir cl modelo como 

P(t) = 0.0082543^' ^ 

c) De la gralica de la figura 3(b), se puede observar que el modelo al pareeer se 
ajusla baxlante hied a los dams. Et periodo de crecimieiito poblacioiml relativa- 
menie lento se explica por la depresidn de la dCeada dc 1930 y las dos guerras 
mundiales. 


EL X p R 6 q 
y=a *b* x 
a=.0G8Z543035 
b=1 .013710645 


a) 



d) El modelo predice que la poblacidn mundial en 2020 ser& 

/'(202O) = G.OO82543f t0fli: ^ J( * ra, > 


7 405 400 000 
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Enfoquc e n el modalado 


Modetado con funciones de potencia 

Si et diagrams de dispersion de los datos hajo estiidio se asenrejan a la gralka de 
v — a* 2 , >- - av 1 ■'% o a alguna otra fund on de potenda, entonces se buses an mo- 
del® de potencia. es dear, una funddn de is forma 




donde u es lieu censiante positiva y n es eualquicr tiutnero real. 

En el ejemplo siguiente se buses un modelo de potencia para algunos dates as- 
tmndmicos. En astronomia, la distancia en el sistema solar so mide en imidades 
astrondmieas, Una unidad astmndmica (UA) es (a distancia media de la Tierra al 
Sol. El period® de un planeta es el liempo que tarda en dar ana vuella compleia 
alrededor del Sol (medtdo en aflos terrestresl En esie ejemplo se deduce la relation 
notable, descubierta por Johannes Kepler (v£ase la pagina 7S0), entre la distancia 
media de un planeta Jcsdc el Sol y su periodo. 


Ejemplo 2 Un modelo de potencia para periodos plarvetarios 


Tabla 2 Distant ias y periodos 
iJc los planclas 


Planeta 

d 

T 

Mercuric 

0.387 

0,241 

Venus 

0.723 

0.615 

Tiem* 

1.000 

1.000 

Marte 

1.523 

ISHl 

Jupiter 

5.203 

11.361 

Saturoo 

9,541 

29.457 

Urano 

I 9 JW 

B 4.008 

Neptuno 

30.086 

164.784 

Plutdn 

39,507 

248.350 


En la tabla 2 se muestra la distancia media d de cadu pi uric La desde el Sol en 

uni Jades astronomicas y su periodo 7" en anos, 

a) Bosquejc un diagram# de dispersion, ^:Es apropiado un modelo lineal? 

h) Encuentre una funcidn de potencia que model e los datos. 

c) Dibuje una grifka de la tunc ion que encontro y el diagrams de dispersion en la 
misma grdfica. ^.Qul 4 tan bien se ajusta el modelo a los datos? 

d) Use el modelo que eneontrd para deierrninar el periodo dc un asieroide euya 
distancia media al Sol es 5 UA. 

Solucion 

a) El diagrama de dispersion rmistrado en la ligura 4 indie a que los puntos gra- 
ftcados no se u hi can a lo largo de una recta, asf que es mapropiado un modelo 
lineal. 


260 


Figura 4 

Diagrama de dispersion 0 c. ■« 45 

de datos de planelas 0 


b) Por medio dc una calculadora para grificas y el eomando PwrFteg (veasc la 
figura 5(a)), sc obtienc el modldo de potencia 

T = 1.00039M 1 -™* 


l atari al 


3100 po 


rir pi* 


jrecht 


de autt 
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Si sc rcdondea tanto cl coetiticritc ouitio cl exponents a ties cifras significati- 
vas, se puede escribir el modelo como 

T=d iA 


Figure 5 

Mode In 6e potentia para 
I us datas de lus planetas. 


Esia es la relation, que descuhrib Kepler (vgase la pdgina 780), Sir Isaac 
Newton utilize de spues su Ley de la gravedad para deduct: en forma tedrica su 
rdacidn. y de este modo propordotid evideneia ciemffica firme de que la Ley 
de la gravedad debe ser cierta. 

c) La grtffiea se muestni en la figure 5(b), El modelo al parecer se ajusta muy bien 
a Eos datos. 
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PwrReg 
y=s* x*b 
a = 1 .Q0O396G4S 
b=1 ,459661?! 6 


a) 



d) En este caso, d = 5 UA y t por lo tanto 1 el modelo produce 

T = U00039*5 I WW6 ^ 1 1 .22 

El periodo del asteroids es aproximadamentc 1 1 2 aEos, ■ 

LineaMzacidri de datos 

Se ha empleado la forma de im dtagrama de dispersion para decidir qu£ tipo de mo- 
delo usar — lineal* exponential o de potentia—. Esto funciona bier si los pimtos de 
dates se ubican sobre una recta, Pero es diffcil distinguir m diagrams dc dispersidn 
que sea exponential a parti: de uno que requiere un modelo de potencia. Asf, para 
ayudar a decidir qu6 modelo u&ar T se pueden iitt&tiizor Jos dates, es decir* aplicar 
una funcitin que “enderezea" aJ diagrams de disperadn. El inverao de la funcidn de 
It realization es emonces un modelo aproptado. Ahora se describe edmo linealizar 
dates que puedeu ser modelados por ftinciones exponencialcs o de potencia. 

* Linearization de datos exponentiates 

Si se sospecha que los puntos de dates {*, y) estin sobre una curva exponential y - 
Ce entonces los puntos 

(x, In y) 

deben quedar sabre una recta. Esto se puede ver a partir de los siguientes c£lculos; 

In y “ In Ce** ^upongija quey = Ce 1 ' y toms el lit 

= In e** + In C Frop\edad de f In 

— kx 4- In C Freipifdad del In 

Para ver que In y es una funcidn lineal de a t sea Y — In y y A = In C; entonces 

Y - Jfcr + A 
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Tabta 3 Datos de publaciftn mondial 


1 

PoblaciOn P 
ten mi Hones I 

In P 

(900 

1650 

21.224 

1910 

1750 

21.283 

1920 

I860 

21.344 

1930 

2070 

21.451 

1940 

2300 

21,556 

1950 

2520 

21.648 

1960 

3020 

21.829 

1970 

3700 

22.032 

1980 

4450 

22.216 

1990 

5300 

22,391 

2000 

6060 

22.525 


Se aplica esta tecniea a Ids datos de pcbbcidn mundial (r, P) para obttner los pan- 
tos (f, Is jP) de la tabb 3. En el diagrams de dispersion de la figure 6 se obseiya que 
Ids datos linealizados se ercuentran mas o me nos sobre una recta, asi que debe ser 
a pro pi ado un modelo exponential. 


23 


Figure € 



■ Liiiealizacion de datos de potencia 


Si se sospecha qu.e los puntos de datos (x f y) yacen sobre una ctirva de potencia y = 
ax", entonces los pantos 

(In x, In y) 

debe n estar sobre una recta, Esto se puede observar en Los siguientes ciiculos: 


I ny — In ax" 

= Jn a + In x" 

= In a + nln x 

Para ver que In y es una funcidn de In x, 


Suportqa que y — ax' y tarni ;i In 
Fropisclait £#c I In 
Froplcttad £tcl In 

sea Y — In y, X = Ln x y A = In a\ entonces 


Y^nX + A 


Tabb 4 Tabla tog-log 


In d 

InT 

-0.94933 

- 1.4230 

-0.32435 

-0,48613 

0 

0 

0.42068 

0.6318 

1.6492 

2.4733 

2.2556 

3,3829 

2.9544 

4,4309 

3 4041 

5,1046 

3.6765 

5,5148 


Aplica mos esta t6cnica a los datos de los planetas ( d , T) de la tabla 2 para obtener los 
pantos (In d. In T) de la tabla 4, En el diagrams de dispersidn de b figura 7 se ob- 
serva que los datos caen sobre una recta, asf que el modelo de potencia parece ser 
apropiado. 


6 



.a* 

* 

/ 

\y 

s . - . 

Figtira 7 

Diagrams 

tog-log de los ^ 

datos de la / 



tabla 4 -2 

^Un modelo exponential o de potencia? 


Suponga que un diagrams de dispersion de Los puntos de datos U\ y) muestran un 
incremento ripido, ^Se debe usar una funcidn exponential o una funcidn de poten- 
cia para modelar los datos? A fin de decidir, se trazan dos diagramas de dispersidn, 
uno para los puntos (x, In y) y el otro para los puntos (In x t In y ). Si el primer dia- 
grama de dispemdn al parecer cae a lo largo de ana recta, entonces es apropiado un 
modelo exponential. Si al parecer el segundo diagrams cae a lo largo de una recta, 
entonces es apropiado un modelo de potencia. 
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X 

y 

1 

2 

2 

6 

3 

14 

4 

22 

5 

34 

6 

46 

7 

64 

8 

80 

9 

102 

to 

130 


Tftbla 6 


x 

Irx 

In y 

1 

0 

0.7 

2 

0.7 

1.8 

3 

LI 

2,6 

4 

1.4 

3.1 

5 

1,6 

3,5 

6 

L 8 

3.8 

7 

19 

4.2 

8 

2.1 

4.4 

9 

2.2 

4.6 

10 

2.3 

4.9 


Ejemplo 3 modelo exponential o de potencia? 

Los puntos de datos (j 4 v) se muestran en la tab] a 5. 

a) Dibuje un diagrams de dispersion de Ids datos., 

b) Trace los diagramas de dispersion de (x H In y) y (In x t In y). 

c) ^Para modelar estos datos es apropiada una funcion exponential o una de po- 
Eencia? 

d) Encuentre una funciOn apropiada para modelar los datos. 

Solution 

a) El diagrama de dispersion de los datos se muestra en la ftgura 8. 

m 


f j , 14 1.111 I -1 

Figure & 0 

b) Se usan los valores de la labia 6 para trazar los diagranias de dispersiOn de las 
figures 9 y 10. 

6 5 


0 j 4 3 1 1 j ■ ■ 1 1 ]j 

0 

Fig urn 9 


0 ■ ■ ■ ^ 2.5 

0 

Figure 10 


c) El diagram a de dispersiOn de (x, In y ) de la ligura 9 a I parecer no es lineal, a$i 
que es inapropiado un modelo exponential, Por otro lado, el diagrama de dis- 
persidfl de (In x, In y) en la figura 10 es casi lineal, asf que es apmpiado un 
modelo de potencia. 

d) Al util tzar el comando Pur Reg en una calculadora para grOficas, se encuentra 
que la hincion de potencia que mejor se ajusta a los datos es 

y = l.85jt ,si 

La gnilka de esta funciOn y los datos origin ales se muestran en In figura. I L 


140 


0 ~ 

Figura tl 0 
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Enfaqua en el modetado 


Antes de que se volvieran eomunes las t it leu] adores para grdficas y el software de 
estadfstica, 3 os modelo® exponent iales y de potencia para datos solfan construirse 
encontr&ndo primero un modelo lineal para las datos linealizados, Luego se ha] la- 
ba el modelo para los datos reales tomanda exponenciales. For ejemplo* si se en- 
cuemra que y — A In x -I- entonces al tontar exponenciales se obtiene el modelo 
y — e* * e Xh * oy — Cx A (donde C ~ e 3 ). Se empleaba papel de grdficas especial 
llamado papel logarftmico o papel log-log para fad li tar este proceso. 

IVIodelado non funciones togistioas 

Un modelo de crodmiento logfstico es una fundtiti de la forma 



donde a t b y c son constants positivas. Las funciones Jogfsticas se usan para mo- 
dular poblaciemes donde el crecimiento est£ restringido por los recursos disponi- 
bles. (Vdanse los ejercicios 69-72 de la secci6n 4.1.) 


Ejemplo 4 Aprovisionamiento de un estanque con bagres 


Tabla 7 


Semana 

Bagres 

0 

1000 

15 

1500 

30 

3300 

45 

4400 

60 

6100 

75 

6900 

90 

7100 

105 

7800 

120 

7900 


Mucho del pescado que se vends en los supermercados en la actualidad se cria en 
granjas pesqueras come re Sales, y no son capturados en su habitat natural Un es- 
tanque en Lina granja de este tipo es aprovisionado al initio eon 1 00 bagres, y la 
pobladtin de peces se muestrea despues a interval os de 15 semanas para estimar su 
tamafio. Los datos de poblacidn se dan en la tab! a 7, 

a) Encuentre un modelo apropiado para Ids datos. 

b) Constrtiya un diagrams de dispersion de los datos y graft que el modelo que en- 
eontnb en el indso a) en el diagrams de dispersion. 

c) ^Cdmo predice el modelo que la poblacidn de peces cambiard con el tiempo? 

Solution 

a) Puesto que la poblacidn de bagres cstd restringida por su hdbitat (el estanque)^ 
es apropiado un modelo logfstico, Por medio del comando Logistic en una 
calculadora (vgase la figura 12(a)), se encuentrael siguiente modelo para la 
poblacidn de peces P(r): 

7925 

1 + Ue-*™* 

9000 

- / 

- / 

: / 

0 * 1 • ' ' 1 * ' ISO 

0 

b) Fablacibn de bagres y= f-[t) 




Logi Stic 
y= c/C 1 +ae' ,, {-bj( ) J 
a- 7. 69477503 
h = .0523020764 
d=7924.540299 


Figure 12 


a) 


b) El diagrama de dispersidn y la curva legist ica se muestran en la figure 12(b). 
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c I De la grafica de P on ia jigura J 2(.b h se ve que la poblacton tie bagres se in* 
cremcriia con rapidcz hasta casi i = MO semauas. Despot disminuye el creci- 
miento, y en aproximadamente t = 120 semuiMis la poblacitm sc cqui libra v 
petmanece mis o menos constants en poco mas de 7900. ■ 


El comportam lento que exhibe la poblacibn de bagres en el ejemplo 4es repre- 
ficntativo del crecimicnia Jogistico. Despuis de una fast de crecimiento rapido f la 
poblacifri se aproximaa un nivel constanie conocido como capaiidad de transports 
del ambicntc. Esto ocurrc porque cuandti i —* oc< sc tiene e h — ► 0 (v£ase la seccidn 
4. S } y, por lo tanto. 


m 


I * 


t + 0 


= c 


A si. la capaciidad de transports es c* 


Problemas 

La const i Luc ion de Eslados U Hides requiem un 
eensa cada 1 0 anus. Los dau>s del censo para 1 790-2000 se dan en la tabla. 

a) Qmsiruya un diagram! de dispersion de las datos. 

bl Use una calculadora para ha liar an mode In exponent: tal para los daios. 

C} Use su modcLo para prededr La poblacidn cn el cense de 2010 . 
d| EmpLee su mtttlclo puni eslimar b pobiacion cn 1965 . 

e) Compare sus respuc&ias de los incises a) y d) con los valures de b Labia. ^.Considera 
que es apropiado un modelo exponent ial pstm cstos dates? 


Aho 

Poblacibn 
(en mi Hones! 

Ano 

Foblacidn 
{en mi Hones) 

Ano 

Poblatitin 
{en mi Hones) 

1790 

3.9 

1870 

38.6 

1950 

151.3 

1800 

5.3 

1880 

50.2 

I960 

179.3 

L s. 1 o 

7.2 

1890 

63.0 

1970 

203.3 

1820 

9.6 

1900 

76.2 

1980 

226.5 

1830 

12.9 

1910 

92.2 

1990 

248.7 

1840 

17,1 

1920 

1 06.0 

2000 

281,4 

1850 

23,2 

1930 

123.2 



I860 

31.4 

1940 

1 32.2 




Tiempo 

(S) 

DisCaneia 

(m) 

0.1 

0.048 

0.2 

0.19? 

0.3 

0.441 

0.4 

0.882 

0.5 

L227 

0.6 

1.765 

0.7 

2.401 

0.8 

3.136 

0.9 

3.969 

LO 

4.902 


En un expcnmcnlu de fisica una bob de plomo sc dejs eacr 
desde ana altura de 5 m. Los alum nos rcgislrun b dislanda que ha eaido la bnb uada de- 
cima de segundo. (Eslo sc puede baeer con una eamara v una lu/ cstrobosedpita.) 

a ) Ccmsiniya un diagramii de dispersion de lus daios, 

b) Use una calculadora para halbr un modelo de potencia. 

c) Emplee hu itindelo pani predecir cuAittu ha cafdo La bob cn 3 a. 

? Gustos de atwnemn da U Los gastos de aiendbn sanitaria en Estados 

Unidos para 1 97(1-200 1 sc dan cn b labia de la pagina siguientc, y un diagrams dc dis- 
persion se muestra en la ftgura. 

s\ ^.El diagrams de dispersion niosirudo indica un model o exponential? 
b} Conslnjya una tabla dc los valores ( u In £) y un diagrama de dispersion. J>arece ser 
lineal el diagrams de dispersion? 
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Enfoque en el modelado 


Ano 

Gastos de snlud (en miles 
de mifjones de dbl&res) 

1971) 

74.3 

1980 

251.1 

1985 

434,5 

I9H7 

506.2 

1991) 

696 6 

1992 

820.3 

1994 

937.2 

1996 

1039.4 

1993 

1150.0 

2000 

1310.0 

2001 

1424.5 


c) Encuentre Lei recta dc regression para los dates del tneiso b>. 

d) Use ltJKs resultados del ineiso e} pant hallar un modelo exponential para el cre- 
cirnicnlo dc los gaslos dc alcneidn sanitaria. 

b) Use su modelo para prededr los gastos tolales de atencicm sanitaria en 2009, 



Tiempo |h) 

Can ti dad da ir l (g) 

0 

4.80 

8 

4,66 

16 

4.51 

24 

4.39 

32 

4.29 

40 

4.14 

48 

4.04 



La intensidad de la luz decrece 
exponent iaLmenlc eon la 
prof Lind id ad. 


■ ■ - ' idi . Ur csludiantc inlcnta determinar Ja vida media del 

vodo radinctivo 13 E. El midc lacantidad de yutls) 131 cr una disolucidn de muestra eada 
8 horns. Sus dal os sc mucsUnr cr la labia del maigcn. 
a} Construya un diagrama de dispersion de los daios, 

b) Use ana calculadora para hallar un modelo exponential. 

c) E Triplet su modelo para hallar la vida media del yodo L 3 1 . 

Ley ■■■• *rr ( bt * Cuando la luz del sol pasa por el agma de Lagos y oc&nos « 
absorbida. y mienlras mils profundo penetra, disminuye mils su intensidad, La inlensidad 
luminosa / a la profimdidad .r esti dada por la ley de Reer- lumber: 

/ = v * 1 

dondc f t] cs la iniensidad luminosa en la superfidc y i cs una constantc que depend? de la 
lurtncdad del agua (vease la ptigina 364). Un bidlogo utiliza un fonSmelro para invest] gar 
la penetration cr un lago y ohtiene los dalos de la labia, 

a I Use una calculation graticatiora a tin de hallar La funcidn exponential de la forma 
dada por Ea ley de tieer- Lambert para modelar estos darns. t C'uaL cs la inlensidad 
luminosa / p en la siipcrficie cn este dia y cutil cs la constanlc de “turbiedud" para 
cstc lago? si su calculadora da una funeidn dc la forma I = ab\ eon- 

vitnalaa lit forma que desea usando las identidades b' = Wane cl 

ejemplo 3(bbj 

b) Construya un diagrams de dispersion de los dalos y grafique en su diagrama de dis- 
persion la fund on que cnconlrd en el indso a>. 

c) Si la imensidad Luminosa tae por dtbajo dc 0. 15 lumcnes (1m), cicrta cspccic de 
alga no puede sobrtvivir debido a que la fotosiniesis es imposible. Use su moddo 
del inciso ai para dtterminar In profund idad debajo dc la cual la luz cs msutieicnle 
para que esla alga sobreviva. 


Profundi dad 
{pies} 

Intensidad luminosa 
dm) 

Profun did ad 
(pies) 

Intensidad luminosa 
{lm) 

5 

13.0 

25 

1.8 

10 

7.6 

30 

U 

15 

4,5 

35 

05 

20 

2.7 

40 

03 
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Ajutte da eurvas axporranciales y da potencia a datos 


6 1 *; 1 p m i c i o ■ Tbdos estunos famitiarizados con el 

fe mi menu de olvidar, Los hechos enLendidos con elaridad al momenta de aprenderlos 
por primera vest a veces se borran de la memorix a la bora del examen final. Los psicolo- 
gos han propuesto varias formas de modelar este proceso, Un model o de este ripo es la 
curva de olvido de Bbbinghaus, deserito en la p£gina 355. Glros modelos utilizan fun- 
ciones exponential e s o logaritimcas. Para desairollar su propio modelo una psicdloga 
Ueva a cabo un ex peri memo con un gmpo de voluntaries pidi&idoles que memoricen 
una lista de 100 pahbras reladonadas. Ella prueba entonces cudntas de estas palabras 
pueden recordar despuis de varios periodos. Los resultados promedio para el gmpo se 
muesiran en la labla. 

a) Use una caiculadora para grfficas a fin de encontrar la fimcidu de potencia de la. 
forma >’ = at** que model a el numero promedio dc pal a bras y que las voluntaries 
rccuerdan despues de t boras. Despuds, cncucntrc una funcidn exponential de La 
forma y- at/ para modelar los datos. 

b) Construya un diagrams de dispersidn de Ins datos y grafique en su diagrama de 
dispersion las funciones que enconud en d inciso a). 

c) ^Cuil de las dos funciones al pareeer proporeiona el mejor modelo? 


Tiempo 

Palabras recordadas 

15 min 

64 3 

th 

45.1 

8h 

37.3 

1 dJa 

32.8 

2 dfas 

26.9 

3 dfas 

25.6 

5 dia-s 

22.9 


En Ib labia siguicnle sc dan las emisioncs dc plomo en 
Estates Unidos hada el ambiente en mi Hones de toneladas meiricas para 1 970- 1 992. 

a) Encuentre un modelo exponential para eslos dates, 

b) Encucntrc un modelo polinomial dc caaito grade para es-tos datos. 

c} de estas eurvas da un mejor modelo para los datos? Use grtficas de los dos 

modelos para decidir, 

d) Use cada modelo para estimar las emisionex de plpmo en 1972 y 1982. 


Ano 

Emisionos 
de plomo 

1970 

199.1 

1975 

143.8 

1980 

68.0 

1985 

18.3 

1983 

5.9 

1989 

5.5 

1990 

5.1 

1991 

4.5 

1992 

4.7 
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Enfoque en el madelado 


8. Emisiones de escape de automovrl En un esludjo rtaliz&du per la Office of 
Science and Technology de Eslados Unidos cn 1972, se estimd el ccsto de redudr Eas 
enusiones de automtivilcs en tipeitos poreemajes. Encuentre un modclo exponential 
que capta la lendencia dc “rendimiento decredentc” de Jos datos mostrados er la labia 
siguiente. 


Redoccion de 
emisiones {%) 

Costo par 
autombvil ($S 

50 

45 

55 

55 

60 

62 

65 

70 

70 

m 

75 

90 

m 

100 

85 

200 

90 

375 

95 

600 


9, i Model o exponential o de potencia? Los puntos dc ciaios (x r y) se muestran en 

la tabla. 

a\ Dibuje un diagrams de dispersion de Eos dams. 

b) Trace diagrams de dispersion de (jt, En v) y (In *, In y) r 

c) {.Cuil es apropiada para modelar estos dales, una funcidn exponencial o urea 
fimeidn de potencia? 

d) Halle una funcidn apropiada para modelar los flatus. 


r 

y 

2 

0.08 

A 

0.12 

6 

0,18 

8 

0.25 

10 

0.36 

12 

0.52 

14 

0.73 

16 

1.06 


X 

y 

10 

29 

20 

82 

30 

151 

40 

235 

50 

330 

60 

430 

70 

546 

80 

669 

90 

797 


10. ^Modelo exponential a de potencia? Los puntos de dales (x, y) sc muestran en 
la tabla del marge n. 

a) Dibuje tin diagrams de dispersidn dc los datos, 

bj Trace los diagramas de dispersion de (x, In yj y (In x, In y). 

c) iCudl es mis apropiada para modelar estos dams, una lUncion exponencial o una 
funcidn de polencia? 

d) Halle una funcidn apropiada para modelar los datos. 
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11 Crecimieoto poblacional logistico La tabla y el diagrams de dispersion dan la 
poblacitin de jejenes en un recipient? de laboratory cerrado en im periodo de IE dias. 

a) (Jse el eormndn Log i Stic en su ealeuLadoni con el fin de hallar un modclo logis - 
tico para eslos dates. 

b) Use el models para esiimar d tiempo cuando hay 400 jejenes en d redpienie. 


Tiampo 

(dia&) 

Numcro 
de jejenes 

0 

10 

2 

25 

4 

66 

6 

144 

8 

262 

10 

374 

12 

446 

16 

492 

IS 

498 



And 

‘-T 

TorvelfldflS m^tricas 
de carbdn mineral 

1950 

882 

I960 

889 

1970 

894 

(980 

m 

1990 

905 

2000 

909 


1 2 Modelos logai itmi Un modclo logarftmioo es una funcidn de la forma 

>■ = 4 + b In x 

Muchas rdacLoncs- cnlrc variables en d rauitdo real sc pueden modclar med ianlc Cslt 
iipo de funtidn. La tabla y el diagrams! de dispersidn muestran la production de carfedn 
mineral (en toneladas metrical) de una pequefia mma en el norte de la Columbia 
Britinica. 

a) Use el comando Loft eg en $u calculadora con d fin de hallar un modclo logarfl- 
rtneo para estas cifras de production. 

b) Use el modclo para predecir la pruductidn de carbdn mineral de esta mina en 2010. 
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5.1 Circulo unitario 

5.2 Fu nciones trfgonometncas de numeros realas 

5.3 Graficas trigonometricas 

5.4 Mas graficas trigonometricas 

5.5 Modelado del movimiento armonico 


Esquema del capftulo 

En este capftulo y en el siguiente presentaremos nuevas funciones Hamad as funcio- 
nes trigonometricas. Las funciones trigonoin£tiicas se pueden definirde dos maneras 
distintas* pero equivalentes — como funciones de Angulos (capftulo 6) o funciones de 
ndmeros nates {capftulo 5) — ♦ i cmi .iik -. tic m ■ ■ ■ II 

pcrulieiiu> cm re x.ttc mmliMjuc viialijuiciu dc to% ’ m r n,, .r 

(n i « Tratamos ambos enfoques porque las diferentes aplicaciones requieren que 
estudiemos estas funciones de maneni disiiniu. El enfoque de este capftulo se pre&ta 
particularmercte al modelado del movimiento peribdico, 

Si usted se ba subido a una meda de la fortune entonces ya conoce el movimien- 
to peri6dico — es dec it, el movimiento que se repile ima y otra vez—. Este (apo de 
movimiento es com Lin en la naturaleza. Piense en la salida y en la puesta diarias del 
Sol (dfa* noche, dfa noche, . , .), la variaddn diaria en los niveles de las mareas (alta 1 
baja, alta E baja, . . .), las vibrae tones de una hoja en el viento (izquierda, derecha. iz- 
quierda, derecha, . , o bien, la presibn en los dlindros del motor de nn automdvil 
(alia* baja. alia, baja, . . ,). Para poder deseribir tal movimiento desdc e! punto de vista 
de las materrkticas necesitamos una famcibn cuyos valores airmen ten, luego disminu- 
yan, luego se incremented , . , . y que se repita este patitfn indefinidamente. Para en- 
tender c6mo deiinir tal funcidn* veamos la rued a de ia fort una otra vez, Una persona 
que vaya en la meda sube y baja. sube y baja. .... La grffka muestra que tan alto es- 
t& la persona por arriba del centro de La rueda de la fortuna en el tiempo t. Observe 
que mientras la rueda giro la grdfica sube y baja en forma repet ida. 


*■ 

f 


Definimos la funcidn trigonometries seno de manera similar. Empezamos con un 
drculo de radio 1 . y para cada distant i a t a lo largo del arco del clreulo que termina 
ert (j* y) definimos el valor de la funcidn sen t como la altura* o bien, la coordenada y f 
| de ese punto. Para aplicar esta fun don a situaciones del mundo cotidiano aplicamos 

| las tramformaeiones que aprendimos en el capftulo 2 para acortar, ampliar o despla- 

zar la furtcidn con el fin de ajustar la variaddn que estamos modelando. 

| Hay seis funciones trigonometricas, cada una con pnopiedades especiales. En este 

i capftulo estudiamos sus definiciones* giificas y aplicaciones. En la seccidn 5,5, vemos 

339 
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cdroo se pueden utilizer las funciones trigonometrical para modelar el movitn lento 
armdnico. 


5.1 


Circulo unitario 


En esta seccldn exploramos algunas propiedades del cfrculo de radio 1 con centre en 
el origen. Estas propiedades se aplican en la seccidn siguientc para definir las. fundo 
ties trigononi^tricas. 



figure 1 

Circuit) unitario 


Circulo unitario 

El conjunto de punt os a una d island a de I a panir del origen es un circulo de radio 1 
(v£ase figura 1). En la seccion 1,8 aprendimos que la ecuacidn de esta circunferencia 
es a 2 + jr = 1. 


Circulo unitario 


El Circuit) unitario cs el quo tienc ut\ radio igual a I y su centro esta en el 
origen de un piano at. Su ecuiadon cs 

x 2 + y 1 = \ 


Ejemplo 1 Un punto en el circulo unitario 

/V3 V6\ 

Demuestre que el punto PI -y- . — — j esd en el circulo Unitano, 


Solucion Nece si tamos demostrar que este punto cumpEe con la ectiaci 6n del 
cfrculo unitario, es decir, jr 2 + y 2 = L Puesto que 




P estd en el circulo unitario. 


Ejemplo 2 Localization de un punto en el circulo unitario 

El punto P{ V3/2, y) esUi en el circulo unitario en el cuadrante IV. Encuentre su 
coordenaday. 

Solution Puesto que cl punto csld en el cfrculo unitario, entonces 



Como el punto eslS en cl cuadrante IV t su coordenada y debe ser negaliva, asf 
que y - 


xolegidp por d Grech os do aut 


VI ateria 
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Puntos sobre la circunferencia del cfrculo unitario 

Suponga que ( es tin numero real. Recorramos una distancia t a lo largo del circuit? 
unitario, empezando en el punto (1, 0) y desplazandonos en sentido contrario al de 
las manecillM del neloj si res positive o bien, en el sentido de las nwwcillas del re- 
loj si l es negativa (figura 2). Asf llegamos al punio P(x, y) sobre el cfreuio unitario, 
Li punto P(x t v) obtenido de esta tnanera se llama punio sobre la circunferencia 
determinado pore! numero real i. 


Figure 2 



a) Punto PU\ v) &obre la circunferencia 
dctcrmi nado por / > 0 


b) Punto P( x, y) sobre In c lrcu n fenena a 
determinado pur l < 0 


La circunferencia del cfrculo unitario es C — 2ir( I ) = 2ir, Entonces* si un punto 
empieca cn (l T 0) y se despiaza en el sentido contrario al de las manccillas del neloj a 
lo largo de toda la circunferencia y regress a (1 , 0), se despiaza una d island a de 2 tt. 
Para desplazarse medio camino alrededor del cfrculo* recorre una distancia de 
^ (2 tt) - 7T, Para mo verse un cuarto de la distancia alrededor del cfrculo* recorre 
una distancia de {(2ir) - tt/2. (,En ddnde se encuentra este punto cuando recorre estas 
distances a lo largo del cfrculo? Segiin la figura 3 + vemos por ejemplo que cuando 
recorre una distancia de tt iniciando en (1 , 0), el punto final es ( — 1* 0), 






Figura 3 

PlinlGS sobre la circunfcrcnda 
delcrminados por t = f, ir„ y 2ir 


Ejemplo 3 Determine cion de I os puntos 
sobre la circunferencia 


Calcule el punto sobre la circunferencia del cfrculo unitario determinado por 
cada numero real /. 


a) f = 3 tf b) t = —tt 


c) 


IT 



Solution Pe acucrdo con la figura 4 observamos lo siguiente, 

a) El punto determinado por 3ir es (-1.0). 

b) El punto determinado por —w es (— 1 , 0), 
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c) El punto determinado por - -tr/2 e$ (0, - 1 ). 



Observe que valores diferentes de r pueden determinar el mismo punto. a 

El punto terminal P(x, y) determinado por t = tt/ 4 es la mi sum distant la desde (1, 0) 
que de{0 1 l)a lo largo del dreulo unitario (v£ase figiira 5). 



Puesto que el cfrculo uni Latin es $im£trico con respeeto a la recta v = je + se infiere 
que P queda sobre la recta y — x, De este modo, P es el punto, en el primer cuadrame, 
donde se cortan la circiiriferencia.r + y 2 = 1 y la recta v = x „ A1 sustituir y por x en 
la ecuacidn de la cineunferenda, tenemos 


je 2 + t 2 = 1 

2jt 2 “ 1 Cortbin^d^rt t^rmiriCS 

, I 

X = — DM^ion cfitre 2 


X — 



Obtercion de las raises cuadradaz 


Como P esta en el primer cuadrante, x ~ 1/V2 y como y = x, entonees tenemos 
lambien y = 1/^2, Por to tanto, el punto determinado por ir/4 es 
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Sc puedcn aplicar mclodus similares para culctilar los punt os sobre la circunferervcia 
dcierminados por t = tt/(y y t = ir/3. V£anse ejercicios 55 y 56. En la Libia 1 y en la 
figura 6 se dan los puntos para algunos valores espeeiales de t 


Tabla 1 



Punto 

r 

determinado por t 

0 

(Ml) 

# 

I 

(Ft) 

IF 

4 

(F.F) 

if 

ft FI 

§ 

(0, 1) 





Figure 6 


Ejemplo 4 


Determination de puntos sob re la circunferencia 


Cakule el pumo sobre ia circunferenda determinado por cada numero real dado i. 


a> r = — 


7T 

~4 



c) t- 


5r t 

T 


Soluei6n 

a) Sea P el panto determinado por — *r/4 t y .sea Q el punto de term in ado por rr/4. 
A partirde la figura 7(a) vemos que d punto P tieoe las mismas coordenadas 
que Q. pero no el signo. Puesto que P estd en el cuadrante IV, su eoonJenada x 
es positiva y su coordenada v es negativa. Porconsiguiente, el punto sobre la 
eireunfcreneia es /*( V 2 / 2 T — V 5 / 2 ). 


Figura 7 





*■ 

x 



a) 


b> 


b) Sea P el punto sobre I a circunferenda determinado par 3 tt/4, y sea Q el punto 
determinado por ir/A. En la figura 7(b) observamos que el punto P tiene 
las mismas coordertadas que Q, pero el signo es distinto. Como PestA en e! cua- 
drante 1 1, su coordenada jc es negative y su coordenada y es positiva. Por consi- 
guiemc, el punto es F( - V2/2, V2/2). 
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c) Sea P el punto sobre la circunt'erencia detenu in ado j>tsr -5ir/6 y sea Q cl pun- 
lo deli ni do por ir/6. F>e aeuerdo con la figura 7{c), vemos que el punto P tiene 
las mismas eoordenudas qite Q. pern signo distinto. Puerto que P estti en el cua- 
drante ILL sus coordenadas son negalivas, For consiguiente, cl punto es 

p(-V5/2. -1), ' ■ 

Numero de referencia 

Segun los ejemplos 3 y 4. vemos que para encontrarel punlo sob-re la cincunferencia 
en cuaiquier cuadrante solo es necesario conoeer el punto ’ 'correspond teiue ,+ cn cl 
primer cuadrame, U samos el coneepto de numetu Je refertncia como un &u miliar en 
el calculo de los pumas sobre la cireunfereneia. 


Numero de referencia 


Sea i urt mi men j real, i I mi intro dt rtlt-rtntia t asociado a r es la distaocia 
mascorta a lo largo del circulo unitaiio enire e! punlo sobre In circurcferenriu de- 
terminado por i y el eje a. 


En la figura 8 se i lustra que para calcular el numero de referenda 1 es uni saber en 
que cuadrante estft el punlo que sedetermin6inedianle t. Si el punlo quedOen los cua- 
drantes E o IV, donde x es positive, encontramos t desplazandonos a lo largo del 
efrculo hasta el eje positive x. Si queda en los cuadranies Ho III t donde ,t es negative 
encontramos l reeorriendo el cfrculo hasta el eje v negufivo. 



Figura $ 

Mumero de referenda f para i 




Ejemplo 5 Determinacidn da los numeros de referenda 

Encuentre el numero de referencia para cada valor de t. 





a) / = 


5t t 
6 


b) i = 


In 


C) t — 


2tt 


d | i = 5 80 


Solution Encontramos los numeros dc referencia en ta figura y como siguc 
5-tt n 

a) , = ff -T = 6 

7-3T IT 
h) i - 2n — - — 

4 4 
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Figura 3 


2tt 77 


d) i = 2 tt - 5.A0 - 0 48 



l>) c) d) 


□so de tos numeros de referenda para los puntos sobre 
la circunferencia 


Para deter mmar el punto P definido por cualquier valor de /„ seen i mo s los pasos 
siguientes: 

Encontiar el niimero de referenda i . 

Encontrar el pun to sobre la circunferencia Q(ci> b) deli ni do por i . 

El punto determ inadti por /es Pi "tcj, r fr), donde los signos se el i gen de 
acuerdo eon el euadrante en el eual esta este punto sobre la circunferencia. 


Ejemplo 6 Uso de los numeros de referenda 

para hallar los puntos sobre la circunferencia 


Caleule el punto sobre la circunferencia detemunado por cada uno de los numeros 
reales t. 




c) t ~ “ 


2tt 

T 


So lu cion Los numeros de referenda asodados con estos valores de t se calcula- 
ron en el ejemplo 5. 

a) El ndmero de referenda es i = r r/6, el eual define el punto sobre la cireunferen- 
da (V3/2, ■[) segim la labia 1. Puesto que d punto determinate por rests en el 
cuadrantc II. su coordenada x es negativa y su coordenada y es positiva. Por con- 
si guiente, el punto sobre la circunferencia deseado es 



b) El numero de referenda es t = ir/4 t el cual detenu ina el punto sobre la cir- 
cunferencia (V5/2, V2/2) de acuendo con 3a tabla I . Como el punto est£ en 
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cl cuadrantc IV, $y coordciuida x cs positiva y su coordenada y es negativa. Por 
consiguiente, d punto sobre la circunferencia deseado es 

V2 v5\ 

2 2 / 

c) Et numero de referenda es t - tt/ 3, el cua! determine el punto sobre la 
circunferencia (i, V3/2) segun la tabla 1. Como el punto detemiinado por t 
esti en el cuadrante III, sus coordertadas son ambus. negatives. Por lo tan to, el 
punto deseado es , ^ 

Puesto que la circunferencia del cfrculo unitario es 2ir, el punto sobre la circunfe- 
rcncia determinado por / es el misnao que el dcLerminado por t + 2w o r - 2ir. En 
general, podemos sumax o restar 2 tt cuulquier mi mere de veces sin cambiar el punto 
sobre la ctrcunferencia determ inado por t, Aplicamos esta observation en el ejem- 
plo siguiente para hat tar Jos puntos sobre la circunferencia para t grander. 




Figure 10 


Ejemplo 7 Determinacidn del punto sobre la circunferencia 
para f grandes 


Calcule el punto sobre la circunferencia detinido por / 


2 9rr 
~6~' 


Sotucion Puesto que 

29tt 5i r 

( = _ = 4w + _ 

vemos que el punto sobre la circunferencia determinado por t es cl mismo que el 
de 5rr/6 ( es deck, restamos 4ir). Enlonces t pore! ejemplo 6(a) el punto buscado es 
(- V5/2* |). (Vdase figura 10.) i 


EXB Ejercicios 



1-6 ■ DemucsirE que d punto crsiu en el cfrculo unilario. 



7-12 * Determine La coordenada faltante de P si sabemos que 
P csta en cl cfrculo unitario en cl cuad runic dado 


Coordengdas 


Cuadrante 


7. P(-|, ) UI 

8. If . -£) IV 

9. If ,5) II 

10. if|. ) i 

11. If . -}) IV 

12. if-j, ) U 


13 — IS * El punto P csla en d cfrculo unitario. Encuentrc P(x, y) 

a punk de la informacrfn proporcioriada, 

13. La coordenada x de P es j y la coordenada y es 
positive 

14. La coordenada y de F es — J y la coordenada x es 
positive. 

15. La eoordenada y de P es ] y la eoordenada x es 
negativa, 

16. La eoordenada x de P es positiva y ja eoordenada y de P 
es — V5/5- 

17. La eoordenada jt de P es — V2/3 y P queda abajc 
del cj e jc. 

18. La coordenada x de jP es — | y P queda por enrima 
del cje x. 
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19-20 ■ Eneuentre / y el punlo sobre Is circunferencia dctcr- 
minado por t para cada punto die la figura. En el ejercicio 19. / 
aumenta cn incrementos dc tt/ 4; en el ejcrcicio 20, /aumenta 
en inert- men tos dc tt/6. 

19. 20. 



21-30 * Calcute el punto /fa, y) sobre el cfrculo unitario defi nido 
por el valor dado de t- 


Ih I = - 


22< t = ^ 


M 5t r 

23.r = T 


U, “1T 






r. , = - 


TT 


28. t = -- 
2 


29. t = 


Jit 


30 . t - 


J Itt 


31- Suponga que el punto deiirtido por r es el punto (j J) del 
cfrculo unitario. Encuentre el punto sobre la circunferencia 
deiin tdo por cada uno de Los sLguicntes valores. 

a) tt — f b) — f 

c) it 4- j 4) 2tr + t 

32. Suponga que el punto delermi nado por t es el punto (£, V7/4) 
del cfrculo unitario. Encuentre el punto detenu inado por 
cada uno de 3os valores siguientes, 

a) — f b| 4ir + t 

c) it - J d>) I - it 


33-36 ■ Caleule el mJffierQ de referenda para Cada valor dc t, 

33. a) t = — b) t = “ 

4 3 


c) t * 


4tr 

T 





b) 


t = 


7tt 

T 


o 


Utt 

3 


d) 




7 TT 

4 


35. a) t 


Sit 

T 


c) r = -3 


36. ai t ■ 

e> t 


1 1 TT 

~5~ 

6 



d) t = 5 


b» t = 


9tt 

T 


d) t = -1 


37-54) ■ Cakuk a) el numero de referenda de cada valor de t 
y b) cl punto dettrminado por r. 


_ 2tt 

37. t = 

3ir 

39 , t = — 
4 


41. /* 
43. f = 


2rr 


3 

I3it 


45.,= ^ 
6 


47. f = 


1 ]TT 


49. f = 


J6ir 


»>-T 

"'■T 


42. t - 
44. / = 
46. t * 
48, f = 
SO. r = 


7tt 

~T 

13rr 

6 

I7tt 

4 

3|ir 

6 

41 TT 


51-54 Mediante la figura encuentre el punto sobre La circun- 
ferencia determ mado por el numero real t , con coordenadas con 
una cifra decimal . 


51. 


52. 

53. 

54. 



Descubrimiento * Debate 

55 . Determinacion del punto sob re la cLrcuntefencis para 

Suponga que Ar. y) cs cl punto sob re Ea cireunfciencia 
detenninado por r - irfb y los pantos Q y R son ks mostradoa 
en la figura de la paginu siguienie- ^Por qu^ las disraneias, FQ 
y PR son iguales'? Use este hecho junto con la formula de la 
distune La para demos trar que las coondcnadas dc P eumplen 
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con In ecuacibn 2y = V? + (y — Ip. Sintplitique C3ta 
Ecuacibti utilizando el hechoder que jr 2 + yr = 1. Resuelva 
la ecuacibn simplificada y determine ftx, y). 


Calcufo dal pun to sabre la circunferencia de tt /3 Ahora 

que ya eonoce el puntu detcrminado per f = ir/6, apliquc la 
simclria para cncontrar cl pun to de term mack' pur f = tt/3 
(vease la figura). E\p3iquc su razonamienio. 






Figure 1 


Una funridn es una regia que a sign a a cad a numero real otro numero real. En esta 
stccidn utili/.aitios las propiedades del eirculo unitario de acuerdo con la seccitin an- 
terior para definir las funciones iTigOTwrndtricas, 

Funciones trigonometrical 

Reeuerde que encontrar el punto fir, y) sobre la circunferencia para un numero real 
dado (. recorremos una distaneia i a lo largo del eirculo unitario, empezando en el 
punto (1, 0). Nos movemos en sentido contrario al de las maned I las del reloj si / es po- 
sitiva y enel sentidode Eas manecillas si t es negativa (vease Hgura 1), Ahora usaffios 
las coordenadas x y y del punto Pix 7 y) para definir varias funciones, Por ejemplo, de- 
ftnimos fa funcidn llamada aeno asignando a cada ntimero real i la eoordenada y 
del punto /^r, y) delermtnudo por if. Las funciones coseno, langentc, cosecants, secanie 
y cotangente se define n tambi£n usando las coordenadas de P(jr, y). 


Definition de las funciones tngonometricas 


Sea t un numero real y sea P(.y. y)fil punto del circulo unitario Jcterminado 
por t. Definimos 

v 

sen t = y cos t = ,* tan / = (x # 0) 

! ! * 
esc f = — & ^ 0) sec r - - (jc # 0) cot r = - (y =£ 0) 


Como las fundones trigonomdtricas se pueden definir en term] nos del cfrculo uni- 
tario, algunas veces se lea llama funciones circulares. 


dal 


liGgido pc 


autor 
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Relaciones de las funetofies 
trigonometneas de los angulos 


Si us ted estudrd las prppiedades trigonom&ricas 
de los Irian gulos rectangulos (capftulo 65, quiza se 
est£ pregun tan do como el seno y ei coseno de un 
angulo so reladonan con esta section. Para saber- 
fo, inidemos con un triangulo rectdnguJo 10PQ. 


cat. op. 
sen 0 = — — 
hip 


pq pxy 

OP " OP' 


v 

i 


v 


p 



eat. up. 


■cal. aJy 


Tri&npulu njdtimgulo OFQ 


cos 8 = 


cat. ady. 00 OQ r 


hip 


OP OP' 


x 

= T = * 


Por la definition de las funciones trtgofiometn- 
cas del numero real t tenemos 


sen r = y cos r = x 


Local ice el triangulo en el piano coordenado 
como se muestra, con el angulo 0 en la position 
normal. 



P':\.y\ cs d punto 
deletmijmdo porl. 


El punto P*(x t y\ de la tigura es el punto que esta 
determ i nado por el arco t Observe que el triangu- 
lo OPQes semejante al tricittgulo p&guerio QP T Q' 
cuyos catetos miden xy y 

Ahora, por la definition de las funciones trigo- 
ne metricas del angulo & te nemos 


Ahora, si 8 se mide en radianes. entonces 6 - t 
(vease la figure) Entonces, las fun crones tngono- 
metricas del angulo con 8 dado en radianes son 
exactamente las mismas quo las funciones trigono- 
metricas defmidasen t&rninos del punto sobre la 
circunferencia determinado por qi numero real t. 



La medida cn rudidoes 
dd ingulo 8 tit. 


i?or que estudia* entonces trigonometria de 
do 5 maneras distintas? Porque eplicstiones dife- 
r antes requieren que v earn os de forma distmta 
las funciones tngonometricas. (Compere la sec* 
cion 5.5 con las section es 6.2, 6.4 y 6.5.) 


Material pro tug id c por derechos de autor 
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C AP iTUL 0 5 Fund on es trigc ncmetri ta 9 d e mime ros rea I es 



Figura 2 



* 

T 


Ejemplo 1 Evaluacidn da las fund ones trigonometricas 


Calcule las seis funciones trigonoin^tricas de eada niirneru real f dado. 
v *T . v ff 

a,, = T b,,= 2 


Solution 


a) Segiin la tabla 1 de la pigina 403* vemos que el punto dcterminado por 
t = tt/ 3 es P(i Vj/ 2), (Vease figura 2.) Puesto que las coordenadas son x = t 
y y — V3/2, entooces 


IT V3 





TT 



V5/2 

1/2 

1/2 

V3/2 


V5 

V3 

3 


b) El punto determinado por ir/2 es P( 0, 1). (V£ase figura 3,} Entonces, 


«■ , 
sen — = 1 

2 


tt 

cos — = 0 

2 


ft I 

' SC 2 = I =1 


TT 0 

co ti = T = 0 


flera (an tt/ 2 y sec w/2 no estin defi nidus porque x = 0 uparece en el denominador 
en cada una de sus de tin id ones. ■ 


AJgunos vabres especiales de las funciones trigonometricas sc listan cn ta labia I, 
Esta tabla se obtiene con facilidad de fa tabla 1 de la section 5.1, junto con las deti- 
niciones de las funciones trigonometricas. 


Figura 3 


Ptxkmos nccordar con loda fad I i dad 
Ion y los cosmos de ingukw 
bfcicos escrib^ndolos en la forma 

Vmft: 


Ta b I a 1 Valorcs cspcciales de las Fundones Erigonoinetricas 


t 

sen t 

cos t 

tan t 

esc r 

sec r 

cot t 

u 

0 

1 

0 

— » 

1 

— 

TT 

6 

1 

2 

V3 

2 

V3 

3 

2 

2V5 

3 

V3 

TT 

4 

V2 

'2 

V2 

2 

1 

V2 

V2 

1 

TT 

3 

V3 

2 

1 

2 

V5 

2VI 

3 

2 

vS 

3 

IT 

2 

1 

0 

— 

1 

— ■ 

0 


t 

sen ; 

cos; 

0 

vtJ /2 

Vf/2 

ir/6 

VT/2 

V5/2 

77/4 

vl/2 

V2/2 

tt ! 3 

V3/2 

vr /2 

tt/2 

V'4/2 

\®/2 


En el ejemplo 1 se puede observer que algunas de las funciones trigonometricas 
no eslau de fin Idas para eiertos ntimeros reales. Asf que necesitamos determinar sus 
dominios, Las funciones seno y cose no est&n dclinidas para todos 1 m vaJores de ri 
Como las funciones cotangente y cosecante iienert y en el denominador de sus defi- 
ntciones, no estdn deli nidus cuando la eoordenada y del punto Pfx, y) determinado por 
f sea 0, Esto sucetle cuando 1 = tin para cuafquicr entero n, de mode que sus dominion 
no induyen estos puntos. Las funciones tangente y secantc tienen x en el denominador 
en sus definiciones, de modo que no esttfn definidas cuando x = 0, Esto secede c can- 
do t = (ir/2) + wr para cunlquier entero n. 


M 


prolsgi 


por derecf 


or 
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Dominion de Las funciones trigonometricas 


Funcion Dominio 

sen, cos Todos los numeros reales 

7T 

tan. sec Todos Ins niimCfGS reulcs dil'crentes dc — + iitt para cuulquitT 

e micro n 


Col. esc Ibdos los numerns realcs que no scan nn para cualquier 

entero n 


Valores de las funciones trigonometricas 


]-a siguicnlc rcgEa ncmolccnica le ayudu 
a lecordar cuilqs funciones trigonoine- 
Iricas son positivas cn cadu uno dc los 
cuadrantes: Todos, Seno, fan gen Lg 
a (’oseno. 


Para calendar otros valores de las funciones trigonometrical primero determinamos 
los signos. Los signos de las funciones trigonometricas dependen del cuadrante en el 
cual se encuentre el punto determinado por /. Por ejemplo. si el punto P{ x f y) deter- 
minado por/esta en el cuadrante III. entonces las coortienadas son negativas. Enton- 
ees, sen f, cos f, esc t y sec l son negativas, en lanto que tan t y cot t son positivas. 
Puede comprobar los otros valores en el recuadro siguiente. 


y> 


H; Signos de las funciones trigonometricas 


Seno 

T odas 

Cuadrante 

Funciones positivas 

Funciones negativas 



f 

todas 

ninguoa 


jr 

II 

sen. esc 

cos. sec. (an. col 

T angente 

Coseno 

III 

tun. col 

sen, esc, cos. sec 



IV 

cos, sec 

sen, esc, tan, cot 


Lo puede recondar mejur come: L, Todas 
las Esiudianlcs Toman C llculo ^ 


Ejemplo 2 Determinaciori del signo 

da la funcion trigonometries 


7 T h TT 

a) cos — > 0. porque el punto determ in ado por t =■ - esla en el cuadrante 1. 


b) tan 4 > 0, porque el punlo deiemninado por i - 4 esti en el cuadrante 111. 

e) Si cos t < 0 y sen if > G t entonces el punlo determinado por t liene que estar 
en el cuadrame II ■ 


En la seccidn 5.1 usamos el numero de referenda para detenninar el punto que define 
un numero real t. Como las funciones trigonometricas estdn de fin id as en terminos 
de las coontenadas de los punlos sobre la circunferenria, podemos ulillzar el niime- 
ro de referenda para encomrar valores dc las funciones trigonometricas Suponga 
que i es el numero de referencia de /. Entonces el punto sobre la drcunfencricia t lienc 
las Enigmas coordenadas f excepto posibkmenfce el signo. que el punto que deiermina i. 
De este modo, los valorem de las fimciones trigonometricas en t son los mismos, excep- 
to quizas el signo, que sus valores en t. llustramos este procedi miento en el siguiente 
ejemplo. 
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CAPItULQ 5 Funciones trigonom^tricas de numeros reefes 


Ejemplo 3 


Evaluation de las f unci ones trigonometricas 


Determine eada uno de los valores, 

v 2ir / it \ 

a) cos “ b) tan[““ J c) sen 



Solution 

a) El numero de referenda para 2 tt/ 3 es ir/3 (vease figura 4(a)). Puesto que el 
numero final de 217/3 esia en eJ cuadrante IL cos (2ir/3) es negative. Por 
comiguiente 

2 TT 71 l 

cosy = 


Slgno Numenp de &sgt3n la 
referent** tabls 1 


b) El numero de referenda de — tt/ 3 es ir/3 (vdase figura 4c b». Como d punto defi- 
ntdo por — tt/ 3 est£ en el cuadrante [V, ian(— ir/3)es negative, For lo tanto* 



Sl^f w? Numero de Sagdri is 
ffffersricifl taMn 1 


c) Como(l9ir/4) - 4tt = 3if/4 T los pantos. determinados por 39 tt/ 4 y 3 tt/ 4 son 
iguaks. El numero de referenda para 3;r/4 es ir/4 (vdase la figura 4(c)), Puesto 
que el pun to sobre la circunferencia de 3ir/4 est^ end cuadrante IT, s£n(3ir/4) 
es positive, Por consiguiente, 


)9tt 3 tt 

sen — — — sen — 


rr 

+sen — — 
4 


V2 

2 


Ktfsta de &i^iw Numerccte ^unia 

rrfeffificia Tab I a 1 a 



Hasta este momento hemos podido calcular los valorem de las fundones trigonome- 
trie as s61o para ciertos valores dc r, De hecho, podemos calcular los valores de funeio 
nes trigonometricas siempre y cuando f sea un multiple de 77 / 6 , 77 /4„ w /3 y ir/2. 
^Ctiroc podemos calcular las fundones trigonometricas para oiros valores de r? Por 
ejemplo T ^edmo podemos determinar sen 1.5? Una niancra es dibujar con todo cuida- 
do un diagrams y leer el valor i vease ejercicios 37-44); no obstante, estc mduxlo no es 
muy seguro. Por fortuna hay procedimientos matematicos que estan programados en la 
calcul adora cieniifica (v£a$e nota al margen en la pagina 436) que caicuLan tos valores 
de seno, coseno y 1 an genie que son correct os eon todas la cifras deci males que se ven 


Material prolegido por dor echos de outer 
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fin la palilalia. La mk uludora debt; csiar puesta cn d modo di mdiane.s para podcr 
cvaluar cmj> lUruom Para detenninar los valores de cosecants, secants y cotangen- 
te usando una calculadora es ncccsario aplicar las relaciones reciprocal siguienlts: 


1 

l 

1 

CSC I — 

sec t - 

cot l - 

sen f 

CO $t 

lan l 


Esias identidades se infieren de las delink; iones de las funciones trigonom^tricas. 
Por ejemplo, coma sen I — y y esc t = 1 />% tenemos esc r — i/y - l/($en r), Las otras 
se infiertn de mantra similar. 



X 


Figure 5 


La.', time torse* pares e imparts se 
define n en ta seccidn 2 A. 


Ejemplo 4 Use de fa calculadora para evaluar funciones 
trigonometricas 

Asegur£monos de que la calculadora estd en el modo de radiants y de redondear el 
resultado a seis cifras deci males; entonces tenemos 

a) sen 2,2 - 0,80&496 b) cos 1.1 « 0.453596 

c) cot 28 L- -• -3.553286 d) esc 0.98 = — — - 1 .204098 ■ 

tan 28 sen 0-98 

Consideremos la reladdn entre las funciones trigonometricas dt r y las de —t. 
Segtfn la figura 5, se puede observar que 

sent-/) = ~y = -sen f 

cos (— i) = x = cos t 

-y y 

tanf— /) = — - — — — = “tan t 
x x 

Esias ecuacioncs mut strait que el seno y la tangents son funciones imparts, en tamo 
que el coseno es una funcidn par. Es f^cil observar que el recfproco de una funcidn 
par es par y el reclproco de una funcidn impar es impar, Este hecho t junto con las re- 
laciones reciprocal, completa nuestro ccnocimiento de las propiedades par-impar para 
todas las funciones trigonometricas, 


Propiedades pares e impares 


El seno, la cosecante, la tangente y la cotangente son funciones impares; el 
coseno y la secantc son funciones pares, 

scu( — r) = -sen t cos(— f) = cos / tan(— f) = “tan f 

csc(-f) - -esc t sec(-f) - sec t cot(-r) = -coi t 


Ejemplo 5 


Funciones trigonometricas pares e impares 


Uli I ice las propiedades pares e imparts dt las funciones trigonometricas para deter- 
minar cada uno de los valores. 


a) sen 



b) cos(~) 


rial protegido por derechi 


.uior 
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CAPiTULQ 5 Fund ones tritionom^ri'Cas de numeros reales 


El valor do xr 

El nuniero ?7 us In relation dc b 
circunferencia de un ciitulo a su 
di&metro Desde ipocas muy an- 
tigtias sg snhc qug estu rduddn cs 
la mknui en todo® los cfrcufas, El 
primer csfoeizo MstemiULeo para 
encoitfrar unu aproximacirin nu 
mcrica de tt In hi7.ci Arqufrnedcs 
i ill reded or de 240 a_C i, quien de 
mosird que ~f < jt - Tf detenni- 
nando el perimetm de pnligonos 
regulates in vcnti>', en tin eireulo ) 
drcun&critos A niismo. 



Pi ir d arSO 480 d.C., cl ffsico 
china Tsu Cti'ung-chih dio la 
uprojuiiiaeitki 

x- H = 3,141592,,. 

Fa cwal es correaa hasta la sex ta 
cifra decimal. Este valor se consj- 
dhticooio |j estimation mas apro- 
xi matte hasta que el maternal ico 
holandds Adrianus Romanus i 1 S c J3ji 
ulilizd poligoiKis dc mis dc mil mi- 
Horie- dc ;.i dm pan eak'nlai ~ con 
1 5 ei fras deei mates. En el siglo \vii, 
los matcmdlicrfs empegaron a osar 
series tntinitas e jdentidades irigo- 
nnm.etricas en Fa Easqjeda de x 
El ingles William Shanks pas* 15 
uhos (1858-1873} apticando eslos 
trtetudos para calcnlar tt con 707 
decimates. pern en 3946 se descu- 
brid que a Mas cifra* eran errdrieas 
j partirde la cifra decimal 52iS. En 
Lt actual id ad. con la avuda dc 
compuladuras lob malcmalicos cn 
forma rutinaria (fcterminan jt con 
mitkules dc cifnis decimates. 


Solucion De acuerdo con las propiedades pares-impares y la tabla L t tenemos 
( x\ t r I 

a) senl - ~ I — —sen — — — — Ei seno a* imp.ir 

( 7T \ 7T V'2 

b) cos I — — j — cos — — ~~ El co&eno es par 


(dentidades fund a men tales 

Las f tine tones trigonometrical sc rdacionan entre sf median le eeuaciones llamadas 
idenlidades trigonometrical. Presen tamos las mas importances en el recuadro si- 
guiente.* 


Identidades fundamentales 


Identidades reciprocal 


1 


esc / = 


sen / 


see f - 


cos f 


cot l — 


tan / 


tan r = 


sen f 
cos / 


cot / = 


cos / 
sen / 


Identidades pitagoricas 

scn 2 r 4 co sr i - 1 


tanv + I = sec" 1 / 


l 4- cor/ = esc'/ 


■ Demo Sira cion Las identidades reciprocas se infieren inmediatamente de 
la ddinicidn dc la pigmy 408. Enseguida demostramos las identidades piiagoncas. 
For definietdn. cos t = xy sen / — v T dorde x y v son las coordenadas de un punto 
y) en el circulo unitario. Puesto que y) estan sobre el circulo unkario,. tene- 
mos r + V 2 - 1 . Por consign acme 

senk 4 cos : / — 1 

A I dividir am bos m tembros en tre cos 2 / (siempre que cos t ^ 0), tenemos 

sen"/ , cos 1 / 1 

^ ' 2 ™ 2 
cos -1 "/ cos"/ cos rf 

(-T 

\ cos l J 
sec 2 / 

Heinos usado las identidades reciprocal sen //cos i — tan f y I /cos r — sec f. De 
mancra similar, al dividir am bos miembros dc la primera identidad pitagdrica entre 
sen'/ (siempre que sen / =£ 0) oblenemos I + cot 2 / - esc 2 /. > 



tan 2 / + l — 


'Non apegafCKW a. la canv^tuzidm usual dc ebufibir scivj civ lugur dc isen rjv En gcncTal, cscribi moi «n"r cn lupj.r 
dc (sen r)" para codos los cciicros n, ciccpio n E -LAI cupofienlc n = - 1 sc lc jsj.gnura ow« 5-i gnitic-ado cn la 
scccidn 7.4. Ndiui.ikncnic. la iri^nta convcnddii sc «plica a las oins cinco funcianes tngafnanifHficas. 


aterlal protc-gido por dorcchos de i 
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Como su nombre lo indica, las identidades fundamentals tienen un papel esencial 
en la trigonometric porque pudemos usarlas para relacionar cualquier funcion trigo- 
nometries con cuaJquier otra. Enhances, si conocemos el valor de cualquiera de las 
funciones trigonometrical en f* pndemos eafcular los valorem de todts las otras en /. 


Ejemplo 6 Calculo de todas las funciones 

trigonometric as a partir del valor de una 

Si cos f - ^ y t esti en el cuidrante (V. ealcule los valores de todas las funeiones 
trigonometricas en f. 

Solution De aeuerdo con las idem i Jades pitagdricas tenemos 



sen 1 / + cos 2 / — 1 
sen 2 / + (|) 2 = I 

sen 2 r * I - &> 9 


Suatimctdn de ££* t — | 
Despysjc de «n 2 t 


sen t — — f Qtrter\c\Sn de las rasces cu&dradas' 

Puesto que este punto estd en el cuadrame IV, sen / es negfldvo. de modo que 
sen / = - 1 Ahora que ya conocemos tanto sen / como cos L podetnos caleular los 
valores de las otras funeiones irigunometrieas usando las identidades redprocas. 


sen / = 



cos / - 


sen / 

tan / = 

cos / 



CSC t = 


I 

sen / 



1 

sec / = — 
cos t 


5 

3 


I 

cot t = 

tan / 



Ejemplo 7 Expresar una furrcidn trigonometries 
en funcion de otra 

Escriba tan 1 en funcion de cos f, dorde r esta en el cuadrame III, 

Solution Como tan / = sen //cos /. necesi tamos escribir sen / en terminus de 
cos t. De aeuerdo con las identidades pilagoricas lenemos 


sen 1 / + cos 2 / =■ I 

sen 2 / = I “ cos 2 / Peepejs as &sn t t 

sen / = ± \/ 1 - cos 1 / Obtcneitfn dc tee rafa» eirndnibtae 

Como sen t es negative cn cl cuadrame III, el signo negalivo sc aplica aquf, Par 
lo tanto. 


sen / 
tan r = 


■VI 


cos 2 / 


cos / 


Material proiog ido por derechos 


cos / 
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CAP(TU LG S Fundones trigonometries 5 de numeios reales 


Ejercicios 


1-2 ■ Determine sen / y cos r para los valores de t cuyas puntos 
al final del recorridn- se mites tran en el circulo unitario de la tigura. 
Bn el ejereicio 1 1 / aumenta en incremcntos de vj 4l en el cjenci- 
cio 2, / se increments en inert: memos de 7 r/6. {Waosc ejercicios 
19 y 20 tit la secern 5.1.) 

1 , 2 . 




19. 


3-22 ■ Caleule el valor -exacto de la funcitin trigonometrica en 
el numero real dado. 


Sir 

b) 

Itt 

Hit 

tan — 

tan — 

c) tan — ' 

6 

6 

6 

( iT \ 

b) 

lit 

5tt 

e) tot — 

™A 3/ 

co, T 

™('f) 

b> 

*(■7) 

<> c ° i H) 

5tt 

b> 

5tt 

Sir 

sen - — 

sen — - 

c) tan — - 

4 

4 

4 

4f) 

b) 

IT 

ViC- 

. 3it 

c esc — 
2 

sec( - it) 

b) 

sec it 

c> sec 4 it 

sen 13 t7 

b) 

cos I4w 

c) tan I Sir 

25tt 

h) 

25ir 

25 TT 

sen 

2 

cos - 

2 

c} cot ^ 


3. 1 ) 

2tt 
sen — 

3 

b) 

2 TT 
cos — 

<r> 

2tt 

•“T 

4, a) 

Sir 

b> 

Sir 

c) 

Sir 

sen — 
6 

cos — 
6 

tan — 
6 

5* ft) 

7tt 
sen — 
6 

b> 

( M 

V 6/ 

t) 

1 Itt 
sen 

6 

6, ■) 

Sir 

b> 

{ 


Itt 

COS 

3 

cos | — ~ J 

c) 

COS 

3 

7, a) 

Sir 

b) 

Sir 


7 IT 

cos — 
4 

cos — 

4 

c) 

cos — 
4 

8. ft) 

3ir 

b) 

Sir 

c) 

7ir 

sen — 

sen — 

sen — 

4 

4 

4 

9. a) 

7ir 

b) 

7tt 

c) 

7it 

sen- — 
3 

CSC — 

C0I T 

10. A) 

4!) 

b) 

4f) 

c) 

4f) 

11, A) 


b) 

4t) 

c> 

4i) 

12. a) 

/ 3ir\ 

b) 



f 3tt ' 

KI *\ 2 / 

™V 2 ) 

0 

TT. 

13. A) 

llflr 

sec 3 

b) 

1 Itt 

CSC 

3 

c) 

4f) 

14. ■) 

7ir 

b) 

7ir 


7tt 

cos — 

6 

6 

c) 

esc — 
0 


23-26 ■ Encuentre el vaJor de cada una de las seis funciones 
trigonom^tricas. si cstan dcfmidas, en el numero real dado t. 
Utilicc sus respucstas para complctar la tabla. 

23. t = 0 24. f = ^ 25. t = ir 26. t = 


f 

sen / 

cos f 

tan r 

CSC t 

sec t 

cot f 

0 

G 

1 


inddinida 



!ff 

2 







TT 



0 



indclinida 

¥ 








27-36 ■ Se prcporckfflj el punto P(&. y) determinado por un 
numero real r. Encuentre sen f, cos f V tan f. 


27, 

GO 

28, 

(-M) 

29, 

/ vs vtt\ 

3fl. 

/ 1 2V2\ 

V 4 ■ 4 ) 

\ y 3 ) 

31. 

( 6 VB\ 
V 7’ 7 ) 

32. 

f 40 9 \ 

Ur 4i ) 

33. 

( 5 12 \ 

34. 

[ V5 2 V5 \ 

V 13’ 13; 

l 5* J ) 

35. 

^ 20 21 \ 

36, 

( 1 1 i) 

l 29’ 29/ 

I 2 S’ 25 ) 


irotegido por rfsrochos dc? sutor 
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37—44 ■ Btimc el valor dpfOXimadQ de in furlci6n trigonome- 
tries dada usandn alia figura y hi una calculating- Compare 


los 

das valoces 

37. 

sen 1 

38. 

cos 0.8 

39, 

sen 1.2 

40. 

cos 5 

41. 

ILLEI 0.8 

42. 

tan[— 1.3) 

43, 

cos 4. 3 

44. 

scn(-5.2) 



X 


45—48 ■ Encuentre cl signtjde la exprcsion si el punto dctcrmi- 
riado por r estd oil el cuadrante indjcado. 

45* sen t cos f, ctudniMc J l 46, tan t wc i. cuwhmme IV 


47. 


tart i sen / 
cot t 


cuudranLc 111 


48, cos r sec t. cualquier 
cuadranEe 


49-52 * A partir de la infonnaddn dada encuemre el cuadrame 
eti el cval eat£ el punto dcLerminado por i. 

49. sen r > 0 y cos t < 0 541. ian t > 0 y sen i < 0 

51. esc i > 0 y sec t < 0 52. cos t < 0 y cot f < 0 


53—62 ■ Escriba la primera espresidn en lerminos dc la segunda 
si el panto determ m ado por f csld cn cl cuadrante indicado. 

S3, sen r r cos / ; cuadrante II 54. cos t„ sen/; cuadrante IV 

55. tan t, ^en i; cuadrante IV 56, tan r, cos /; cuadrante III 

57* sec r, taxi f; cuadrante II 58, esc f* col f; cuadrante III 

59* lan i, sec i ; euadmnie III 60» sen t. sec r; cuadrante JV 

61. tan 2 f, sen fi cualquier euadrante 

62. s<c I f sen 2 /, cos t : unalquicr cuadrante 


63-70 ■ Determine los valorem de las tunc tones (rigonomdricas 
de I a partir de la irifoimaddn proporcionada. 

63. sen t ™ el punto detiinida (k>r t estd en el euadrante II 

64. cos i = el punto defintdo por i estd en el cuadrante ID 

65* sec t = 3, el punlo dertnido por \ estd en el cuadrante IV 

66, tan t - |. cl punto dertmrio pur i esld en el cuadrame III 

67* lan t = cos i > 0 68, see i — 2, sen f < 0 

69, sen / = — sec t < 0 76. tan r = -4, esc t > 0 


71-78 ■ Determine si la funcitfn es par, impar o ninguna de 
las dew. 


j(x) = .t 2 sen x 

72. /(x) = x 2 cos 2x 

f(x) - sen x cos je 

74. /(x) = senx + cosx 

/(*) ■ l^icoj* 

76. /(jc) = x sen 3 x 

/(jr) 2:1 jr 1 + cos x 

78, f[ x) - cos(senx) 


Aplicaciones 

79. Movim iento arm on ico El desplazamiento desde el equi- 
libriu dc mm mass oscilante unida a un resorte esv (r) = 4 cos 
3mr, donde y se mide en pulgadas y t en segundos, Calcule 
el desplazumienio en los [tempos indicados en la tabla. 


t 


0 

0.25 

0.50 

0,75 

1.00 

1.25 




>■<0 


■ Equilibria y = 0 


Htl, Ritmos circadian os La presidn sanguined del hombre 
varfa a lo Largo de] dfa . En u tta derta persona* la presidn 
sanguinca diastdlica en repose en el i tempo t se obiicrte 
mediante B(i) - 80 + 7 sen ( ?r j/ 1 2). donde j se mide en 
boras a partir de la medianoche y B(t) eo milf metros de 
mercurio(irimHg). Calcule Upresidn sangumea diastdlica 
de esta persona 

4) a las 6:00 a.M, b) alas 10:30 A.M, c) al mediodfa 
d) a Las 8:00 P.M. 

81 . Crrcuito electrico Despu6& de que se cierra el intemiptor 
en el dreuito mostrado. la corriente / segundos mfis tande es 
/(r) = Q r 8^ _Jl sen I Or. Calcule la corriente en los tiempos 

a.) r = 0-1 s y b) f = 0.5 s. 


L 



l = lO^h 
K = 6 X 10 s it 

E = 4.3 X 10" J V 


Hi. Salto con bungee Una mujer salla, sujeta a un elistico, 
desde un punto alto hacia el no que cone abajo, y nebula una 
y otra vez. En el [tempo t segundos despuds dc saliar, su ul- 
lura // en metros por arriba del rio se represenia mediante 


M 


ilia 



por dorechos 




utor 
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H[l) = I -00 + 75«? r, i "oos(; /). Cakyle su altiuaen los I tem- 
pos stflalados en fa dhla. 



Descubrimiento * Debate 


ISA, Formulas de reduce ion Una formula de reduction es 
jna que sc Usa para “redudr” h camidad tk kmiinos en una 
fimciftn irigonoTn^inica. Explique c6mt> la tigura mutstra 
que tas sigiuemes ftfnnula.!* dc rcduecibn son v fill das: 

scoff + it) - -sen f eos(i + it) - -cos / 
tan{r + it) = tan f 



84, Mas formulas de rsduccibn Por medio del icorcma 
de ' H angulod adoring a I o" dc la geomctria elemental h los 
tridngulos CDO y AOB dc Ea Jigura son congracntcs. Ejtpli- 
que edmo esEo demuestra que si B licnc coonlenadas (jr H y) t 
entonces D ticnc etjordenadas {— y, jc), Lucgoexpliqije edmo 
la figura mucstra que las siguicnies tVirmulas de reduction 
sun valid as. 





Graficas trigonometricas 


La grdJica de una funridn nos pmporciona una mejjor idea de su comportamiento. De 
este modo, en esla seccitin gruHeamos las fundones seno y coseno y ciertas trunsfor- 
mad ones de estas fundones, Las otras fundones se giaficaii en la section siguiente, 

Graficas de las fundones seno y coseno 

Para ayudamos a graficar las fundones seno y coseno primero observenoos que dichas 
fundones repiten sus yaiores segun un pairdn. Para ver exactamente edmo sucede es- 
u>. recuerde quo b drcunferencia de un circulo uniiurio cs 2 tf- Se infiere entonees que 
el punto f\x T y) determi nado pore! numero real t es el mismo que el determinado por 
/ + 2 it. Pueslo que las fundones seno y coseno se define n en t£rminos de las coor- 
denadas die P(x h y) se infiere que sus valores no cambian a! aiiadir cualquier nitiltiplo 
entero de 2 tt. En otras palabras 

senff + 2mr) - sen f para cualquier entero n 

cos{r + 2nir) — cos t para cualquier entero a 

Material proiegido porder&chos de autor 
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For lo lanlo, las funciones seno y coseno son peH64ka$ de acuerdo con la defi- 
rticion siguiente, Un funcion /es periodica si hay un numero positives p ml que 
f[f + p) — f(t) para toda s. Tat oCcmem positive minima si es que existe, es el periodo 
de /. Si / tiene periodo /j, entonces se dice que la grafica de /en cualqmer intcrvalo de 
long hud// es un periodo compLeto de /. 


Propiedades periodicas de! seno y el coseno 


Las func tones seno y coseno tiienen periodo 2;r: 

sCfi(f + 2 tt) =■ sen r uos(/ + 2 tt) = cos / 

Entonces las func tones seno y coseno repiten sus valores en cualquier intervale de 
tongilud 2 tt. Para Lrazar las griificas, primera graficamos un periodo, Para trazar las 
grdficas en el intcrvalo 0^fs2ir t podrfamos intentar elaborar una taWa de valores y 
usar diehos puntos para dibujar la grafica, Puesto que una table asf estd incompieta. 
veamos con mas detalle las definiciones de estas fund ones, 

Tenga presente que sen t es la coordenada y del punto P{ r, y) en el rinculo umtario 
determ inado por el numero real f. /,Cdmo van a la coordenada y de este punto cuando f 
aumenta? Es Facil ver que la coordenada y de /*(jr T y) aumenta hasta 1, luego dismtnu- 
ye repelidamente hasta — I a medida que el punto y) reoorre e! drculo unatario 
(v&se figura 1 ), En efecto, a medida que t aumenta desde 0 hasta tt/2, y = sen i aumen- 
ta desde 0 hasta 1. Conforme t se incrementa de ir/2 hasta tt, el valor de y - sen t 
disminuye desde 1 hasta 0. En la tabla 1 se muestra la variacidn de las funciones 
seno y coseno para r enlre 0 y 2 -tt. 



Para trazar la grafica con mayor exactitude de term i names otros pocos valores 
de sen r y cos s en la Eabla 2. Podrfamos determinur mas valores con la ayuda de una 
calculadora. 

Tabla 2 



0 

17 

17 

17 

2 77 

5fr 

TT 

7 77 

4ir 

3 77 

?; t 

1 ll7 

1 — 

4 

6 

3 

2 

3 

6 

6 

3 

rib- 

3 

6 

11 T 

sen r 

0 

1 

V3 

1 

V3 

1 

0 

1 

VI 

-1 

VI 

! 

0 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 







cos t 

i 

VI 

1 

0 

1 

VI 

-1 

VI 

1 

0 

I 

V3 

1 

2 

2 

2 

2 

,u 

2 

2 

2 



Tabla 1 
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CAPlTULG 5 Funcionet trjgoriomitrjca^ de nurneros reales 


Ahora utiliziimos esta infoirnadon para grail ear las funciones sen t y cos I para t 
entre 0 y 2 it en ]as figures 2 y 3. Estas son las graficas de un periodo. Obtenemos las 
graiicas completes aprovet'hando el heeho de quc estas tune ion es stun periodica s y su 
periodo es 2 tt y stguiendo el iftismo patron a la izquierda y a la derecha en cada in- 
terval o sucesivo de long i (ltd 2ir, 

La gtdfica de la tunc inn sCrtO £s simdtrka eon rtsptcto al on gen. Am sc cspefuba, 
ya qne d seno es una funeibn impar. Puesiu quc la fund 6 n cose no es una funcidn 
par, su grafiea es simetrica eon respeeto al eje y. 



Rpun 2 

Gralka de sen i 





Figure 3 

Gnitka de cos t 

Graficas de transformaciones de seno y coseno 

En seguida consideramos las gralicas de funeioncs qye son transfoimaciones de las 
fund ones seno y coseno* para lo eual, las tbcnieas de graft cacum de la section 2.4 son 
ipuy dtilcs. Las grdlicas quest oblicnen son muy importantes para ente ruler las aplka- 
tiones a las situaciones ITsicas como el movimienlo ambnico (vea.se seed tin 5.5), pem 
algunas de el las son graficas herniosas que son interesani.es por deneeho propio, 

Lo eomiin es usar la x para de notar la variable en el dominio de una fsmeion. Enton- 
ces h de aquf en adelante usamos la letra x y eseribimos y = sen x, y — cos t. y = tan v 
y asf sucesivamente para denomr estas func tunes. 


Ejemplo 1 Curvas del coseno 

Trace la grdfica de eada funeibn. 

a) /(.r) = 2 4- cos x b| £j(.t) = —cos x 

Solution 

a) La grafiea de y = 2 + cos x es ly mi&ma que la gralica de y — cos jr, pero se des- 
plaza hack ami ha 2 unidades (vease figurn 4(a)). 


Material protegido porderechos de autor 


s- ffi 
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b) La grafica de y = — cos jc en la figura 4(b) es la reflexion de la grille a de 
y = cos x en el eje jc. 


Figura 4 




alajgiLfrtiento y cl acortamkolo 
lay gniftcas sc c Median efi la 
wetrinn 2,4 


Grafiquemos v - 2 sen j. Empczamos con la grill ea de y - sen jc y muftiplicamos 
la coordenada y de cada punto por 2. Esto tiene el efccto de alargar verticalmente la 
grille a por un factor de 2. Para graficar y — | sen jc, empezamos por grafkar y - sen 
x y multiplicamos la coordenada y de cada punto por El efecto de esia operacidn es 
acoriar verticalmente la grlfica por un factor de { ( vgase figura 5). 



En general, para las funciones 

y = a sen x y y = a cos jc 

e! mimero | a | $e llama amplitud y es el valor mis grande que alcanzan estas fkneio- 
nes. Las ^ificas de >■ = a sen x para varies valores de a se ilustran en la figura 6, 


Figura 6 



y> 

3 

2' 

. 

1 

>■ = 3 sen x 

/\ y = 2 xnx 

/ A 

” / \ 




v^</ 


- \ \ r 

^“3 



y = —2 senj 


k 
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CAPfTULO S F undone 5 trigonometricas da numeros reales 


El alargamienln horizontal y el aeorta- 

miento se unalizan on la seccidn 2.4. 


Ejemplo 2 Alargamranto da fa curva dal coseno 

Determine la amplitud de y = -3 cos * y trace la grfifica 

Solution La amplitud es ! — 3 | = 3 f por lo que el valor mas grande que alcanza 
la grdtica es 3 y el mis peqnefto es -3, Para trazar la giifiea empezamos por graficar 
y = cos x, alargar vatic aim cute la gr&fica por un factor de 3 y reflejarla en el eje x. 
Asi so obtiene la grilica de la figure 7. 



Puesto que las funciones seno y coseno tienen periodo de 2tr, las funciones 
V = a sen kx y y = a cos kx (Jfc > 0) 

completan un periodo cuando Jtr varfa desde 0 basta 2 tt\ es decir, para 0 r< kx ^ 2ir, o 
bien* para 0 ^ t < 2ir/fr. De modo que estas funciones completan un periodo cuando 
x varfa eiure 0 y 2ir/k y, por lo tanto* tienen periodo 2n/k r Las grift c as de estas 
funciones se Homan curvas scno y cun as coseno, respect ivamente. Con frecuencia, a 
las curvas seno y coseno se les llama curvss stniisoidales. 


Curvas seno y coseno 


l-ps ctirvas seno y coseno 

y = a sen Lx y y = a cos kx (k > 0) 
tienen amplitud a y periodo 2ir/Jfc. 

Un intervals adecuado para gralkar en el un periodo complete es "0, 2trlk\. 


Para ver edmo el valor de k afeeia la grSfica de y = sen kx T grafiquemos la curva 
seno y - sen 2r, Puesto que el periodo es 2 tt/2 - tt, la grulica complete un periodo en 
el intervalo 0 ^ x ^ it (vdase figure 8(a)). En e! caso de la curva seno y — sen ^jr, el 
periodo es 2 tt + | ~ 4ir, y de este modo la gr&fica complete un periodo en el inter- 
valo 0 ^ x ^ 4ir (v£ase figure 8(b)). Qbservaitios que el efecto es acartar la gtdfiea 
horizontalmenlu si k > 1 o atargar la gralica en ei sentido horizontal si ft < I. 



Material proleqido por cter echos de autor 


Figura 8 


a) 
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Para comparar. en 3a figura 9 itustramos las graficas de un periodo de lacuna 
sent* y — a sc n Alt para varies valores de k. 




Ejemplo 3 Amplitud y periodo 

Determine ta amplitud y el periodo de cada una dc las funciones* y trace la gr£fica r 
a) y — 4 cos 3x b) y — —2 sen \x 

Solution 

a) Obtenemos la ampliiud y el periodo de la forma de la funcidu como sigue: 

^rtiplftad = |^| —4 

V = 4 cos 3x 

2 ]lT 2 Tf 

La amplitud es 4 y d periodo es 2 tf/ 3 „ La gr£fica se muestra en la figura 1 0 

b) En el caso de y = —2 sen jjr. 

ampliiud = | a \ - | — 2 | =2 



Figura 11 


periodo - — — 4 jt 

i 

La grafica se muestra en la figura 1 L ■ 

La.s griikis de las ftmrioKS dc la forma y - a sen % - 6) y v = a cos % - b) 
son simplemenie curvas seno y coseno desplazadas en el sentido horizonial por una 
cantidad | b |, Sc desplazan a la derceha si h > 0, o bien T a la izquierda si b < 0. El 
numero b es el despfozamlcnto defase. Resumimos las propiedades de estas funcio- 
nes en el recuadm siguiente. 


Curves seno y doseno desplazadas 


Las cun as seno y cose no 


y = a sen k{x — b) y y = a cos A(jr - b) [k > 0) 

tienen amplitud a | H periodo 2i r/k y desplazamtetuo de fase h. 

Un intervaJo sdecuado para gralicar un periodo complete es 
[k b + (2*r/fc)] f 


iterial protugido por dsrschos qg sulor 
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C APfTU LO 5 Funcrones trigono met ricas d e mime rot re#te$ 


Las graft cas dev - sen 



yy 



sc ilusiran en la figura 1 2. 


Figure 12 




Ejimplo 4 Una curva seno despiazada 


Determine la amplitude periodo y desplazamiento de fase de y — 3 sen 2 
y grafique un periodo complete. 



He aquf otru m£todo para detemunar 
m intervale adecuado en d cual grafi- 
car Lin periiido complet'd. Puerto que el 
periodo de y — sen x es 2 tt, 1:l funcion 
y = 3 sen 2(x - 7 ) sc tendri un perio- 
do complcio cuando 2(x - 7 ) varfe 
desde 0 hasta 2 it . 

I nic in del periodo; Final del periodo: 
i(x - 1) = n 

x - 5 - 0 

X ■* f 


2(x ~ f ) 

r _ IT 
X 4 

X 


2tt 


it 

Jit 

4" 


Solucion Determinamos la amplitude el periodo y e] desplazamiento de la fase 
de la forma de la funcion como signs: 



2 it Zir 

aitiplitud — | a | = 3 

pebodo = - “ = it 


If L 


y — 3 sen j 

dcs&azamlanto de \s f a&c = — (s la derecha } 

4 


Puesio que el desplazamiento de la fase es 77/4 y el periodo es it, se riene un 
periodo complete en el intervale 


Decste modo graficamos un periodo en 
cl intervale? [7. *y ]. 


V V , 

4'4 +lr 


If 5?7 j 

A' Tj 


Como un auxifiar para trazar la grifica, dividimos este intervalo en antra partes 
igualcs, loego grftficamos uiia curva &eno cor amp! i tad 3 como la de la figure 13. 


Dcsplazstmtcnlo 
de fase 


Figure 13 



M at ci i a I prole g 1 d 0 por d srec h os 


aulor 
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Ejemplo 5 Una curva seno desplazada 

Determine lu amplitud. periodo y desplazanitenlo de [a fase de 


_y = — COS Z\ + 



y graft que im periodo complete. 



Tambien podeitios determiner un perio- 
ds compldo como sigue; 

Inicio dd periodo: Final del periodo: 
It + $ = 0 2* + ^ = 2tr 

2x 2jc = x 

j*«-f *- 

Eotoncea gnfieamos un periodo en d 
intennlo [— v- yj. 


Solution Primero escribimos esta funcion en la Forma y = a cos k(x - b) Para 

2 ?r 

haeerio. sacamos como factor el 2 de la exprestdn It h para tener 

3 


v - 




For to lanto. obtenemos 


amp I it ud = | a \ - — 


periodo = 


2 tt 2 t r 


tt 


, W it 

desplazamienfo de fase = b = — — Oe^p\szam\ert%JO de la is^uierda 

3 


A parti rde esta information se inliere que un periodo de esta curva del cose no inicta 
en — ir/3 y tormina on {—tt/}} + tt = 2tt/ 3, Para trazar la grafica en el intervale 
-tt/3, 2tt/3\ dtvidimos este intervalo en cuatro partes iguales y graficamos una 
curva coseno con amplitud ] como se muestra en Ea figura 1 4. 



En la scccibu 1 .9 se proporvionan 
erilcrius para OCfifgr un rccliSngukj dc 
vision acepidble. 


Uso de los dispositivos para graficar 
para trazar funciones trigonometricas 

Cuando usamos una calculadora para graficar o una computed ora para trazar una fun- 
ci6n es importame clegir con mucho cuidado un rectdngulo de vision con objeto de 
goner ar una gruhea acep table de la funcion. Esto se refiere especial mente a las fun- 
cioties trigonometricas. El ejemplo siguiente muestra que si no se pone atencitin, es 
fScil producir una graft ea engaiiosa de una funcion trigonometries. 


Material prolegido pot derechos do 
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C APlTU LQ 5 Functongs trig o no met rieas deny mgros regies 


Ejemplo 6 Election del rectangulo de vision 

Gratique la funci^n — sen 5ftt en un rectangulo de vision aceptablc. 



La upariencia de las ^rAiicas de 3a 
figura 15 depemle de hi calcuUdora o 
cotnputadora que se utiEioe. Las grifi- 
eas que obtenga en su pmpia calcu I ado- 
re podrtan ser distintas a estas figures, y 
[ambit 1 nr put-den scr inexactas. 


Solution En la figura 1 5(a) se iltistra la gkfica de / que se genera en urm caloila- 
dora para grafkar us, undo un rectiitgulo de vision [— 12, 12] por[— 1.5, 1.5]. 

A primera vista, la grafrca parece ser aeeptable, pero si modificamos eJ rectangulo 
de visidn a Iqs mostrados en k figura 35, entonces k grufica luce muy diferente. 
Algo raro sucedid. 



15 


1.5 


Figura 15 

Gkficas dc/(.v) = sen 50. c 
en diferentes recidngulcis de 
vision 




Para explicai las grande s diferencias en el aspects de esias grlficas v para deter- 
minar urn rectangulo de visidn aeeptable necesitanios detenu inar el periodo de la 
funtirtri y — sen 5dt: 


periodo - 


2ir 


50 


TT 

25 


0.126 


Esto sugiere que debenra tratar s6lo coo va lores pcquenos de x coo objeto de mos 
trar solo algnnas oscilaciones de la grafica. Si escogemos el rectangulo de visidn 
[-0,25, 0.25] por [— 1.5, 1.5], entonces obtenemos la grafica ilustrada en la figura 16. 


Figura 16 

/(jr) = sen 50.r 


L5 


-0.25 


f\ f\ 

1 1 t \ 

\ / 1 

f 1 f 1 

Jr i 

\ / \ , 
i / i r 

If If 

\J \J 

i 

If \ / 

V V 


“1.5 


Ahora vemos qu£ fire lo que sucedid en la figura 15. Las ostilaciones de y — seo 
5£k sort tan ikpidas que cuando ta cal cu Lad ora grafica pimtos y los une. ignora la 


Nl 3.s 


inal protegidc 


\\ dereef 


de autt 
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Lj funcidn h del ejucnplo 7 es, pe- 
liudka, ‘■u periodn es 2tt. En ge- 
las func tones que son sumus 
Jl« firnc tones de 3 it lisu siguienle 

I , cos fcr. tstte 2k, cds 3tr r . , . 

^en JU, sen 2Jtr, sen 3fcr, . , . 

son perxwJjcas. Antique al parser 
esias fundones son espeti ales, son 
en realidad fundamentals para ties- 
crlbir todis las f unci ones perio- 
dical que surgen en h prdcttca El 
mate milieu francos J. B. J, Fourier 
tvease pagina 536) descubrio que 
cast todas 3as ftmcicmes periddicas 
se pueden expresarcomo Una sum a 
(par |o regular, una suma lntiiulat 
dc cstas funci ones. Es notable por- 
que signifkra que cualquier situa- 
tion en Ju que oeurra una varueidr 
peritidka sc puede expresar en for- 
ma muLcm&lK'u, usundu l as funciu- 
nejs seno y eoseno. Una apbcsueidn 
modenna del descubrimieiUo de 
Fourier es la cndilicatirin digital del 
sunidoen los discos eompactos. 


2 



-2 


Figura 18 

v — x 2 cos6n*at 


mayor pane tie los max iirms y minimos y, por lo tank?, se tiene una falsa impresion 
ric la grilica, ■ 


Ejemplo 7 Una suma de las curvas seno y coseno 


Grafique /(.t) — 2 co&x^x) = sen It y ft(jr) = 2 cos x + sen 2ven una sola pantalla 
para ilustrar el me tod o de la adicion graft ea. 


Solution Hay que observar que h = f + g, de modo que la grahea se obtiene 
sumando las cowdenadtus y ctirre&pondientes de las gt&ficas de / y g. Las graft eas 
de /, g y ft se ilustran en la figura 17. 



Figura 17 “3 


“ y - 2 co* x 
— y = sen 2x 

y ~ 2 cos x + sen 2.c 


Ejemplo 3 Una curve coseno con amplitud variable 

Grafique las fuuciones v = v 2 , y = —x 2 y y — x 2 cos en una sola partial I a 
Comenie y explique la relation entre las grift cas. 

Solution En la figura 18 se muestran las ires grade as en un recuing ulo de vision 
de ! - 1 .5, 1 ,5] por [—2, 2], At parecer, la grMca de y — x 2 cos 6ttx queda enire las 
gxulicys de las funcionesy = x 2 y v — -Jt 2 . 

Para entender esto, recuerdc que los valores de cos queda entre - 1 y 3 „ 
es dedr, 

- 1 S cos 6 tt.v ^ 3 

parEi todos los valores de x. Al multipticar 3as desigualdades por .nr y observar que 
.r 2 > 0, lenemos 

— jt 2 — x 2 cos 6?r.r ^ jt 

Esto ex plica por que las fimdones y = r 2 y y = —x 2 representan un lfmite o fmnteru 
para la grdfica de y - x m cos b? rx (Hay que observar quo las gralkas se kn:an cuando 
6-ttt = 1L 1 .) • 

Hn el ejemplo 8 se muestra que la funcidn y = x 2 controla la amplitud de la graftca 
de y = x 2 cos 6ir,t. En general, si f{x) = y(.r) sen kx, o bien, /(,t) — o(j) cos if, la 
funcidn a deLermina c6mo 3a amplitud dc / vana, y la gnilica dc / queda enire las 
grdficas de v = — o(jt) y y — A cominuacibn se muesira olro ejemplo. 


Ejemplo 9 


Una curva coseno con amplitud variable 


Graftque la funcidn f(x) ~ cos 2 ttx cos I 


Solucidn La grafica se muestra en la figura 1 9 de la ptignia siguienle Aunque Ja 
trazo una compuutdora. iambi eti la puede dibujar usted trazando priincm las curvas 
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CAPfTLl LO S Fgnciones trl g on o mdricas de nu me ros rea les 


Radio AIV1 y FM 

Fas transmisininesi de rad in consis- 
ted en ondas sonoras sobrepuesias 
en una onda electromagnetica ar- 
tndnica llamada sefml portadnra 


Omfci sonora 


Stmil porLkJoru 

I lay dos tipos, de tons minion dc 
radio, que se Hainan umplilud Ttio- 
dulada i AM) y frccuencia niodu- 
lada (FM). En la transmisiftn 
AM. la onda sonora cambia, cs 
ilcctf + Hindu I a la amplitud de b 
poOiidora, pero 3a frcCUcrcia per- 
maisece sin cambto. 



Sr’HjJ AM 


En la tninsmisidn FM. la onda so- 
noo modula la frecueneia, pern la 
■mpUtud sigue sitrndu lu misma. 



Serial FM 


quo funcionan como limites y - cos 2 irx y _v — -cos 2 nx r Lu griiliea de / es una 
curva coseno que se ubica entne las graficas de estas dos fund ones. 



Figura 19 

J(x) = cos 2 ttx cos 16 tt.t ■ 


Ejempto 10 Una curva seno con ampfitud decreciente 

sen x 

La futieidn f{x) - —— es Impoftmte en cl c£|culo infinitesimal Grafique esta 
funcidn y comente su compartamiento cuando x ie acerca a 0, 


Solucion El rectdngulo de visidn [ - 15 f 15 1 por j -0.5 ? 1 .5] mostrado en 3a 
figure 20(a) da una buena vision global de la grdfica de /, El reeling ulo de vision 
[- 1 T 1] por -0.5, 1.5] de la figura 20(b) se enfoca en el comportamiento de / cuan- 
do x 0. Observe que antique /(x) no esti definida cuandox = 0, oen otras pala~ 
bras, 0 no esd en el dominio de /, los valores de / parecen apeoximarse a 1 cuando 
x se vuelve mis cercana a 0, Esie hecho es decisive) en el cilculo 
infinitesimal. 



Figura 20 

SOS X 

fix) = — - 


La funcidn del ejemplo 10 puede expresarse como 

/(x) = - senx 
x 

y se podria considerar como una funridn seno cuya amplitud estd controlada per la 
funcidn «(x) - l/x. 
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1-14 * Grafique la funcson. 


L f{x) = 1 + cos x 
3. /(jt) = — seme 
5. /(jt) - -2 + serut 
7m g(jr) — 3 cos x 
9, g(jr) = - \ sen x 
11. g{x) - 3 + 3 cosjs 
13. — | cos jc | 



2, f(x) = 
4. f{x) = 
*■ f(x) = 

*■ = 
lfl- 0(*} = 
i2. m = 

14. ft(jc) = 


3 + sen Jr 

2 — cos x 
— 1 + COS X 

2 sen x 
cos* 

4 — 2 sen j 
| sen j | 


IS— 26 ■ Determine la amplitude y e! periodo de ]a funcidn, y 
dibuje sn grgfica- 


15, 

y = 

cos 2 jc 

16, 

y~ 

■^sen 2 jc 

17. 

y = 

-3 sen 3x 

18. 

y = 

| cos 4* 

19. 

y = 

10 sen 

20. 

y = 

5 cos £jr 

21. 

y - 

— 5 COS \x 

22, 

y = 

4 sen(— 2 jc) 

23. 

y* 

-2 sen 2wx 

24. 

y = 

-3 sen ttx 

25, 

y = 

1 + \ cos nx 

26, 

y = 

-2 + cos 4 ? tx 


27-40 ■ Determine la amplihid, periodo y desplazamiento de 
fase de la ftmcidn, y grafique un periodo completes 


27, y = 
29. y = 
31. y = 

33. y = 

34. y - 

35. y = 

36. y — 

37. y = 

38. y = 

39. y = 

40* y - 


“(■-!) 

(-f) 

H) 

(=■-!) 

(2 tr\ 

LI —X 

\3 6 / 

1 + cos|^ I* + ^ ] 
3 COS 77-{j + I) 

3 + 2 sen 3(jr + l ) 
senfir + 3 jc) 


“2 senj^jt - 
—4 sen 2 
5 cos 


r 2 * 

2 sen — x — — 

,3 6 


<! 


COS X 



' ' V-S3BHI3 


trilf HhT i 


-‘dafcii -a* 


-Siri) T c' 'V-if • 
nnW n> 3 


4 


41-48 ■ Se prqpor-c Iona la grafica de un periodo complcto dc 

una cum seno o coseno, 

a) Calcule la amplitude periodo y dcsplazamiciilo de ta fase. 

b) Escriba una ecuacidn que represen tc la curva en la forma 

y = a sen — b ) a bien y = a cos Jfefr - fr) 









j 49-56 ■ Determine un nect&ngulo de visidn adecuado para cada 
funcitin y u hcIo para grafiear 3a funcidn, 


50. jf(x) = 3 sen 120i 
52. f[x) = cos(jr/80) 


I at' 


trial prole 
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49. /(jt) = cos IQO.i 
51. f{x] = sen(x/40) 


it f 
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CAPfTULO 5 Funeiones trigonometrical de numeros reales 


53. 

y — tan 25Lr 

54. 

v - cse 40.r 

55. 

y = -seii 5 2(Xr 

56. 

y = v'tan Khrx 


57-58 ■ Gnifiqiii! /„ g y / + g en una sola pantalla para iluslrur 
la adidon grafica. 

57. f(x) = x, g(x) = sen x 

58 . /(jt) - sen jr + j(.r) - sen 2 .r 


59-64 ■ Graftque las tres funciones en una sola pantalla, iCudl 

es la reladon entre las gnilicas? 


59. 

60. 
61, 


62. 


y — x 2 . y — ”j ; T y - x 1 sen .r 

_V = X , y = -jc, y = x cgs jc 

v 31 V5 t v = - Vx T y = V* sen 5 tjc 

3 I cos 2wx 

y = i -T? v = ~ i + x 2 ' y = T + j r 


63. y — cos 3mr, v — -cos 3TT.it, y 

64, y — sen 2nrx, y = -sen %vx, v 


COS 3Trj COS 2 I 7T,T 
sen 2 tt.x sen lOir.r 


65-68 ■ Cakule los vak>res mixtmo y mini mo de la 
funcidn 


Aplicaciones 

75. Attura de una on da Cuundo una ola pasa. por los piloles 
fuera de la pi ay a. la a] turn del agua est3 modelada median te 
ta funcidn 

*(') “ 3e<Hi ('jj^) 

dondc h{t) cs la altura en pies por arriha del nivel medio del 
mar en cl licmpo t segundus. 
at Determine el periodo de la ola, 

b) Cakule La atiura de la ola, es decir, la disianeia vertical 
enLre el vaUe y la eresta de b ola. 



76. Vlljraeionei sc nor a $ Se go! pea un diapason, lo awl 
produce un lone puno euando sus puntas vibran. Las vibra- 
cioncs se mode Ian eon la funci&i 


65, y = sen x + sen 2x 

66, v = x - 2 sen x, 0 ^ x ^ 2ir 

67, y = 2 sen ,r + sen\r 


68. v 


cos jr 

2 + sen* 


69-72 ■ Determine todas las solueiones de la eeuacirin que 
queda en el intervals ](), xf\ Propore i one cad a una de las 
respueslas con dos cifras dec i mules. 

69, cos x — 0.4 70, can x = 2 

71, esc jr = 3 72, cos x — x 


73-74 ■ Se proportions, una fund On /. 

a) iEs / par, impar o ninguna de Las dos? 

b) Calculc la intersection con d eje x de la grdiica de f, 
e) Grail que / cn un reciangulo de viskki aeeptahle. 

d) Describa el comportanikato de la funcitin euando x ±oo. 
e| Observe que jfif.r] no csCa definida euando x = 0, t _QuO succde 
euando x sc aproxima a 0? 


73. f(x) 


1 — cos x 
jr 


74. m 


sen 4.c 
2x 


u(f) - G.7 seniSSOnv) 

doncte j esel dcsplazamienU) de las puntas en miltmeLros 

cn cl c tempo r segundos. 

a) Determine el periodo de la vibraeidn. 

bl Caleule la freaienciade b vibracidn, es decir, lacantidad 
de v &ees que vibra por segundo el diapas6n. 

c| Grcifiquc b funeidn l>. 

77, Preston sanguines Cada Vcz que cl coraz6n laic, la pre- 
sidn de la sanure se incremcnta primeru y luego disminuyc 
euando el corazdn descunsa cm re laiido y lalido. Las pre- 
si ones maxima y minima se Human presiones sixtdtica y 
(Uastfiica. respect ivamente. La presidn sangufnea da j m 
individua sc expresa como presidn sistdlica/diastdlica. Sc 
considcra nonnal una Icclura de 1 20/80, 

La preside fianguinea de una persona esta modelada 
por la funcirin 

p(0 = 115 + 25 scn(l6Qrrj) 

donde p(j) es la presidn cn milfmetros de mcrcuho (mml-ig) 
euando el iiempo r se mide en minutos. 

a) Determine el periodo de p. 

b) Calculc el numcro de laiidos por rninuto. 

c) Grab que la funcidn />, 

dt DeLermine la lectura de la pnesion sangutnea. |.C6mo cs 
comparada con la presidn -SangUinea normal? 
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78. Estrellas variables Las cStneltas variables son aquellas 
cuya brillantcz variacn forma periodica. Una de las mis 
visibles cs Lc6ni das R; su brillantcz csta modeluda por In 
funddn 

K<) = 7.9- 2.1 

donde t se mide en dins. 

a) Calcule el periodo en dlas. 

b) Determine ta brillantcz maxima y la minima, 

C) Gralique la funcidn fa. 



Descubrimiento * Debate 

79. Composiciones qua contienen funcionss trigonome- 
trical Mcdicmte cstc cjcrcicio cxploramos el el'ecto de la 
funcion interna $ en una funcion compuesta y = /(<?(*))- 

a t Grafiquc 3a ftmcibn y = sen V t usamfci el rectangulo de 
vision [0. 400] por [- 1 ,5, 1 ,5], /Cualcs son las diferencias 
erilre esta gratiea y la grafica dc la funcion seno? 
bl Grafique la funeidn y = Pen(jT) iisando el reci£rigulo de 
vision [-"5, 5) por'- 1.5, 1,5], iCuiies son Ins diferencias 
cnirc esta grahea y la grilica de la funcidn seno? 

SO, Funciones periodical I Rceucrdc que una funeidn / es 
periddtea si hay un numero positive p tal que /(r + p) = f{t) 
para eada r, y el mini mo de tal p fsi exisle) cs el periadn de 
/ La grdfiea de una funcion dc periodo p sc ve igual en 
cada iniervato de longilud p , de modo que podemos deter* 
minor con faeilidad cl periodo de la grdlica. Determine si 
la funcion cuya grlfica se muestra es periridiea, Si es asi, 
culculc d periodo. 


a) 





SL Fun clones period ices II Uiilice una cakuindora para gra- 
in car o una computadora para trazar las funciores siguientes. 
A parti r de la grdfica, determine si la funcion es perukhea, y 
si es asi, cncucntre cl periodo. ( Vdase la dclinidbn de |J.t J en 


la | 

piigina 162.) 

a) 

y 

= | sen ,rj 

b) 

y 

= sen | y | 

t) 

y 

_ -yiXM i 

■' b, 

d> 

y 

= x — |.r| 

el 

y 

= cos^senjc) 

f> 

y 

= cos(v 2 ) 


82. Curves sinusoidal as La grtfltea dev = sen x es la mis- 
m a que la grafiea de y = cos x desplazada a ta dereeha 
ir/2 unidades. Entonees, ta curva seno y = sen < es aJ mis- 
mo i tempo una cujYi eosemx y - cos(.t - w/2), En efeclo, 
cualquier curva seno es tainbien una curva cose nn con un 
(Jesplazamicnlo de fa.se distinto. y cuaiquiercurva eoseno 
es lambidn una Curva seno. Las ctirvas seno y coscno reci- 
ben el nombnt coleclivo dc sinusoidales. Para la curva uuyu 
grdlka se muestra. encuentre todas las maneras posiblcs de 
expresarta como una curva seno _v = u sen( r t - .fa) o COitlo 
una curva coseno y - u cos(jr - fa). Explique por que piensa 
que ha cncontrado todas las eleociones posiblcs de u y b 
cn cada case. 
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CAPlTULD 5 Fund ones irigonometricss de numeros f -e-ales 



PROVE CTO PARA UN 
DESCUBRJMlENTO 



Modelos de depred adores /presa 

Las funelones seno y cose no se utilizan principalmente en la ffsica y In ingenien'a 
parti modular un comportamierHo osrilalorio, ta\ como el movimlentD de un 
penduio o la eorriente en un circufco elec Erica de corriente aliema, ( Vease 
section 5.5.) Peroestas fianciones iambien surgen en otras cienciys. En este 
proyccio, considers mos una apli catkin a ta bio log fa usando fund ones seno 
para mod el nr la poblacion de un predado r y su presa. 

Dos e species de mamfferos hahitan en una isla lejana: linces y tiebies. Los lin,- 
ces son predation 1 s, I os c nates se ali mental) de las liebres, sus presas. Las pobla- 
ciones de linces y liebres cambian efelieamente, de acuerdo con las graft cas de 
la ftgura L En la parte A de la gnihca, las liebres son abundantes. de mode que 
el linee liene mucha para comer, por io que su poblacion se incremental En el 
tiempo representado en la pane B, tan to s linces so estan alimcntando con las 
liebres que la poblueidn de estas empieza a disminuir. En la parte C, la poblacion 
de liebres ha declinado tantu que ya no hay ali memo suficiente para los linces. de 
modo que haja ta poblacidn de £sios. En ta parte D, I autos son los linces que 
murieron que las liebres tienen poeos enemigos, por lo que su poblacion se 
increment de nuevo. Esto nos regresa al punlo donde einpe?.anios, y el ciclo 
sc repite una y otra v« t 



Figura 1 

Las gralicas de la ligura 1 son curias seno que e still desptazadas haeia arriba. 
asi que son grdlkas de funciones de la forma 

y = o sen — fc) + c 

En este caso, c es ta cam j dad que la ciirva seno se ha desplazadu vertical mente 
(vease section 2.4), Observe que c es el valor promedio de la fume ion, a medio 
camtno entre los vaJotes mas alto y mas bajo de la critic a. La amplitud \a | es 
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la eantidad que \aria had a amba y had a abojo del valor promedic dc b gr&fica 
(v^ase tigura 2 ). 



Figura 2 

v = a sen fe(j - 6) + c 

1, Determine funciones de Ea torn a v — a sen f^s b) + r que modelen las 
poblaciones de linees v licbres graft cad as cn la figura L Grafique amhax fun- 
Clones cn su cakuladota y compare con la figura 1 para comprobar que sus 
fundones son las correctas. 

2, Sume las fund ones dc Ills pobladorus de linc.es y liebffls para obiener una 
nuevu funei6n que model e la poblacibn total de mumiferos en esta isla. Grafi- 
que esta funeibn en su caiculadora y ealeule su valor promedio* amplitud, 
periodo y desplazamiento de la fuse. ( ;Cual es la relation eatre el valor pro- 
medio y el periodo de la fund bn de la poblacibn de manuferox y el valor 
prnmedioy d periodo de las funciones de las poblaciones de lances y tiebres? 

3, I n pequeflo lago dc la isla couuicnc dos c species dc peces: merluza y un 
pez rojizo. La merluza es un predador que se aliment a del pez rojizo. La 
poblacibn de peces del lago varfa en forma periodica, y su periodo cs de 

l HO dfas. La cant i dad de mcrluza vuria etUre 500 y 1 500, y la camidad de 
peces rojizos varia entre 1000 y 3000. La poblacibn dc la merluza alcanza 
su punto maxi mo 30 dfas despues que el pez rojizo alcanza su poblacibn 
maxima en cl ciclo. 

a) Truce una gnilicu icomo la de ta tiguru E I en la que se ilustrcn dos peri ti- 
des completes del ciclo dc Ea poblacibn para estas especics de peces. Su- 
ponga que i — 0 corresponde a un tiempo euando la poblacibn de peces 
rojizos se eneuentia en un maxi mo, 

b} Determine las funciones eoseno dc la forma y ™ a cos Jt(r b) + c que 
model e Lis poblaciones de merluza y peces rojizos del lago.. 

4, En la vida real, la mayor parte de poblaciones predador/presa no se eompor- 
lati de maiicra tan seneilla coma se describib aqul, Ln la mayuria de los 
cases, lax poblaciones de predadores y pres ax oscilan, pero la amplitud dc las 
osci lac urnes se vuelve mas y mas pequeiia. de modo que con el tiempo am- 
bax poblaciones se estabilizan cerca de un valor constante. Trace una graftca 
aproximada que ilustre ctinio se podmn comportar en este caso las poblaeio- 
nes de predadores y pres us. 
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CAPLtulO- 5 Fundones trigonomstricas de niimeros reales 




Mas graficas trigonometricas 


Bn esta seceidn sc gralican las funciones tangenie, eotangente, secaiite y eoseeanle y 
rransformac lores de estas funcioncs. 

Graficas de la funcion tangent©, cotangent©, 
secant© y cosecant© 

Iniciamos estableciendo las propiedades period tens de estas funciones, Recuerde 
que el seno y el cose no tienen periodo 2 it. Pueslo que la cosecante y la secante son 
los recfprocos del seno y el eoseno, respeetivarnente. iamb km tienen periodo 2 it < vda- 
se ejerdcio 53), La tangente y la cotangente tienen periodo tt (viase ejerdcio 83 de 
la seeddn 5.2). 


Propiedades periodicas 


Las funeioncs tangente y entangente lie tier periods it; 

tun(.v + it) = tarjt cOI(a + it) - cotjr 
Las Fund ones coseeante y secante ticncn periodo 2i r: 

l’sc{.t + 2ir) = escjr sec{x + 2 w) = sec a 



1-j. notation de tlecha se iratu 
en la seen ion 3.6, 


Las a^htotas sc oludian cm la 
secckm 3.6. 


Primuro graticaroos la tangente, Como tiene periodo tt, necesi tamos sdlo trazar 
la grafica de cuaLquier inlervalo de longitud tt, y luego repetir el patron a la kquier- 
da y a la derecha. Trazamos la grilka en el intervale (— ir/2* ir/2), Puesto que tan 
tt/2 y ian(- tt/2) no estar dehnjdas, es necesario ser cuidadoso a! trazar La gratiea en 
los puntns cereanos a it/ 2 y — -ir/2, A medida que x se aeerea a tt/ 2 a traves de valo- 
rem menores que tt/ 2, el valor de tan r v sc incrementa, Para ver esto. observe que 
cuando x se aeerca a ir/2 T cos x se aproxima a 0 y sen x se aproxima a 1, y entonces 
lan .r = sen x/cus .r es grande. A3 margen se muestra una tabla de vaLores de tan .r 
para x cerca de tt/2 (** L570796), 

For consiguiente. para elegir a x con cereanta suikiente a tt/2 u travds de valorem 
menores que tt/2, podemos hacer el valor de tan x mas grande que cualquierntime- 
ro posits vo dado. Esto se express escribiendo 


tan x — » qg cuando a — — 

2 

Las expresiones ante Fiores signilican “lan x tiende al intinilo cuando x tiende a tt/2 
desde la lzquierda ". 

En unu forma similar, al elegir x cere ana a -tt/2 de vaLores may ores que -tt/2, 
podemos hacer tan .c mas pequenu que cualquier numero negative dado. Esto se e» 
presa de la manera siguiente: 


tan cuando x 


TT 4 
2 


Las expresiones anleriores signifkan “La tan x tiende al infinite negative cuando x 
tiende a -tr/2 desde la derecha" 

Por tanto, la grrffka de y = lan x se aproxima a las rectas verticaks x = tt/2 y 
x = —tt/2. Entonces estas rcetas son asmlutas verticaks. Con la informacidn que 
tenemos hasta estc momento, ptxlemos graficar v = lan.v para -tt/2 < x < tt/2 en 1 a 
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figura 1. La gralicu complete de la Eangente (v£asc Hgura 5(a) de la pagina 436) sc ob- 
tiene ahora aphcando el beefio de que la tangente es periodica y que su periodo es it. 



Flyura 1 

Un pcriodo dc y 


lan x 


Figura 2 

Un periodo dcy 


cot x 


La funcibn y - col * se graJica en el intervals (0 T it) median te un finuhsis similar 
(vease figura 2). Pueslo que cot x no esd definida para.t = mr donde n es un enters 
au grrifiea comptetii (en Ea figura 5(b) de la pagina 436) tie tie asintolas veiticaies en 
estos valorem, 

Para graficar las; funciones cosecante y secante, aplicamos las id enti dudes reci- 
procal 


1 


I 


CSC X = 


sec x — 


sen Jt 


cos,v 


Ententes, para graficar y - esc x, util Szamos 3os reciprocos de Eas coordenadas y de 
los puntos de la grdfica dey — sen x (v^ase figura 3). De iguai manera, para graficar 
v - sec x* recurrimos a I os reciprocos de las coordenadas y de I os pantos de 3 a grafi - 
ca de y = cos x (vgase figura 4). 




Flyura 3 

Un periodo de y — esc x 


Figura 4 

Un pcriodo dc y 


see.* 


Considcrcmos con mayor detalle la gri&ca de la funcidn y = esex en eE intervalo 
0 < x < it. Es necesario examinar los valores de la funcirin cerca de 0 yir yy que en 
estos valores sen x = 0, y, por !o tanto, esc x no esrd definida. Ententes. 

esc x —* oo cuando x -+ 0" 


CSC.* 


oo 


cuando 


IT 


MHi 
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Por consiguiente, las mctas x = 0 y x = v son asfntotas veiticaks. E n el intervals} 
•7T < x < 2it la grafiea se traza igual. Los valores de esc x en ese interval o son los mis- 
mos que en el intervalo 0 < x < ir ? exeepto por el signo (vgase ligura 3). La grifica 
complete de la figura 5(c) se obtiene a partir del hecho de que la funcion co&ecante es 
periodica y ^u periodo es 2 tt. Observe que la grafiea tiene as in tolas verticales cn los 
puntos donde sen x = 0, es decir, eiu= jitt, donde n es un eniero. 




Figura 5 


La gralica de v — sec x sc traza de nianera similar. Observe que el dominio de 
sec x es el conjunto dc todos los numeros reales que no son x — (nf 2) + donde 
n es un eniero, de inodo que la gralica dene asfntotas verticales en esos puntos, La 
gmltca completa se i lustra en la figura 5(d). 

Es eviden te que las grdficas de y — lan y, y - cot x y y - esc x son simetricas con 
respecto a! origen, y que, por otro lado, v — sec x cs simdtrica ct>n re specks at eje y. 
La razdn es que la tangente, la cotangente y la cosecante son funciones imparts. en 
tanto que la secante es una fund An par. 


Matematicas en et 
mundo moderno 

Evaluation de funciones 
mediants una calcutadora 

^Cdmo eva I uar median te u n a ealeu 
ladora sen /, cos f, c^ h In f, Vf y 
olTas funciones sentcj antes? L’n 
include es aprojdnw cslas funcio 
ncs media file polinomios, porq ue 
isloi son faciles de evaJuar, Pw 
ejcniplo. 


L. 

31 


sen t - t - ■ + 


cos t = ] - 


r 
ST 

r t* 

■+■ 

21 4! 


f' 

— + 
7! 

i 6 

+ 

6 ! 


donde nl = 1 * 2 * 3 * ■ 1 - n. El mi 
temitko brilinico Brook Taylor 
1 1685 1731) deduju esias formulas 
admirable*. Porcjernplo. si utihza- 
mos Jos ires primeros krminot de 
la scrie de Taylor para enconlnir 
cos(0,4), ofatenemos 


cos 0.4 *= 1 - 


(OA) 2 (0.4 } 4 


4 - 


21 

0.92 1 f 16667 


41 


(Compare In anterior con el valor 
que ubticuc mediants: su culculado- 
ra.) La grSIka muestra que cuamus 
mas termtnns de ]<. scrie use mos. 
tanfo mis jos polinomins se apro\i- 
maii a] valor de la funcirin eos t. 


y = i- 




41 



Graficas qua contienen funciones tangente y cotangente 

Considcremos ah oris las grislicus tie transformed ones dc tes funciones tangente y 
cotangente. 


Material proiegidc por dor echos de autor 
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Ejemplo 1 Graficas de curvas tangentes 

Grafique cada una de las func tones. 

a) y = 2 tan x b) y = - tan x 

So lucid (1 Primer o graft cantos > = tan .t y luego la transformamos segun se 

requiera, 

a) Para graft car y - 2 tan x, multi pi i cantos la coordeetada y de cada uno de los 
puntos sobre la graft ca de y = tan x por 2. La grifica resultanle se muestra en 
la figure 6(a), 

b) La grifica de y = -tan x de Ea figura 6(b) se obtiene de y = tan jr ( al re ft ej aria 
en el eje x 



Figura 6 ■ 


Puesto que las funciones tangente y cotangente tienen periodo i? t las fund ones 

y - a tan Ajc y >■ = a cot kx (jt > 0) 

completan un periodo cuando van'a desde 0 basts rr> es deeto para OsfctSff, 
A I resolver esia desigualdad, obtenemos 0 £ x s n/k. Entonces, cada una iicne art 
periodo ir/t. 



Por consiguiente, un periods complete de las grificas de estas funciones ocurre en 
■cualquier intervale de longitud ir/Jfc. Para graficar un periodo completo de estas gri- 
ft cas, conviene elegir un intervalo entre asmtetas vertkales: 


Para graft car un periodo de y = a tan kx f un intervalo adecuado es 


Para graficar un periodo de y ™ a cot jfcr, un intervalo adecuado es 



f 
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438 


CAPfTULO 5 Funeiones trigonomitrieas de numeros reales 


Ejemplo 2 Graficas de curvas tan gent es 

Grahque eada una de las funeiones. 

a) y — tan 2x b) y — tan 2( x - — ) 


So lu cidn 


a) El pcriodo es. wf2 y un intervale adecuado es ( — tt / 4 „ ir/4). Los panics terminales 
x = -tt/ 4 yx — tt/4 son asfntotas vertical es, Por lo [anto, graft carnos un perio- 
do complete de la funcidn en {—tt/4, tt/4). La grafica tiene la misma 
forma que la de la funcidn lungeiuc, pem estS aeortada horizon Lalmcme por 
un factor de Entonces repetimos esa parte de la gr^fica a la tzquierda y a la de- 
nse ha. V£ase figura 7{a), 


Pucslo que y - tan x completii un pe- 
riodo cniTr x = — f y x — 7. la funcidn 


tvi La grifica es la misma que la del inciso a), pero esta desplazada a la derecha -tt/ 4 h 
como se i lustra en la %ura 7(b), 


v = tan If f — j ) complcu un periodo 
cuand® 2 (jt — I } v^irii desde -laf 


[lido de! perUatio: 

3C* !) = -! 

i - o 


Final del periudn: 


2 (x-!)=f 



Pur k> que praiicamos un pcriodo 
en el inlmalo (0, ?}, 


Figure 7 




Ejemplo 3 Una curva cotarogente desplazada 

Grafiquey “ 2 cot ( 3x — y V 



1W^u> que v = cot v complcta un pe^ 
riodo entre x = 0 y x = w* la funcidn 
V = 2 COf(lj - J) awnpleia un periixln 
cuamiu Ir - \ vans tie I) a a-. 


Solucion Primern expresamos la ecuacidn en la Forma y = a col ft(jE - fc) to- 

t r 

mando como factor a 3 de la ex pres ion 3 je - — : 



Jmdo dd pcriodo: Final del peri ado : 

3i - f - 0 li - § = w 

2x = = 3* = y 

x = f x = f 

Put lo que p^licarmift un pcriodo 
end niiAv^b (£, T) t 


Por consiguiente, la grafica es la misma que la de y - 2 cot 3Lr h pero estd desplazada a 
la derecha wj 6, El periodo de y = 2 cot 3or es ir/3, por lo que un interval© adecuado 
e&(0, ir/3 ) l Para obtener e! intervalo comcspondiente para la gr&fica deseada, des- 
plazamos este intervale a la derecha tt/ 6. Oslo nos da 


( 


W TT 7T 

° + ?I + 6 



later! a I proteqido por der echos de autor 
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Para lerminar, grafkamos un periodo en la forma de la cotangent* en e! ituerva- 
lo (tt/G, tt/ 2) y repecimos ia parte de la gT^fica a la izquierda y a la derecha (v£ase 
figura S) + 



Graficas que contienen funciones 
cosecant# y secant# 

Ya observamos que las funciones cosecante y sec ante son los reciprocos de las fun- 
ciones seno y coseno. Por lo tanto, d resultado siguiente es la pane equivalent* del 
resultado de las curvas seno y coseno de la seecidn 5.3. 


Curvas cosecante y secante 


El periodo de las funciones 

y — a esc Aur y y - a see fcr (A > 0) 

es 2ft jk. 


Un intervalo adeeuado para graficar un periodo completo es [0. 2 Trfk\ 

Ejemplo 4 Grafica de curvas cosecantes 

Graflque las funciones siguientes. 

1 I / tt\ 

a) v = — esc 2x b) y — — esc Zjt -I- — I 

2 2 \ 2 / 

Solution 

a) El periodo cs 2 tt/2 = ti\ Un intervalo adecuado c$ [0, ir\ y las asm iotas sc 
presencan siempre en este intervalo sen 2x = 0, Entonees* las asintotas en esle 
intervalo son .r = 0, x = tt/ 2 y Jt -= it. A partir de esta information irazamos 
umu gralicii en el inicrvaio [0, rr] eon la miisrrui forma general qtie la de un 


aterial protegiefo por derechos de autor 
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periodo de ta ftincidn cosecante, 1-a grftfica complete de la figura 9(a) se obtiene 
repitiendo esta parte a la izquierda y a la derecha. 


u 

J 

, 

7' 

U 


I 

1 

U 

I 

i 

1 

i 

I 

1 

I 

-7T * 

1 

1 

1 1 

E 1 

1 

i \ 


* l 


T J 3 

2 

i 

i 

i 

i 


Figura 9 s)y=jcsc2jr 



Puetto que y — esc x compleid un pe- 
ri odo entre x — 0 y x = 2tr, fa funcitin 
y - | csc(2j + \) coinpEeta un periodo 
■cuando 2x + f varfa de 0 » 2ir. 

In trio del periodo: Final del perindo: 

lx -F § = 0 lx + f = lit 

2x “ — f 2x = ^ 

r - _E y = — 

1 4 i 

For io que graikamos. tun periodo en 
el intervalo ( — f b x), 


b) Primero escribimos 


y = 



2jc + 




A partir de la ecuacidn vemos que la giifica es la misma que la del inciso a), pero 
desplazada a la izquierda w/ 4. La gr&fica se times Era en la figura 9(b). m 


Ejemplo 5 


Grafica de una curva secante 


Grafique y = 3 sec !*, 



Solution El periodo es 2ir + | = 4 it. Un intervals adeettado es [0, 47r] h y 
las asfntotas se presentan en este intervalo siempre qne cos [x — 0. Por lo tanto h las 
asfntotas en cm intervalo son x = w , x — 3tt, Con esta infontiacidn traaamos en 
el intervalo [0, 4 tt] una grafica con la misma forma general que la de un periodo 
de la fnneibn sec ante. La grdfiea completa de la figura 10 se obtiene al repetir esta 
parte a la izquierda y a la derecha. 



Catena] pi oioQido pci dci echos do a.u 


Figura 10 

'i I 

y «= 3 sec j* 
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1-6 • Diga i que grifica correspond? eada unit dc las 
funciones. 


1- /{*) = tanf x + 

3. /(j) - cot 2x 
5. /(.t) = 2sec,t 


2. f(x) ~ -sec lx 

4. f(x) = -tan A' 

6. f(x) = I + esc A 



7-52 ■ Determine el periods y grafique b funeabn. 

8* y ” 4 tan x 


7. _v = 4 tan x 
9, y — — ! tan x 
11. y = — cot t 
13. y — 2 esc x 
15* y = 3 sec x 

. { IT 

17. y = tan | A + — 

19 * y — cscf ,r — 


MK y - 1 can x 
1 2. y = 2 cot x 
14* y = i esc x 
Ifr* y - -3 sec a 



It, V = COt^JS + ”J 

25. y = tan 2x 

27. y - tan ^x 
4 

29. y - sec 2x 
31, y - esc 2 jt 

33, v = 2 tan 3irx 


35. v = 
37* y = 
39* y = 

41. y =» 
43* v = 
45* y = 
47* y 

49* y 
51* y 


, 3ir 
5 esc — x 
2 

tan 2^x + J 
tan 2[x - w) 


cot 
2 esc 
5 sec I 3r 


= tan 


(-?) 

("-!) 

-f) 

(f-I) 
•(* * 0 
{— f) 


3 sec 
-2 tan 


22. v = 2cscj^x - y ) 

24. y - 3 csc^x + 

26. v = tan ^ x 

28. v ~ cot —x 
2 

30. y = 5 esc 3x 
32. y = esc i x 

34. y = 2 lan -^x 
£- 

36* v = 5 sec 2-^x 


38. y = esc 2 1 
40: v — sec 2 1 x — — 


<■*!) 

{-?) 


42. y = i Lan{urx — tt) 
44. y = 2 SBC^A “ y^Jj 
46. y = \ sec(2 irx - it) 
48. y = tan + y) 
50* y = secj^ 3x + 

52* y — 2 cse(3.i + 3) 


53. a t DeinuesLre que si / es periodica y su periodo cs p * entori' 
ccs ! jf Eambicn cs periodica y su periodo es p . 

b) DcmucsiTTL* que la cosccante y la sccante tiene periodo lit. 

54* Demceslre que si fy g son peritklicas y su periodo es p, en* 
tonces el cociente f/g es peribdico tambien, pero cl periodo 
podria ser mis pcqueno que p . 


Aplicaciories 

55* Faros El haz dc un faro da una roiacion compleia cada 
dos minutos, En el tiempo t, la dislanctadquc sc i lustra cn 
la ligura de la pdgina siguiente es 

d|[r) = 3 lan i Tt 

dontte f sc mide cn minutos y d en millas* 
a) Determine ^0. 1 5), ^0,25) y tf0.45}. 
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CAPiTULO S Fund ones trigonometritas de ntimeros reales 


b) Grafique La funekm d para 0 £ r < 

C) £Qu£ sucede con b distancb d cuando l Eicndc a,? 



3 milks ■ 



/ 


>* 


56. Largo da una so m bra. Lrc un db cuando el Sol pa>a di- 
reebiTienle sobre la cabcxa a mediodia. un hombre de scis 
pies de eslatura proyecla una sonibra cuyo largo es 


S(t) - * 



tiurnte S esta m pies y ! es la canddad de boras a pariir 
dc las 6 AM. 

A) Determine el largo de la so m bra a las S am, a mediodia, 
a las 2 pm y a las 5.45 fm. 
b) Omfique b funcion S paraO < r < 12. 


c) A partir de la grafka determine los valores dc / a los 
■C nates el largo de La sombra as iguai a b estalura del 
tiombre. ^.A que momenta del dfa correspo-ndeil eada 
uno de estos valorcs? 

d| Ejtplique que pasaeon b sombra cerca de ias 6 pm. 
(ca decir. cuando t—* 12 ). 



Descubrimiento * Debate 

57 . Formulas de reduce ron Util ice las grdlicas de la tigunt 5 
para esplicar pnrque las formulas siguientes son verdaderas 



Modelado del movimiento armonico 


El cojuportani iento period] co — comporttmiento que se repile una y otra vez— es 
emntin en la naturaleza. Tal vez e! ejemplo mis cotiocido es la salida y la puesta 
del Sol de tod os los dias> lo cual origins el patron repetitive de dfa, ntxrhe, d£a, rto- 
ehe, , , , , Qtro ejemplo es la vamcidn diaria del nivd die la marea en las p!ayas T 
lo cual da como resultado el pairdn repetitive de marea alta, marea baja. marea alia. 

marea baja Ciertas poblaciones de animates se incrementan y disminuyen de 

acuerdo con tin patron perindico prededhle: una poblacibn grande consume las pro- 
visievne? alimentaiias. lo cual ocssionu que la poblacidn decline: a su vez, esto oca- 
siona provisiones alimentarias abundantes, lo cual hace que la poblacion aumente; y 
el patron se repite y se repite (veanse paginal* 432 a 433). 

Otros cjetnplos comunes de compartamiento periodico sq relacionan cor el movi- 
miento que es onginado por vibraciones u osci lac tones. Una niasa que cuelga de un 
resorte, el cual esta comprlmldo y que tuego se suelta, es un ejemplo sencillo. Este 
niismo movimiento hacia arriba y hack abajo tambidn sc ohserva cn fenbmenos di- 
versos como las ondas del sonido. las ondas dc luz, la oonrientc d^ctrica alterna y las 
e-strelks pulsatile*. para meneionar unos cuantos ejemplos. En esla seccibn tratare- 
mos d problems de modelar cl coniportamiento period ico, 


rial protegido pot dot 
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Modekado del com porta mien to periddico 

Las fumciones trigonometricas son ideates para model ar el cornportam lento periddi- 
co. Una mirada a las grdficas de las funciones seno y coseno + por ejemplo, nos dice 
que estas funciones muestran un comport am lento peri6d?eo- Hn 3 a figura l se puede 
observar la grafica de y = sen /. Si pen samos que t cs el tiempo, vemos que a medi- 
da que pasa el tiempo, y = sen / aumenta y disminuye una y otra vez. En la rigura 2 
se puede observar que el movim lento de una masa que cuelga de un nesorteque vibra 
esta model ado con mueha exactitud mediant? y = sen f. 



Figura 1 

y = sen t 


Figura 2 

Movimieoto de un resorteque vibra modelado 
mediante y - sen /. 


Observe que la masa regresa a su posicidn original una y otra vez. Un ciclo es 
una vibration complete de un nbjeto. de motto que la masa de ia figura 2 complete 
un ciclo de su mo vim lento entre O y P. Las observaciones sobre cdmo las funcio- 
nes seno y coseno mode ten el comportamiento periddico se resumen en d siguicme 
reeuiidro. 


Movimiento armonico simple 


La drfenaicia principal entre dos ecua- 
d ones que describen el movimiento ar- 
momco simple es el panto de inicio. En 
t = 0, (memos 

y — u sen to ■ 0 — 0 


y — a cos w ' 0 — i i 

Enel primer caso, ei movimiento "ini- 
da" con Cero desplazamicnto. en tanto 
que en el segundo Ciso, cl movimiento 
"snida" con el desplazumcnlo cn un 
pun to miximo (a la ampl itud cr). 


Si 3a ecuadon que describe d despla/amiemo t de un objeio en d licinpo t cs 

y = a sen wf o bier y = a cos <ef 
ermuices d objeto sigue un riiiivtmienlo unnmiii't) simple. En este caso 

amplitud — a \ 

, 2ir 

pc rind o 

<jU 

frocuenciu = — — i 
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Observe que las funciones 

El simbolo ui es la Iclra griega niinij.scu- 

la omega y la icira griega * l nu'\ y — a sen 2 jrvt y y = a cos IttM 

tie nen frecuencia porque 2 itv/(2it) - v, Como podemos leer inmediatamenle la 
frecuencia de esias ecuaciones, las ecuuciones de movimiento armdnico simple 
usual mente se expresan de esia forma. 



Poud6n 
de repose 

Figure 3 


Ejemplo 1 Un resorts en vibracton 

El despiazamiento de una masa que pende de un resorte e$t£ modelado por b funcidn 

y — 10 sen 4irt 

donde y esti en pulgadas y r es segundos (v£ase figure 3), 

a) Determine amplitude periodo y frecuencia del mo vi mien to de la mam 

b) Grafique el desp9a2amiento de la mam 

Solution 

a) De acuetdo con las fdimulas de amplitude periodo y frecuencia, te nemos 



amplitud — \a \ = 10 pulgadas 

2fr 2ir 1 

penodo = — — — = - s 

fu 4 tt 2 


Hi 4 jt 

frecuencia = 2 Hz 

2tt 2 tt 

b) La graft c a del despEazamiento de la masa en el tiempo \ se mueitra en la 

figura 4, ■ 

Una si tunc ion importante donde se presenta el movimiento amrudnico simple es en 
la generate idn del sonido. El sonido se produce por una variaddn regular en lapresidn 
del aire a partirde la presion normal. Si la presion varia segun un movimiento armd- 
nico simple, entonces se genera un sonido puro. El tono del son i do depende de la fre- 
cueiKia y la intensidad depende de la amplitud. 



Ejemplo 2 


Vibraciones de una nota musical 


Un musico toca con una tuba la nota mi y sostiene el sonido durante un 
tiempo. Para una nota mi pura la variacidn en la presion a parti r de la presidn 
normal de aire estS duda por 



V(/) = 5,2 sen KOjrr 


donde V se mide en libras por pulgada cuadrada y i en segundos. 

a) Calcule la ampliiud, periodo y frecuencia de V. 

b) Grafique V, 

cj Si el musico que toca la tuba aumenta la intensidad de la nota, ^que lanto se mo 
difica la ecuaritin de V? 

d) Si el musico toca la nota iiworrectamente y un poco apagada £en que carnbia la 
ecuacion para V? 


at u i i li I pr q [G ij i d o p pi d Of g c h G j d u au I 
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Solution 

a) De acuerdo con las formulas de amplitud, periodo y fneeueneia obienemos 

amplitud “ 1 0.2 1 — 0;2 


periodo — 


frecuentia - 


2i T 
80w 
80 tt 


2 IT 


40 

= 40 


b) La grfifica de V $e muestra en la figura 5. 

c) Si el mu s Leo aumenta la imensidad se lucre menta la amplitud. De este mod® el 
nOmero 0,2 se reemplaza por un numero mayor, 

d) Si la note es apagada, entonces la freeuencia dkminuye. Por to tanto, el toeft- 

ciente de t es menor que 80ir. ■ 



Fosicitfn 
de reposo 


Ejemplo 3 Modelado de un resorte que vibra 

Una masa pende de un resorte. El resorte estd comprimido y mide 4 cm, Lucgo $e 
suelta, Se observa que la masa regresa a la posicidn comprimida despues de £ 
de segundo, 

a) Encue litre una fimeidn que model e el desplazamiento de la masa. 

b) Grafique el desplazamiento de la masa. 


Solution 

a) El movimiento de la masa esta representado por una de las ecu aci ones del 
movimiento armdnieo simple. La amplitud del movimiento es 4 cm. Puesto que 
esta amplitud se akanza en el tiempo t = 0. una ftincton adecuada que rnodele 
el desplazamiento es de la forma 


V = a COS ifit 



Como el periodo es p — podemos determinar t u a partir de la ecuacidn 
siguiente; 


i * 

Periodo — i, 

Diespsjfi dc to 

Entonces, el movimiento de la masa esta modelado por la funcidn 

y= 4 cos 6 nt 

donde y es el desplazamiento desde el punto de reposo en el liempo t. Observe 
que cuando y = 0, el desplazamiento es y ~ 4, como era de esperarse, 

b) La gr£fica del desplazamiento de la masa en el liempo t se i lustra en la 

figure 6, ■ 


periodo = 


2tt 


i _ 2ir 
3 “ 


to 


6 tt 
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C APBTULO 5 Fu ncion es trigo no m&t ricas. de n b meros reales 


En general, las funciones seno o coseno que representan un movimiento aimtinico 
simple podrfan eslar desplazadas horizontal o verticalmente. En este caso, la ecuacitin 
tiene la forma 


y = a sen(w(f - c)) + b o v — a cus(w(r - c)) + b 


El desplazamiento vertical b indica que la variacitin ocurre alrededor de un valor pro- 
medio ft, El despkizamiento horizontal c indica la posicitin del objeto en / = 0. (Vtiase 
figura 7,} 


Ffgura 7 




Ejemplo 4 


Modelado de la brillantez de una estrella variable 


Una estrella variable es aquella cuya brillantez aumenta y disminuye en forma aller- 
nada, Para la estrella variable Cefeida della, el tiempo entre los periodos de brillan- 
lez maxima es 5.4 dfas. La brillantez proniedto, es deck, la magnitud. dc la estrella 
es 4,0 y su brillantez varia en una magnitud de ±0,35, 

a) Determine una fund tin que model e la brillantez de la Cefeida delta en funcitin 
del tiempo, 

b) Gralique la brillantez de la Cefeida delta en funcitin del tiempo. 



Solution 


a) Determi nemos una funcitin de Sa forma 


y — a COs(ta(f - c)) + b 

La amplilud es la variacitin maxima de la brillantez promedio, de modo que la 
amptltud es a — 0.35 de magnitud, Sabemos que el periodo es de 5.4 dias, de 
mode que 

Oft 

U64 


itl 


5,4 


Puesto que la brillantez varia desde un valoT promedio de 4,0 de magnitud. 
la grtiftca se desplaza hacia arriba b = 4,0, Si tomamos t = 0 como el tiempo 
cuando la estrella esta en su brillantez maxima, no hay desplaza mien to horizon- 
tal, por lo que c — 0 (porque una ciirva coseno aleanza su mtiximo a t = 0). For 
lo tan to, la funcitin que que nemos es 


y = 0.35 cos(l.l6r) + 4,0 


dondc ; es el niimero de dfas a partir del moments cuando 3a estrella esta en su 
brillantez maxima. 

b) La grafica se Nostra en la figura ft. a 
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La cantidad de horas con luz del Sol varia a lo largo del afio, En el Hemisfeno 
Norte, el dia mis largo es el 21 de junto, y el mas corto es el 21 de diciembre, La du- 
ration promedio de la luz de dfa es de 12 horas, y la variacibn de este pmmedio dC’ 
pende de la latitud, (For ejemplo, en Fairbanks, Alaska, se experimental! jmAs de 20 
boras de luz en el dia mas largo y menos de cuatro boras en cl dia mis corto!) La gii- 
rica de la figura 9 i lustra la cantidad de boras con luz del dia en distintas epocas del 
ailti para varias latitudes Es cvidente, de acuerdo con la grdfica, q tie la variation en 
horn de luz de dia es armonica simple, 


Figure 9 

GnSfica de la duradbn de la luz del dia 
desde el 21 de marzo al 2 1 de dicietmbre en Fwritf-, Latin c. B&ytijhi. ijari^fn and jh 

varias latitudes I Hum Vork; Sil 1 ^, Surcku, 1 9151 p, 4fl. 
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Mjif. aiw. Muj. JurL Jul. A$os. &*|n. 


Od- Nrtv. Die. 


Ejemplo 5 


Modelado del numero da horas 
de luz solar 



En Filadelfia (40° de latitud norte), et dfa mas largo del afio dene 

1 4 h 50 min de luz de dfa y el dfa mis corto iiene OHIO min de luz. 

a) Determine una fijneidn L que modeie la duration de la luz del dia en fimtibn 
de l la cantidad de dfas desde el l de enero 

b) Un astrbnomo requiere por lo menos 31 h de oscuridad para una fotografta 
asmmdmka de largu exposition, < a En qu6 dfas del anu es posible lumar dieha 
fotografia? 

Soluci6n 

a) Necesi tamos eneontrar una funetdo de la forma 


y — £i sen{oi(r — e)) + h 

cuya grafica es la curva a 40° de latitud norte de la figura 9, A partir de la infor- 
rnacidn dadu, vemos que la amplitud es 

a = Kl4l -9i)-2.83h 

Puesici que hay 365 dias en el afio, d periodo es 365. por lo que 

2 tt 

= *» 0.0172 

365 


Material protegido por derechos de au 




CAFHTJLO 5 Fuociones IrigcmcnTi&ricas de nu meres reales 


= tnri t = ?4i 



Flyura 10 


iFw quf dec iron que la come me 
de Ios bogairs es de NO V cuando 
cl voltaje mfoimo pnoduddo es 
35 .? V? De acuerdo cor la simctriu 
de la fimcibn coseno, vemos que cl 
vohaje pTomcdiogencrado es cen>, 
Kste valor promedio seria el mis- 
mo para (odes, las generadarcs de 
corrierilc allemu y crtlonCCis no AOs 
daria informacibn accrcadel Volin 
je genorado. P.aia oblener mayor 
informed 6 n del vohaje, Ion in^c- 
nierfw usan cl m&odo del valor 
etieaz dt h lensidn (rms). Se pue- 
de demos-trar que el valor cficaz de 
la leftsibn es l/v '2 pur el voltajc 
maxima, Eniunecv en d ease de la 
corriente de I os hogares el valor 
eficaz de la tension es 

I 

155 X — = 110 V 

V2 


Como k duracibn promedio de b luz del d£a es de 12 horas, la grdfica se despta- 
za 12 hack arriba, de modo que b = 12, Puesto que k curva alcanza el valor 
promedio (12) el 21 de marzo, el octagbsimo dfa del afio, la curva sc desplaza 
80 uni dados a la derediu, For lo tan to. c - 80, Entonces, una funcidn que 
modela el nuuiero de boras de luz del dfa es 

y = 2.83 sen(0.0172{r - SO)) + 12 

donde j ' es el numero de dtas a paitir del 1 de enero, 

b) Un dia liene 24 h, de modo que 1 1 boras de noche corresponden a J3 horns de 
luz de dia. Entonces, necesitamos resolver la desigualdad y ^ 13. Para resolver 
esta desigualdad en forma grade a, trazanios y - 2.83 sen 0.0172(f - SO) + 12 y 
y= 13 en eJ mismo sistema. Segun la grifica de k figura 10 vemos que hay me- 
nos de 13 h de luz de dfa entre el dfa 1 ( J de enero) y el dia 10 1 (11 de abril) y 
desde d dfa 24 1 (29 de agosto) al dia 365 (31 de diciembre), * 


Otra situation donde se presenta movimiento arrobnico simple es en Ios genera- 
dores de corriente altema (aC), La corriente alterna se produce cuando una armadu- 
ra gira alrededor de su eje en un campo magnbtico, 

En la ligura 1 1 se representa una version send] i a de tal generador, Cuando el alam- 
bre atraviesael campo inagnbtko, un voltaje o tensibn E se genera en el alambre, Se 
puede demostrar que el voltaje generado se represents me dj ante 

£{r) — E u cos ait 

donde B Q es la tensibn maxima producida, la eual depende de la fuerza del campo 
magnet ico, y w/( 2 tt) es la canddad de revoluciones por segundo de la armadura, es 
decir T la frecuencia. 



Ejemplo S Modelado de la corriente alterna 

La corriente alterna de U0 V de Ios hogares varia de + 1 55 V a - 1 55 V con una 
frecuencia de 60 Hz (dclos por segundo). Planter una ecuacidn que describa esta 
variacion del voltaje. 

Solly don La variacibn del voltaje es armbnica simple. Puesto que la frecuencia 
es de 60 ciclos pc>f segundo, tenemos 

tu 

— — 60 o bien w - 1 20 tt 
2 v 

Hagamos que t — 0 es el tiempo cuando el voltaje es +155 V, Entonces, 

E(i) - a cos wt — 155 cos I 20rrf ■ 
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a) Movimknto anrtdnico: 
y - se n t 



b) Movimiento armcmioo umortigiiadu; 
y — r _t seo Bit/ 

Figura 12 


Movimiento armonico amortiguado 

Sc supone que el resorte de k figura 2 de la pig inn 443 oscila en un medio sin fric- 
cidn. £n este cast* hi politico, la amplitud de 3 a oscilacion no Gambia. En la presencia 
de friccion, el movimiento del resorie * L se extinguiri" con ei tiempo, es decir f la am- 
pliiud del movimiento disminuirS eon el paso del tiempo, El movimiento de este tipo 
se llama movim ten to armdrtico amortiguado. 


Movimiento armonico amortiguado 


Si la ecuacidn que describe el desplazamienlo v de un objeto en el tiempo r es 
y - ke sen titf o hicn y = U^ 1 ' 1 cos tat (c > 0) 

entonees el objdo sc desptaza con un movimiento armonico amortiguado 
La cons tante v es la constante de amrmiguamknU). k es la amplitud inicial 

> lirjta es d periodo.* 

El movimiento armonico amortiguado es movimiento armdnico simple para el cual 
la amplitud esld re g id a por la funci6n a(t ) — ke~ CI . En la figura 12 se muestrun las 
di fere ticks entre movimiento armrinicn y movimiento armdnico amortiguado. 

Ejemplo 7 Modelado del movimiento armonico amortiguado 

Dos sistemas masa-resorte estan experimentando movimiento armbnico amortiguado. 
umbos a 0,5 ciclos por segundo y con un dcsplazamiento iniciai mAximo de 10 cm. 
El printero liene una constants de ajiiortiguamietHo de 0.5 y el segundo de 0.1. 

a] Determine funciones de la forma g(t) = ke ri cos mi para mode lat ei movimiento 
en cada caso. 


b) Gratique las dos funciones que detcrmind en el inci so anterior. ^En qub difieren? 


Solution 

Hzcs \a abrcviatura de hertz. Un hertz a) En ei tiempo r = 0, el desplazamiento es 10 cm. Por lo tanto, g(G) = ka C ' D 

cs un ciclo por segundo. cos{w - 0) = k, y entonces k= 10. Asimismo, la fnecuencia es / = 0.5 Hz, 

y como m = 27t/ ( v£ase pdgina 443), obtenemos o) — 2tt(0,5) = it. Al aplicar las 
constantes de amorti guami ento dadas, encontramos que los movimientos de 
I os dos resortes se representan mediunte las funciones 


0 ](f) — I Of " 5 r cos Trr y = lOe D |, cosirr 

b) Las funciones g { y gi se grafican en la figura 13. Segtln las grafica. vemos que 
en el primer caso. donde la constante de amortiguamiento es mayor el movi- 
miento se extingue con rapidez, en tanto que en el segundo caso, el movimiento 
perceptible continth mucho m£s tiempo. 


12 



i A 


1 J V 


“12 

Figura 13 = 10 e <l5r cQsirr 


“E 


12 


: 

■■ 
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g 2 \t) - 10 cos jrr 
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CAPiTULG 5 Fu nc io nes trigonometries 9 de num e ro j reales 


Como lo imJica el ejemplo anterior, a medida que es mis grande la constante de 
amortiguamiento t\ es mds rapida la ex linden de 3a osci laden. Cuando se pulsa la 
cuerda de ana guitarra y luego se le permit? vibrar libremerne, un putuo en esa caenda 
sufre movimiento amidnico simple. Eseueharoos el amortiguamieiuo del movimien- 
lo cuando se apaga el sonido que genera la vibracidn de la cuerda, Qu£ tan rdpido 
se presents el amortiguamiento en la cuerda. segun la medida de la constant? c.esuna 
propiedad de las dimensioned de h cuerda v del material con que est£ fabricada. Otro 
ejemplo de movimiento armdnico amortiguado es el movimiento que sufre un amor- 
tiguador de automovil cuando £ste go] pea contra algo en la carrelera. En este caso, el 
amortiguador dd automtivil csta disenado para amortiguar el movimiento tan r^pi- 
do como sea posihle (c grande) y lencr una frecuencia tan pequena como sea posible 
(tw pequeiiali. Por olro lado. el sonido produeido por on musico que toca una notacon 
una tuba no es amortiguado siempre que el mdsico mantenga la in ten si dad de la 
nota. Las ondas electromagneticas que produeen luz se desplazan en un movimiento 
airnbnico simple que no es amortiguado. 


Ejemplo 8 Vibracidn de una cuerda de viol in 



Se jala la cuerda sol de un violin una distancia de 0,5 cm por arriba de su po- 
sidon de reposo, luego se suelta y se le deja vibrar. Se determine que la constante de 
amortiguamiento c de esta cuerda es 1.4, Suponga que la nola generada es sol pura 
{frecuencia = 200 Hz), Determine una ecuaddn que de sc riba el movimiento en el 
punlo en el cual la cuerda Cue pulsada. 


Solution Sea P el punto en el cual la cuerda es pulsada. Detmniimremos una 
funded jtyjque da 3a di statu: ia en el tiempo / del punto Fdiesde su posicidn original 
de reposo. Como el desplazamiento maxi mo ocurre en t — 0, encontramos una 
ecuacidn de la forma 

y = ke~ lT cos wr 

A parttr de esta ecuacidn vemos que /(0) = k. Pero sabemos que el desptazamiento 
original dc la cuerda es 0.5 cm. Entonccs, k = U,5. Como la frecuencia de la vibracidn 
es 200, lenemos eu = 2irf = 2ir(200) — 4O0ir. Para finalizar, puesto que sabemos 
que la constant? de amortiguamiento es 1 .4 lenemos 

f(t) - 0,5? " 1 * cos 4fK)7rt ■ 


Ejemplo 9 Ondas en un lago 

Se arroja una piedra en un lago en cal mu, lo cual ocastona que se formen ondas. 

El movimiento hada arriba y hacia abajo de un punto en la superHeie del agua lo 
mode la el movimiento amionico amortiguado, En un cierto momenta se niide la 
amplitud de la onda y 20 s mas tarde se observa que la amplitud disminuyd a ^ de 
su valor Culcule la constante de amortiguamiento c. 

Solution La amplitud se rige por el coeficiente ke rj en las ecuaciones para 
el movimiento armdnico amortiguado. Por lo tamo, la amplitud en el tiempo t es 
ke r \ y 2t) s despuds es fe“^ +20) . Entonccs, como el ultimo va lores ^ dd primer 
valor, tenemos 

_ ± ke - t , 

Entonces determinamos el valor de c. A I anular it y aplicar las Icyes de tos espc>nen- 
tes lleaamos a 

^ - cot _ _i_ Anulfleiin de «f _£t 

e^ u — 10 Se deremman loe nsciprocoe 
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Determinamos los logaritmcs nmurules de am bos miembros: 

20c = 1 e{10) 

c = ^In( 10) - ^(2,30) ^0.12 

Por Ig tamo, la constame de amortiguamiento es c ** 0. 12. ■ 


5.5 


Ejercicios 


1-8 ■ La funcifri dada mode] a el desplazamieiHo de un objeio 
que u desplaza en movimicoto annfeico simple, 
a) Determine amplitud, periodo y frecuencia del movimiento, 
ID G rail q Lie el dcsplazamicntu del object* cn un periods* 
complete*. 

1. y — 2 sen 3r 2. y = 3 cos |r 

3. y = ^cos 0.3f 4. y = 2.4 sen 3.6f 

5* y ~ -025 coxf 1 ,5* — — ) IS, y = sen(0,2f + 1,4) 


7. y ~ 5 eosgf + J) 


8, y = 1.6 sert(f - 3.8) 


9-12 ■ Encucntre una funcidn que modeled movi mieniu 
urmbnico simple que preserua las propiedades dadas, Suponga 
quo cl dcafriazamkato cs cera en d riempo r = 0. 

9, amplitud = 30 cm r periodo = 3 s 

10. ampliiud = 24 pics, periodo — 2 min 

11. amplitud = 6 pulg, frccuenda = 5 /tt Hz 

12. amplilud — 1.2 m, freeucncia *= 0.5 Hz 


13-16 ■ Encucntre una Junciun que modclc cl moviniienlu 
armbnico simple que presents las proptcdadcs dados. Suponga 
que el despliizamientoe-s, maxi mo en cl tiempo l = 0. 

13. amplilud = 60 pies, periodo = 0.5 min 

14. amplilud - 35 cm. periodo *= 8 s 

15. amplilud = 2.4 m, frccucneia = 750 Hz 

16. anraplitud = 6,25 puig, frecuencia = 60 Hz 


17-24 ■ Se proporeionan una amplilud initial k , constante 
dc amort iguamie mo c y frecuencia / o periodo p, {Recuerde 
que la frecuencia y el penodo estan relacionados mediants la 
ccuaeidn / = I/p.) 

a) Determine una ftineibn que modele el movi mien to armor ico 
amortijguado, Use una tunctfn dc la forma y - fcf _rr cos^ 
en Ids ejercicios 1 7 a 20 y de la forma y = & ~ C1 sen «/ en I os 
ejercicios 2 1 a 24. 

h) Grafique la ftmeibn, 

17, k= 2, c « 1.5, f= 3 

18. *=I5 t c m 0-25, / = 0.6 


19. k = 100, c = 0.05, p = 4 
2&> k = 0.75, tr = 3, p = 3ir 
2L k = 7, c * 10, p = -7 r/6 

22. Jt = l. e = 1* p = I 

23. Jt = 0.3. t = 0,2, / = 20 

24. Jt = 32. c — 0.01, /= S 

Aplicacrpnes 

25. Un core ho Mot ante Un core ho que fJota en un lago csti 
Kxnctkfe a nmvimiemo armrtnico simple. Su desplazamicn- 
to por arriha del ton do del lago estd expresado por 

y = 0.2 cos 20sr/ + 8 

dondc y est^ en mean y r en minutos. 

a) Calcule la frecuencia del movimiemo del corcho. 

b) Csrafique y, 

c> tine lie nlre el dcsplazamicnto m a \ into del core ho por 
arriba del fondo del lagu. 

26. Senates FM.de radio La onda portadoca para una serial 
FM de radio exprtsada mediante la funcibn 

y = n scn{27n(9.!5 x 10' )f) 

dondc t esia cn segundos. Cult ale el periodo y h frecuencia 
dc la onda ponadonr. 

27. Model o de la poblacibn de un predador En un modclo 
dc predador/pnesa (vease pagina. 432), la poblaeibn del pre- 
dador sc modcla mediante la funcidn 

y = 900«m2i + 8000 

dondc t sc midc en anos. 

a) ^Cuil cs la poblacibn maxima? 

b ) Determi ne el dempo autre periodo* sucenvo* de pobl a- 
cida 

28. Fresion san guinea Cada vcz que late cl corazdn, la pre- 
sion san guinea aumenta, lucgodisminuye cuando d cora/on 
descansa ernre lai idus. La presion ^angufnea de una per^na 
est a modelada pur la funcidn 

p{t) = 115 + 25 scn(l607rf) 


lalerial 


pot dereef 




4&2 


CAFITULO 5 Funciones trigonometricas de minfisroB rentes 


donde p(r) ess la prcsidn en mm dc Hg en el E tempo t . que sc 
mide en minutos. 

a) Calqule la amplitude periods y freeuentia de p. 
fa) Gratique p. 

c) Cuando una persona hace ejercicio, sa coraj;dn late mis 
r&pido, 4,C6mo afeeta esLa situacion el periodo y la fre- 
cucncia, dc p ? 

29, Sistema resorte-masa Una masa urtida a an resorte se 
despLa/.a hacia amba y Imcia abajo en movimiento urmdmicu 
simple. Lagrafica proportion* el dcsptazamiento d(r) desde 
cl equilibrio cn cl ticmpo r. E\ presc la funcfon d en la forma 
fi(j) — a sen utt. 



30, Mb rasa La grifica mucstra la variation de! nivel del agua 
rel&cionada con il navel medio del mar en Commencement 
Bay cn Tacoma, Washington, para un periodo particular de 
24 h. Si se supone que csta variation csli model ada por cl 
moviiniento amtdnieO simple, determine una equation de 
la fonm y = a sen mi que describe la variation en cl nivel 
del agua como una ftmeidn del nbmeno de boras de^puds de 
medianoche. 



3L Mareas La Bahia dc Fundy cn Nueva Escocia tiene la$ ma- 
nias mas alias del mundo. En un periodo dc 12 horns cl agua 
inieiaaJ nivel medio del mar, se cleva 21 pies y cat hasia 
21 pies y luego regresa al nivel medio del mar. Si supotie 
mosque el movimiento de las maneas es aimdnico simple; 
proporcione una eetiacibn que describe la shuns de la tnareu 
en la Bahia de Fundy por arriba del nivel medio del mar. 


Trace una gritfka donde se inuestre el nivel de las marcas 
cn un periodo de 12 horns. 

32, Sistema resort^nusa Sc Jala hacia ahajo una distaneia 
de 2 pies a una masa que esia unida a un resorte, desde su 
position de repuso sea tin sc muestra en la figure. I.a masa 
se sudta en el liempo t = 0 y sc 1c deja oseslar. Si la masa 
regresa a su position despues dc I s, cncucntrc unaccuacidn 
que dcscriba su movimiento 



33, Sistema resorte -masa Una masa pende dc un resorte. 

El resorte se comprime de TtunJo que la masa de local iza 5 
cm por arriba de su position de reposo. I .a masa se sue Eta en 
el ticmpo r = 0 y se le deja oscilar. .Se observe que la masa 
ukanira su pun to mis bajo medio segundo despues de que 
sc suellti. Dc una ccuacidn que dcscriha el nuwim Lento 

de la masa. 

34, Sistema resort e-masa La foacuencia de oseilaeibn dc 
un objeto stupeodido de m resorte depende de la rigide* k 
dc este y La masam del objeto. La rigide* sc Hama c&rtlttitile 
tie I resorte. Sl el resorte sc comprime a una d island* tt y 
luego sc It dcjit oscilar, su desplazamicnlo sc represents 
mechanic 

/(/) - item Vk/m i 

a) L’na masa de 10 g csli suspend ida de un resorte con ri- 
gidtv k = 3, Si cl resorte se comprime una distancia etc 
5 cm y luego se libera, determine En ecuacidn que 
describe laoscilactbn del resorte, 
h) Halle una formula general para la Jtecuencia cn tuncidn 
de it y ;rr, 

ci ;.Que tamo se afeeta la fteeuencia si 3a masa se mere- 
menta?^La oseiladdn es mds rfipida o mis lema? 
dj £.Quc tanlo resell ll afcctada Ja frecuencia si sc usa un re- 
sorlc mtis rig i do (i mis grande l? ^La oscilac idn cs mas 
rapidu o mis lenla? 

3F, Rued a de la fortune Una rueda de la fonuna liene un 
radio de E0 m y la parte inferior de la rueda pasi a 1 m por 
aniba tie I suelo, Si la nieda da una vue-Jta eompleta eada 
20 s, determine una ecuacidn que pmporciorte la altura por 
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arriba del suelo, en funddn del (icmpo, de una persona que 

va se niada c n la nteda. 



voltaje majtimo producidoes 310 V, plan tee una ecuacidn 
que describe esta variaridn en voltaje. (.Cull es el valor 
cbcaz de la tcnsidn? (Vfiase ejemplo 6 y la nola al marten 
adyacenlc a 6L) 

4IL Rclojes bio lb y fees Los riitmos circadiimos son protesos 
bioldgicos que oscilan con un peritxto de aprojtimadamcnte 
24 h. Es deck; un ritmocireydianocs un rcloj bioLdgieo d la- 
ri o interna, Al parecer, La presL6n sangufoea sigue un ritrao. 
Para una delta persona, la presibn sanguinea proroedio en 
reposo varfa de un miximo de 1 00 mm de 1 Ig a las 2:00 ™ 
a un min] mo de SO mm de Hg a las 2:00 AH. Determine la 
funcidn seno de la forma 

/[;) = a sen(w(r - c)) + b 


3+i, Pendulo de reloj El pendulo de un reloj del ahueln da 
u n li oscilacibn ramplcla cada 2 £. El Angulo mfoLmo que cl 
p£nduto subtiende ran rtspecto a su position etc rcposo cs 
10°. Sabemus a partir de Los principles fisicos que cl Angulo 
0 entfe cl pendulo y su position dc repaso cambist dc mo- 
de armtfnico simple. Flamee una ecuaeibn que deseriba d 
Angulo ft en funcidn del tiempo. (Tome t - Ocomo el tiem- 
po cuando el p£ndulnes vertical.) 


I 

I 

I 

I 

I 

t 

\ 

I 

l 

r 

i 




37, Estrellas variables El periodo de la cstrclla variable 
Gfcminis zeta es de 10 dfas. La brillantcz promedio de la es- 
trella es 3,8 magnitudes y la variacidn maxima con rcspccto 
al promedio es 0.2 de magnitud. Si suponemos que la varia- 
cidn cn La brilbntez stgue un patrdn armonico simple, de- 
termine una ecuacidn que proporcione La bril lantez.de la 
cstrclla cn funcidn de! tiempa. 

38, Lstr el fas variables Los astrdnomos suponen que el radio 
de una cstrclla variable sc incncmcnia y disminuye con la 
brillanlez de la esuella, La cstrclla variable CcfcLda delta 
(ejempla 4) tiene un radio promedio de 20 milloncs de mi II as 
y cam hi a un mftrimo de 1 .5 mtllones dc mil las con rcspccto 
a! promedio durante una sota pulsacibn. Determine una 
eraaeidn que describe el radio de esta Estrella en funcirtn 
del tiempa, 

39, Gencrador electrico La armadura dc un aenerador 
electrieo gira a 100 rcvolucioncs por segundo (rps). Si et 


que model a la presitfn sanguines en el tiempo r, que se mide 
en horas a panir de la mediaooche. 


9 110 

n 

E 

£ ioo 

1 

| 90 

I 80 

I 

70 

12 am 6 am 12 fm 6 fm 12 am 6 am 

4l + Generador electrico La gralica muestra La pantallade 
un ojitiLoseopjo sobre La lecture de La variacion del volLajc 
de una corricntc atlcma que produce un gencrador scncillo, 

a) Enctientre el voliaje tndximo producido. 

b) Determine la freeuencLa (ciclos pfw segundo) del 
gencrador. 

c> ( Cuintas revoluciooes por segundo da la armadura del 
generador? 

d ) l>etermme una fdrnmla que describa la variacion en et 
voltaje en fundon del lLcmpt>, 
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CAPITULO 5 Funciones trigonometricas de numeros rea I bs 


42, E fee to Doppler Cuando un aulom6vi3 hacc sonar su 
daxon al accitarse a un observador. el tono de la bocina pa- 
rcce mas alto al apnoxiniarse y mas bajo al alejarse (vease 
la figwra). Esie fendmenu sc llama efctiu Doppler. Si la 
futrntc dd sonido sc dcsplaza a una velocidad v en relation 
con el observador y si la vdoddad del sonido cs Hj* cuionccs 
la frecuencia percibida fsc ndaciona con la frecuencia real 
/o ssgun 



Elegimos el signo meno-s si la fueme sc desplaza hada d 
observador y d signo mas si sc aleja. 

Suponga que un automdvil va I SO pies/s pasa tocando su 
clason Puente a una mujer que se encuentra de pie en el aco- 
laimentu de la carretcra; La frecuencia de la bocina es de 5ftfS 
Hi. Suponga tambien que la velocidad del sonido es de 
1 130 pies/s. (Es la velocidad en a ire seen a 70°R) 

a) iCudles son las freeuencias de los sonidos que la mujer 
esc Lidia cuando el aulomovil se aproxaima a el la y cuan- 
do sc alcja de cl La? 

hi Sea A la amplitml del sonido. Dele m tine unas funciones 
de la forma 

y = A sen wr 

que model un el sonido pereibido cuando cl automOvil sc 
aproxima a La mujer y cuando sc alcja. 



43. Mo vim lento de un sdificio Una futfic raeha de iiirt 
golpea a un edificio aLio. lo que ocasiona que la constroccidn 
se mueva de un lado al otro segun un movuniento armdnko 
amortiguado. La frecuencia de La oscilacion es 0.5 ciclos 
por segundo y la constante de amortiguamientnesc - 0.9. 
Cakni Ic iina ccuactdn que describe el movimiento del 


edificio. (Suponga k = I y t = 0 es el instante cuando la fS’ 
cha de aire golpea al edificio.) 

44, Amortiguador da golpas Cuando un aulomdvit choca 
contra un tope en el camirto. un amortiguador del vehiculo 
se com prime una longilud de 6 pulg, luego sc libera (vdase 
la ilguraj, El amort iguador vifota en movimiento armonico 
amortiguado eon una frecuencia de 2 eiclOS pOr segundo. 

La consume de amortiguamiento para este amortiguador en 
particular es 2.8, 

&) Determine una ccuaeidn que describa el desplazam lento 
del amort iguador desde su pusicitin de rcposocomo una 
funckn del ilempo, Tome t - 0 como el iostanle en cl 
que el amortiguador es liberado. 

b) ^Cuinto tiempo se requiere para que la atnplitud de la 
vibracidn disminuya a 0.5 pulg? 



45* Diapason Se go! pea un diapasdn y oscila en movimiento 
armfrnico amortiguado, La umpliiud del movimiento sc mi- 
de, y 3 s mAs tarde se observa que la amplitud ha eaido \ de 
su valor. Determine la constant de amort ig uamiemo c para 
este diapason. 

46. Cuerda de guitarra La cuenia de una guitarra sc pulsa en 
el punro P nna disiancia de 3 cm por arriba de su posicidn 
de reposo. Luego se suelia y vihraen movimienfo arm6nico 
amtjrtiguado con una frecuencia de 165 ciclos por segundo. 
Dcspues de 2 s se observe que la ampluud de la vibracidn 
en el pUnlo P cs 0.6 cm. 

a) Cakule la conslantc dc amortiguamiento c. 

b) Encuentre una ecuacidn que describe la postcidn del 
punlo P por arriba de su posietdn de reposo como una 
ftmctdn del tiempo. Considere que r = 0 es el instante 
cn que sc suclla la cucrda. 



Repaso 


Revi>i6n de conc&ptos 


1, a) ^Qwesel circulo unilario? 

b> Udlicc un diagrama para uxpticar que signified cl punlo 
sebne la circunfcrcncia dclcrminado por un numeno real t. 

c) tCutfl es et numero de referenda 1 asociado a /? 


till Si i es un numero real y P(x, >j es el punto sobre la cir 
cunferencia determinado por r, escriha ecuaciones que 
dettnan sen r, cos t, tan cot t. sec / y esc t. 
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c) iCu^ks son Ids dominies de Ms seis funciones que defi- 

nid en el inciso d)? 

f ) ^Cudlcs fund ones trigonomdlricas son positivas cn lus. 
ctiadranlcs [„ U, III y IV? 

2 . a) cs una f unddn par? 

b) ^Guiles funciones trigonornetrieas son panes? 
cj iQud ts una funcitin impar? 

d) ^Cuiles funciones trigonomdriais son impales? 

3. a) Diga ^cuales son las tdentidadcs rccfproeas? 
b) Mencionc las i den Li Jades pitugoricus. 

4 . a) Quc cs una funddn periodica? 

b) ^Cudlcs son los periodos de las scis ftmciooes trigono- 

m&ricM? 

5. Gratique Las funciones seno y coseno. ^Conio cs la grifica 
del coseno cn rdiaddn con la graftca del seno? 


6l Kseriba expresiones para amplitude periodo y desplazantieiv 
to de la fase de la curva seno y = a sen Jbjjc - b) y la curva 
coseno y = a cos A(jr — h). 

1, no Grafique las fundonestangenie y cotangents. 

b | Establczca Los periodos dc la curva tangente y — a tan kx 
y la curva colangente v = a cot kx. 

8 . a) Grafique las fundo-ncs sec ante y cosecants. 

bj Proporcione las periodos de la curva seeanlc y — a see 
kx y la curva ensecante y = a esc kx. 

9, as L Cui] esel moviniiento anrainico simple? 

hi ^.Cua! es el moviinienlo armdnico amortiguado? 
c) Me no tone trcs ejcmplos de la vida cot id iana relaciona- 
dos con el moviniiento antidnico simple y el movlmienlo 
anudnico amortiguado. 


Ejercicios 


1—2 m Se propoiciona un pun lo y). 
a) Demucsire que Pcs ti sobre el cfrculo uniiario. 
to) Su ponga que P cs cl punto sob re la eireimferencisi deiermina- 
dc per i. Determine sen f, cos / y tan I. 



3-6 ■ Sc da tin niimero real r. 
a) Determine el ndrotro de referenda para r, 

to) Eneuentre el punlo sotote la citcunferenda F{x, _y) del circulo 
unitarin determinado por /, 

c) Cakule las scis fun dorses trigonoiiidtrieas dc /. 


3 . 



4. 


T 



$. / = 


llTT 

4 


ft. 


I = 


7ir 

6 


7—16 ■ Determine el valor dc la funcidn trigonomdtrica, Si cs 
posiblc. propomione d valor out; tot si oo cs asi. utilicc una calcu- 
ladora para encontrar un valor aproxitmado correeto con cinco 
cifras decimates. 


9ir 

b) 

9tt 

cos — 

sec — - 

2 

— 

TT 

b) 

it 

sen — 

CSC — 

7 

7 

5w 


5ir 

tan — - 

b) 

col — 



2 

sen 2^r 

b) 

esc 2ir 

5ir 

b) 

5ir 

tan — 
6 

col — 
6 

w 

b) 

tt 

cos — 

sen — 


17-20 ■ Aplique las tdcntidadcs fundamcntalcs para plan tear la 
primera expresidn cn icrmincra de la segunda. 

... tan r . _ ■> 

17. , sen/ 18, tan r sec/. cos/ 

cos / 

19* lan/, sen/; j cn el euadrante IV 
29. sec r, sen r; / cn cl cuadranie II 


_ . 

7. a) sen — 
4 


.. 3ir 
b) cos — 

4 


8. a) tan — 

3 

9. a) sen l-l 


b) cos |.l 


Ifl. a> cos 


IT 

y 


b) COK^-J^ 


21—24 ■ Calculc los valores dc las fundones trigonometric as 
restantes cn / a parti r dc la informacidn pruporuionada. 

21. sen t = jj t cos t = — 

22. sen / = ^ cos / > 0 

23. cot i — — | T esc / * V5/2 
24 + cos f = — }, iim / < 0 
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IS, Si tan t = { y el punto sobre la circunfiercricia para i cstA en 
el cuadrame III, determine sec r + col r. 

26. Si sen / = — y cl pun. to sobre la circunfcrcncia para t esta 
en el cuadranic lV h determine esc / + see r. 

27. Si cos r = < y cl punto sobre la circunfcrcncia para t estiS en 
d oiftdramc 1* determine tan r + sec l 

28. Si sec f - -5 y cl punto sabre la clrcunferencia para t esta 
en el cuadranie II, determine sen : r + cost 

29-36 ■ Sc proportions una funcidn trigonometries . 

a) Calcule amplitude periodo y desplazamieruo de la fase de 
la funeidn. 

b| Trace la grifica, 

29. y — 10 cos |x 30. 

31. y = '"sen j* 32. 

33. y = 3 sen (2 j - 2} 34. 

35. y - -eos^x + 36, 

37—40 ■ Se muestra la grafica dc un periodo de una funddn 

de la forma y = a sen K* - t)o y - a cos jbf.v - h). Determine 

la funcidn, 


y = 4 se n 2 irx 
y « 2 sen[ x - — J 

y = COS 2^ x - 

y = 10 scn^2x - y j 



41-48 ■ Determine d periodo y gratique. 

41* y — 3 tan v 42. y - tan irx 

43* y — 2 eot^x - 44. y = imQx - j 


45. y — 4csc(2x + it) 




48. y = ”4 sec 4rrj* 


49-54 ■ Se proportions una funcitin. 
a) Util ice una catculadcra o una computadora para graficar 
la funddm 

b| Determine a partir dc Ea grlfica si la funcirin es periddjca y. 
si es asf* cakule d periodo. 

c) Calcule a partir de la gr^lica si la funcidn es irnpar, par o nin ■ 
guna de las dos. 

49. y = Jcosx| SO. y - sen(cosx) 

5L y = cos(2 f,,|j ) 52, y = I +2"“ 

53- y = | x j cos 3* $4. y - Vx sen 3x ( x > 0} 


55-58 ■ Gratique las tres fundones sobre una misma pantalla. 
i,Dc que manera se relacionan las grifiCM? 

55. y — x. y — -jr, y = x sen x 

56. y = 2 _J , v = — 2" r , y = 2“' cos 4frx 

57. y — x. y - sen 4x, y = x + sen 4x 

SSL y = sen 2 *, y = cos 2 *, y - sen 2 * + cos 2 * 


5!MH) * Calcule los valores ina\i mo y rninimo dc la funcidn. 
59, y - cos x + sen 2 x 60. y - cos x + sen'x 

6t, Calcule las soludones de sen x = 0.3 en el intervale [0, 2irJ, 

62. Calcule las soluciones de cos 3x =■ x en d intervalo[0. ir\ 

63. Sea/(x) - 

a) ^La funddn /« par, imparo ninguna de las dos? 
b| Determine las intenteeciones con el eje x de la 
grafica de /. 

c) Gralique / en un ret tango I o de vtsidn adccuado. 

4) Descrtba d conaportamiento de la funcidn cuando x se 
incrementa- 

e) Observe que /(x) no esld definida cuandox = 0. 
sucede cuando x tiende a 0? 

64. Sean Vj * cos(scn j) y ,V; 37 sendees x\ 

n) Grafique y, y en d niismo rcctangulo de vision, 

i» Determine el periodo de eada una de las f unci ones a par- 
tit de su grAlica. 

c> Determine una desiguaidad entre sen(cos x) y eo^sen x) 
que sea valida para toda x. 

65* Un punto P que se dcsplaza cn movimiento armdnlco sim^ 
pic connpleia ochociclos cada segundo. Si la amplitud del 
movunieoto es 50 cm, planiee una ecuackki que describe 
el movimiento de ^en. funcidn del tiernpo. Supnnga que el 
punto P se encuentra en su desplazamienlo maxi mo 
cuando f = 0. 

66 . Una masa suspendsda de un resortc oscila cn movimiento ur- 
mdnico simple a una frecuenda dc cuatro ciclos pot segundo. 
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La distancifi dcsde d pun to mis eiIio liE punio mis hajo dc Eel 
ocdlackfct es lOOem. [ietcjminc una ccuacion que describe 
la distanda de la masa desde La posiribn de rcposo cn furKiiSn 
del tiempo. Supnnga que la nvasa esta en su punto mis bajo 
ctiando ( = 0 

67+ La grilled muesira Ju varuciAri dd nivel! dd agua con fespec* 
lo 4 nivel medio del smar en el Puerto de Long Beach para un 
periodo particular de 24 boras. 51 supancmos qtie esla varia- 
cion es movim Lento armonico simple. encuoMrc una ecuacidn 
de la forma v = tt cos tur que deseriha la variation en el ni- 
veL dd ayua en funeion de la. cantidad de boras despues de 
mcdianoche. 



68. El ptso superior de una ctuisimccibn sufrc movimienio 
armdnico amoctigiiado tJespu£s de tin sismno breve. En el 
liempo t = Del desplaEam Lenities d miiximo, 16 cm desde 
La position normal. La coos (ante de amoriiguam Lento es 
c - 0.72 y el edilicio vibra a 1.4 cities porsegundo. 
a) Determine tma funeidn de la forma y - tee - * 1 cos ait 
para modelar el movimiento. 
j b) Grafique La funeion que determind en el Lnciso a), 
c) ^.CuaJ es tl dcsplazamicntocn el tiempo t — 10 s? 
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1. El punto P(x, y)est£ en el rftculo unitario en el aiadranie JV. Si x = VTT/6, determine y, 

2. El punto P de In figiira a la izquicnda ticnc i cotno eoordcnada y\ Determine 

a) sen? b) cost 

cltaiw d) seer 


3. Galenic el valor exaeto. 


a) 


Jit 

sen — 
6 


c) 



. I3w 

bl cos— — 

4 


d) 



4. Express lan l cm terminus dc sen i, si cl punto sobrc la ci ncunfenenci a detenninado por 
r cstl cn el euadrante 11. 

5. Si cos r = - ^ y si el punto sobre la circunferencia determinado por t esid en el 
cuadrante IQ, eatcute Ian f col t + esc t. 



6-7 ■ Dada una fun don mgooomStrica 

a} Determine la amplinid, el periodo y el de$plazamiento de la lase de la fimeidn. 
b) Trace la gr^fiea. 

6. y - -5 cos 4.t 7. y = 2 sen -Jt — 

6-9 ■ CaleuLc cl periodo y grafique la fUfiCidn. 

S. y = -esc 2x 9- y = ian^2j - 

10. Ua grafiea mostrada a la izquienda as un periodo de una funcion de la forma 
y = a sen iix — 6}. Determine la funcidn. 


S 11. Sea /(jt) 


COS X 


a) Util ice una calculadora o una computadora para graliear / cn un rect^ngilld 
dc vision adccuado. 

b] Determine con ayuda de la grifiea si / es par, impar o ninguna dc las dos. 
cl Determine los valorem m&xinto y mini mo de /. 

12. Una mass est£ suspendida de un cesofte, y oscita segdn el movimiento armbnico 
simple. La mass complex dos ciclos cada segundo y la distancia enine el punto mis 
alio y el punto mas bajo de la o&cilacidn es 10 cm. Fonnulc una ceuacidn de la forma 
y = a sen ms q ue propcrei on a la distancia de la masa desde la posicidn de reposo en 
funcldn del liempo. 


13. Un objeto se mueve had a arriba y hacia abajo en un movimiento armdnico ainortigua- 
do. Su desplazamiento en el tiempo f = 0 es 16 pulg' £ste es su desplazarmenio maxi mo. 
La constable de amoriiguamienio es c = 0.1 y la frecuenciaes 12 Hz. 

a) Determine una funcidn qne models este movimienio. 

b) Gratique la fundon . 
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Enfoque en el modelado 

Ajuste de curvas sinusoidales a datos 


En la section Enfoque en e t modelado del caprtub 2 {p&gina 239), aprendimos a 
eonstruir modelos lineales a partirde datos. En la figura 1 se Must ran algunas grtificas 
de datos dispersos; la primer* gralica parecc ser lineal, pero las otm no. iQut hacer 
cyan do los datos que estudiamos no son lineales? En esie caso, el mode to serfa algun 
lipo de ftuicbn que mejor se ajuste a los datos. Si la grdfiea disperse sugiere movi- 
miento armdnico simple, entonces tratariamos de modetar los datos con una funcibn 
seno o coseno. El ejemplo sign? title i lustra este process 


Figura 1 


i P . 







Ejemplo t Modelado de la altura de la marea 

La profundidad del agua en un canal angosto varia con Eas maxeas. En la tabla 1 se 
muestra la profundidad del agua en un periodo de 12 boras, 

a) Trace una gn&fica de dispersion con los datos de profundidad del agua. 

b) Encuentre una funcibn que model e la profundidad del agua con rcspecto 
al tiempo. 

c) Si una embarcacidn necesita por lo menos 1 1 pies de agua para pasar por el 
canal, ^en qu6 mementos lo pnede hacer eon seguridad? 

Solucidn 

a) Una graft ca de dispersion de los datos se i lustra en la figura 2, 


Tabla 1 


Tiempo 

Profundidad tpies} 

12:00 A.M, 

9.8 

1 :00 a.M. 

11.4 

2:00 A.M 

11.6 

3:OG a.M 

J 1.2 

4:00 A.M. 

9.6 

5:00 A.M. 

8-5 

6:00 a.M. 

6.5 

7:00 a.m. 

5.7 

8:00 a.m. 

5.4 

9:00 A.M. 

6.0 

10:00 A.M. 

7.0 

] 1 ;0G a.m. 

8.6 

12:00 i-.M. 

10.0 


y|{pies) 
12 . □ 
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b) Parte e que !os dates quedan en una curva coseno o setio, Pero si graficamos 
v = cos t en la misma gr^lica que k grAtka de dispersion, los resultados de 
la figura 3 no se acercan a Ujs datos. Para ajustar los datos necesifamos ajustar el 
desplazamiento vertical amplitud, periodo y desplazamiento de la fase de 
la curva coseno. En otras palabras necesilamos eneontrar una funddn 
de k forma 

y = £7 cos(w(r — c)) + b 

Seguimos los pasos siguientes, los c males se Hum ran medians las grAficas al 
margen. 



A juste del desplazamiento vertical 

El desplazamiento vertical b es el promedio de los valores maxi mo y mini mo: 
b = despkzamicnio vertical 

~ ^ * (valor nafoimo + valor mfoimo) 

“i(lt.6 + 5.4) = 8.5 



A juste de la ampJJlud 

La ampUlud a cs la mitad de la difcrencia entre los valores maxi mo y mini mo: 
a — amplitud 

- I ‘ (valor mAxirno — valor mfnirno) 

= -(1 1.6 - 5.4) = 3.t 
2 



A juste del period© 

El tiempo eture valores consecutive mfoimo y minirno cs la mi lad de un 
periodo. Por lo tanto. 


Zn 

m 


periodo 


” 2 * (tiempo del valor mAximo — tiempo del valor mini mo) 

= 2(8 - 2 ) = 12 


Entonces, u - 2 tt/12 = 0.52. 
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Ajuste del deplazamlento horizontal 

Puesto que el valor m&umo de los dales se pmsenta en aproximadamente t — 2.0 f 
este representa una curva cose no desplazada 2 h a la derecha. Entonces, 

c = desplazamiento de fase 
= tiempo del valor maxi mo 
5= 2.0 


■ EE modelo 

Memos demo Tirado que una funetdn que niodela las mare as en un periodo esta 
dada por 

y - 11 cos(0.52 (t - 2 0)) + 8.5 


Una gralica de la funcidn y la gr£fica de dispeisidn se muestran en la figura 4. Al 
pareeer. el modelo que encontramos es una buena aproxirnac i6n de los datos. 

c) Es necesario resolver la design aid ad y & 1 L Resohemos la desigualdad por 
medio de m&odofi grtficas, para b cual graficamos y = 3 J cos 0.52(f - 2.0) + 8.5 
y y - 1 1 en el tnismo sisiema. A partir de la gr&fka de la figura 5 vemos que 
la profundidad del agua es superior all pies entre t =“ 0.8 y t » 3.2. Esto 
eorresponde a los tiempos 1 2:48 am a 3: 1 2 am. ■ 


13 t = aa 



Figura 5 


En el easts de las TI-83 y TI-86, cl 
comando s \ nft e g ipara regresidn 
del seno) encuentra la etijva seno que 
mejor se ajusia a los d-aios dados. 


En el ejemplo 1 recurrimos a La grahea de dispersldn para que funcionara como 
una gufa en la biisqueda de la curva eoseno que da un modelo aproximado de los 
dalos. Algunas calculations para graficar son capaces de enconirar una curva seno o 
coseno que mejor se ajuste al conjunto de dates dado. El mtdodo que aplican estas 
calculadoras es similar al m&odo para determinar la recta del mejor ajuste. que se ex- 
plica en las pdginas 239 a 240. 


Ejamplo 2 Ajuste de una curva seno a los dates 

a) Utilice una calculadora □ una computadora para encontrar una curva seno 
que mejor se ajuste a los dalos de la profundidad del agua de la tabla 1 de 
la p&gina 459. 

b) Compare sus resultados con el modelo enconirario en el ejemplo 1. 
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Enfoque an *1 modelado 


Solution 

a) Utilumnos. log dittos de La tabla I y el comando s i nR eg en la talculadora 
TI-83, y obtuvimos una funcibn de la forma 


Si n Reg 

y 3 9*s i n{ b*; + c 1 +U 
a = 3 . 0 9 7 B77 596 

b= + 5266322697 donde 

c=*5493035195 

d=8.424D2l899 


y = a sen(£f + c) + d 


a ^ 3.1 b = 0.53 

c = 0,55 d « 8.42 


Resu Li ados quc prepare tuna la Tl-83 Entonces t la tunc ion sent) que mejor se ajusta a los datos es 

con la funeibn SinReg. 

y = 3.1 sen(0.53/ + 0.55) + 8.42 


b) Para comparar esto con Ea fund bn del ejemplo L , cambi antes la fund bn seno a 
funcibn co&eno usando la fdrrcula de rcduccibn sen w - cos(ij - ir/2), 

y = 3.1 sen{033f + 0.55) +■ 8,42 
— 3.1 cos|^0.53f + 0.55 — — + 8.42 Formula de reducribn 

= 3.1 cos(0.53/ — 1.02) -h S.42 

~ 3.1 eos(0.53(f — 1.92)) + 8.42 0a saca CL53 coma factor 


Al comparar Eo anterior eon la funcibn obtenida en el ejemplo 1, vemos que 
hay pequeflas di Ferenc i as en los coefficient**, Bn la hgura 6 ekboraittos una 
grlfica dc dispersion de los datos junto con la funcibn sc no del mejor ajusle. 



En el ejemplo 1 estimamos los valorem de amplitude periodo y desplazamieiUo a 
parti r de los datos. En el ejemplo 2, la talculadora obtuvo la curva seno que se ajus- 
ta mejor a los datos t es deeir* la curva que se desvla lo menos posible de Los datos 
segun lo explicado en la p£gina 240. Las manerus distintas de obtener el modelo 
ex pi it an las dil'erendas en las Func tones. 
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Problemas 

5c p co porei ona un ooqjunto de dates. 

a) Elaborc unu gratiea de dispersion de Ins dales. 

b) Determine una funeion coseno dc la forma y = a cos(tt(r — r)) + b quc modele los 
dates corno cn cl cjcmplu 1. 

c) Gruftquc la funeiun encantrada cn d incise b) junta can la grifica dc dispersion. „\Qik 
tan bien se ajusia la tuna a los dales? 

d) Mediant* una ealeu Indent para gralicar determine Ja funcidn seno quc mejor se ajusta a 
los data?, coma en el ejemplo 2. 

e) Compare las funciories que ha determinado en 1 as incises b) y d), [ A pi i quc la formula de 
reduccidn sen if = cos(u — ir/2)-l 


1. 


t 

y 

0 

2 A 

2 

U 

4 

-0.8 

6 

—2.1 

8 

-1.3 

30 

0.6 

12 

L 9 

14 

1.5 


2 


t 

y 

0 

390 

25 

175 

50 

155 

75 

125 

100 

no 

125 

95 

150 

105 

175 

120 

200 

140 

225 

165 

250 

185 

275 

200 

500 

195 

325 

135 

350 

165 


3, 


t 

y 

0.E 

21. J 

0.2 

23.6 

0.3 

24.5 

0.4 

21.7 

0,5 

17.5 

0.6 

12,0 

0.7 

5-6 

0.8 

2.2 

0.9 

1,0 

10 

3-5 

1.1 

7,6 

1.2 

13.2 

1-3 

18.4 

1.4 

23.0 

1.5 

25.1 


4 


r 

y 

0.0 

0.56 

0.5 

0.45 

1.0 

0.29 

1.5 

0.13 

2.0 

0,05 

2,5 

-0,10 

3.0 

0.02 

3,5 

0,12 

4.0 

0.26 

4.5 

0.43 

5.0 

064 

5.5 

0.63 

6.0 

0.59 


5 Cambios en la tempsratura anual En la tabla sc proporcionan las temperatiim 
madias mcuuaks en d condado de Montgomery, Maryland, 
a \ Flabore una gralica de dispersidn de las dates. 

b) Encuentie una curva cosena quc modclc tos datos. coma cn cl ejemplo I . 
cl Grstfiquc la funcidn que determine cn cl incise b) junto can la grlfica de dispersion. 

53 d'l Mcdiante una calculadora para graft-car determine la cun's seno quc mejor se a juste 
a los datus, coma cn cl ejemplo 2 . 


Wes 

Temperature 
media (°F) 

Mes 

Temperature 
media (°F) 

Enero 

40.0 

Julio 

85.8 

Fcbreno 

43.1 

Agoslo 

83.9 

Marzo 

54.6 

Septiembre 

76.9 

Abril 

64.2 

Oclubre 

66.8 

Mayo 

73,8 

Noviembre 

55,5 

Junio 

81. S 

Dtciembre 

44.5 
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Enfoque &n el modeledo 


1 Ritrt El litan circadiano (de Is pdabras Latina* circa, casL y diem* 

dfa) es cl patron biolOgico diarm segiin el cual sc modifican la icmperatura corporal. 

La presiOn sangufnea y oiras variables fisioldgicas, Los dams en la tabla que sigue 
muesEran eambios earacterfsticos en la temperatura corporal del hombre a lo laj-go 
de un periodo de 24 boras (f = 0 correspnnde a la medianoche), 

a) Eiabore una grafica de dispersion dc los dams. 

b) Encuentre una cum coseno que modde los dams, como en d ejempLo 1, 

C) Graiique la funcidn que determine en d ineiso b) junto con la grtffica de dispersion. 

d) Mediants una calculadora para grafiear determine la curva sent? que mejor sc ajusie 
a los dates , come cn el ejemplo 2. 


Tiempo 

Temperatura 
corporal (®C) 

Tiempo 

Temperatura 
corpora] (*C) 

0 

36. S 

14 

37.3 

2 

36.7 

16 

37.4 

4 

36.6 

18 

37.3 

6 

36.7 

20 

37.2 

8 

36.8 

22 

37.0 

ID 

37,0 

24 

36,8 

12 

37,2 




Cuando dos especies iiKeracluan en la rclacs6n 
predador/presa (v&ase pdgina 432) T las poblacienes de ambas especies Lien den a variai 
en forma sinusoidal, En un derm condado del oeste medio, el principal aliinemo de 
la lechuza bodeguera es el ratbn de campo y otros mamfferos pequeitos- En la tabla 
se proportions la poblacidn de Eas iechuzas en estc condado cada 1 de julio a lo largo 
de un periodo de 12 aitos, 

a) Eiabore una grllka de dispersibn de los dams. 

b) Encuentre una curva seno que modele Los dates, como en el ejemplo I . 

c) Gralique la funcidn que determin'd en el ineiso b) junto con la grille a de dispersion. 

d) Median) e una calculadera para grail car determine 3 a curva seno que mejor se ajuste 
a los dams, como en d ejcmplo 2. Compare su respuesta con la del ineiso b)„ 


Abo 

Pobtacidn de lechuzas 

0 

50 

1 

62 

2 

73 

3 

80 

4 

71 

5 

60 

6 

51 

7 

43 

8 

29 

9 

20 

10 

28 

M 

41 

12 

49 
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Pot raxones que todavfa no e stln muy claras, la 
cantidad de erfas de salmdn que sobreviven al viaje desde sus ireas de desove del lecho 
del no hasta el mar abierto varfa afl£J con aflo aproximadamenLe cn forma sinusoidal. 

O En la tabla se muestra la cantidad de salmones que naccn cn un cierlo array o y que 

emprenden d camino husta cl Es medio dc Georgia, Lus d ulus estin cn miles de erfas 
en un periodo de 16 alios. 

a) El abort una grab c a de dispersidn dc ios dates. 

b) Encuentre una curva seno que modele los dales, como en el ejemplo 1. 

c) Gnttique la funcitin que determine en el inciso b) junto con la grdfiea de dispersion. 

d) Mediante una calculadora para grab car determine La curva seno que mejor se ajuste a 
los dales, como cn el ejcmplo 2. Compare su rcspucsta con la del inciso b), 


Ano 

Salm6n (on miles) 

Ano 

Salmon (en miles) 

1985 

43 

1993 

56 

1986 

36 

1994 

63 

1987 

27 

1995 

57 

1988 

23 

1996 

50 

1989 

26 

1997 

44 

1990 

33 

1998 

38 

1991 

43 

1999 

30 

1992 

50 

2000 

22 


Las manchas soLares son regiones relativa- 

mente 'frfa.s M en el Sol, que se ven como puntra mis oscuros cuando se les observa con 
fiiltros sol ares especlaks. La cantidad de nianchas solares varfa en un cido de II altos. 
En la tabla se proporciona la cuenta de manchas sol a res promedio diaria en el periodo 
del 975 a 2004, 

a l Elaborc una grab c a dc dispersion dc Ids datos. 

b) Encuentre una curva coseno que modele los datos, como en el ejemplo I , 
c} Grafique la funcidn que determine en el inciso b) junlo con la grifica de dispersidn. 
d) Medianle una calculadora para grabcar determine la cur; a seno que mejor se ajusta 
a los dalos, como en el ejemplo 2. Compare esta respuesta con la del inciso b>. 
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B.1 Medida angular 

Trigonornetria de angulos rectos 
83 Funciones trigonometricas de angulos 
PT4 Ley de los senes 
0.5 Ley de los cosenos 


Esquema del capitulo 



Las funciones trigonometricas se pueden defmir de dos man eras disttntas pero equi- 
valentes: como funciones de numeros reales icapittilo 5) o como funciones de angu- 
los (capilulo 6), Los dos enloques u la irigonomcma son mdependientes entne si, asi 
Hue sc puede es idiar primero ..'I capitulo 5 oel capflulo ft Se estudian ambos nkto- 
dos porque distintas apiieaciones requieren que scan consideradas desde un panto dc 
vista distiii to. El cn Toque on esic capfiulo lieva a pnoblemas geonktricos en los que 
se requiere ha liar Angulos y di stand as. 

Suponga que se quiene liallar ladistancia al Sol. Usar una cinta metrics es por su- 
pucsto imprActico. asf que sc neecsita algo m£s que la medicidn simple para Htfren- 
tar este problems. Los angulos son fAciles de tried in por ejemplo, se puede hallar et 
Angulo formado entre el Sol, la Tieira y la Luna apuntando simplemente al Sol con un 
brazo y a ia Luna con el otro v estimar el Angulo entre ellos. La idea clave es hallar 
una relacidn entre Angulos y distant ias. Asf que si sc ticnc una manerade detenriinar 
distances a parlir de £ngulos + se podria liallar la distancia al Sot sin ir alia. Las 
funciones trigonometricas proporcionan las hcmrniie ntas necesarias. 

Si ABC es un angulo recto con angulo agudo 61 como en la tigura. ententes se define 
sen 61 como la relacidn y/r. El iriangulo A' B'C' es similar al triingulo ABC, por !o tan to 


v 


r 



r 


f 


Aunque las di stand as y r y r' son diferentes de y y r, la relacidn dadaes lamisma. Asf, 
en cuatquier angulo recto con angulo agudo 0* la relacidn del angulo opuesto 6 a la 
hipotenusa es la misma y se llama sen 0. Las otras relaciones trigonometricas se de- 
fincn de mantra similar 



En cstc capfiulo se aprerde como se pueden usar las funciones trigonometricas 
para medir distancias sobre la tiena y el espacio. En los ejerckios 61 y 62 de la 
pdgina 487 + se determina en realidad la distancia al Sol por medio dc trigonometrfa. 
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CAPlTULQ 6 Funciones trigono metrical de Angulos 


La trigonometrfa del angulo recto tiene muchas otras apJicaciones, desde determi- 
nar la eslructura celulardptima en una colmena (ejercicio 67, pagina 4971 bastaex- 
pliear la forma de on area iris (ejercicio 69, pagina 49ft). En Lnjhque en ei modelado , 
pdgitm 522 y 523, se ve c6mo un toptigrufo emplca la trigonomeufa para irazar el 
mapii de ana ciudad. 


Medida angular 


Un angulo AOB , consta de dos rayos R ] y R, con un vertice comiin O (v£ase la 
figura 1 ), A mernido se interprets un angulo como una rotadon del rayo R l sobre R : - 
En este easo, R l se llama el lado tnirial y R-. se llama el lado terminal del angulo. Si 
la rotacibn es en el sentido contrario a las maned Mas del reluj, se considers pcisitivo 
al angulo, y si la roladbn esen el sentido de las munecillas del reloj, se considers que 
el angulo es ncgatim 


q I ado tnicul 





Figure Z 


Med id n 
de 0en 
radiants 


Medida angular 

La medida de un angulo es la cant id ad de rotacidn respecto al vertice requerida para 
mover R \ sobre /?,. De nianera intuitiva. CSto es ciuinio se “uhre*' et angulo. Una uniidad 
de medida para angulos es el grado Un angulo de medida I se forma al retard lado 
inicial de una revolucibn completa. En calculo y otras ramas de las matemalicas, 
sc Lisa un modu mis natural de medir ingulos, la medida tn md times* La cant td ad 
que se abre un angulo se mide a lo largo del arco de un circuit) de radio 1 con su cen- 
tre en el vertice del angulo. 


Definition de medida en radianes 


Si un circuit) de radii' I se iru/a eon el vertice de un angulo en su eentro, en 
lonces la medida deeste angulo en rad Lanes ubreviado rad) es la longhud 
del arco que subliende el angulo (vease la figura 2), 


La circunferencia del cfrculo de radio I es 2 tt y, por lo lanto, una revolution com- 
pleia tiene medida 2rr rad, un angulo llano iiene medida ir rad y un angulo recto tiene 


rial 


■ nrr 


l!dQ PD 


>re*~ 


1 n ,: 


sor 


i 
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medida tt/ 2 rad, Un Angulo quc estd subtendido por un arco de longitud 2 a lo largo 
de un circuit) unitario tiene medida 2 en radianes (vease la figure 3). 


Figura 3 

Medida en 
radiants 








Puesto que una revolucidn comp] eta medida en grades es 360° y medida en ra- 
diates es 2*r, se obtiene la siguiente relation enure estos dos metodos de medic idn de 
Angulo, 



Medida de 8 = 1 rad 
Medida de 8 ^ 57.2%* 


Figura 4 


Relacion entre grades y radianes 


I SO 41 = ir rad 


1 rad = 


-(=)' 


1 D = — rad 
ISO 


IT 


1. Para converts grades en radianes, mu Itiplique por j— , 


2. Para convert lr radianes en grades, nuikipliquc por 


180 


Para letter cierta idea del lanuifio de un radian, observe que 

1 rad - 57,296* y 1° - 0.01745 rad 
Un Angulo 8 de medida 1 rad se muestra en la figura 4. 

Ejemplo t Converts entre radianes 
y grados 

7 T 

a) Express 60° en radianes. b) Express — rad en grades. 

6 

Solution La reladdti entre grados y radianes da 



a) 60° = 60 f rad = — rad b) — rad = ( ( — j = 30 D m 

\ 180/ 3 6 \ 6 / \. it / 


Una nota sobre terminologia: con frecuenda se emplea una frase como ‘'un Angulo 
de 30°" para indkar un dngulo enya medida es W, Asimismo, para nn Angulo 8, se 
escribe 8 — 30“ o 0 - tt/ 6 para indicar que la medida de 6 es 30" o tt/6 rad , band i 
no se da ninguna uni dad, se supone que el Angulo se inide en radianes. 
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CAPiTULO 6 Fund on as trigonometricas da angulos 


Angulos en posicion estandar 

Un angulo estd en position estandar si se d i buj a en el piano xy con su Venice en el 
origen y su lado iniciat en el cje * positive. En la figure 5 se dan cjemplos de angulo* 
en position eslAndur. 





Figura 5 

Angulos, en posicion esLindnr 


Dos angulos en posieiiSn estandar son coterminales si coinciden sps (ados, En la 
fignra 5 los Angulos en a) y c) son coterminales. 


Ejemplo 2 Angulos coterminales 

a) Encuentre Angulos que son coterminales con el Angulo 8 = 30° en posiciSn 
estandar. 

77 

b) Encuentre angutos que son coterminales con el angulo# = yen posieidn estandar, 

Solud 6 n 

a) Para hallar Angulos que son coterminales con 8. se anode un multiple de 360". 
Por lo Unto 


30° + 360* = m* y 30" + 720" = 750" 

son coterminales con 8 — 30". Para hallar Angulos negatives que son coterminales 
con 8 . se resta cualquier multi plo de 360°, Asf, 

30° - 360 Q = -33(T y 30" - 720° “ - 6 90° 

son coterminales con 8. ( V£ase la figura 6 ) 





b) Para hallar Angulos positives que son totertntnales con 8, se suma cualquier 
mu Hip to de 2ir, Por lo tantn 


ir 7ir 

t + 2. = t 


TT 

y 


+ 4rr — 


13ir 

~Y 
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son co*ennmafes con 6 - ir/3, Pare h&llar Sngules negatives que son coterminales 
con 6. se resta cualquier multiple de 2 tt. Asi\ 


T~ 2ir “ 


5tt 


it Hit 

— - 4-7 r = — — - 
3 3 


son cotcrminales cor 8 , (V£ase la figure 7 r ) 




Angulos coterminales 

Encuentre un Angulo con medida entre 0° y 360° que es coterminal con el angulo de 
medida 1290 5 en position estandar. 

Solution Se puede restar 360° tantas voces coino se desee de 1290 s , y el angulo 
resultantc sericotenninal con 1290 s , Pur lotanto, 1290 s - 360 s - 930^5 cotermi- 
nal con 1290“ y p por lo tanto, es el angulo 1290“ - 2(360)“ = 570“, 

Pare hallar el Angulo que se desea entre 0 s y 360°, se resta 360 D de 1 290 s cuantas 
veces sea necesario, Una manera eficaz de hacer esto es deierminar cuantas veces 
360 entra en 1 290*,, es deci^ se divide 1 290 entre 360, y el residue sera el angulo 
que se esb buscando. Se vc que 360 entra tres veces en 1290 con an residue de 
210. Por lo rarnto, 210“ es el angulo deseado {vease Ja figure 8). 


Efemplo 3 





Figura 9 

s - Or 


Longitud de un arco circular 

Un angulo cuya medida en radiants es & cst£ subtend ido por un area que es la frac- 
tion ^/(2ir)de la circunferentia de un circulo. Asf. un cfrculo de radio r T la longitud 
s de un arco que subtiende el Angulo d (vease la figura 9} es 

$ 

s — t " X circunferencia del cfrcnlo 
2 tt 


A 

2ir 


(2irr) — &r 
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Longitud de un arco 


En ur cfrculo de radio r, la bngiiud a de un arco t|ue subtiende un Angulo 
central de & radian es es 

s = r0 


Al despejar 0, se obtiene la formula importante 



Esta fdrmula permite definii la medida en radiance por medio de un cfrculo de 
cualquier radio r. La medida en radianes de un Angulo & es s/r, donde s es la longitud 
del arco circular que subtiende 8 en un cfrculo de radio r ( v£ase la figura 10), 


Figure 10 

La medida en radianes de 0 es el 
ntimero de “radios” que se pueden 
ajustar en el arco que subtiende &: 
de ahi e] term mo radian. 




38 La formula j = rtf es verdatlerp 
sriln cuanda t? se mide en radianes. 


Ejemplo 4 Longitud de arco y medida angular 


a) Encuentre la longitud de un arco de un cfrculo con radio 10 m que 
stibli cndc un Angulo central de 30*, 

b) Un ingulo central 0 en un circulo do radio 4 m es subtend ido por un unco de Ion 
gitud 6 m. Encuentre una medida de 0 en radianes. 


Solution 


a) Del ejemplo 1(b) se ve que 30^ = rr/6 rad. Por lo tanto, la longitud del arco es 

s - rd- (10)^ - 


b) Por la ffrmula 8 ^ s/r, se tiene 


0 = 



6 

4 




Area de un sector circular 

El Area de un cfrculo de radio r es A = irr 2 . Un sector de este cfrculo con Angulo central 
8 tiene un Area que es la fraceidn &/{2 v) del Area del cfrculo entero (vdase la figura 1 1), 
Por lo tanto el Area de este sector es 

6 

A - — X Area de! cfrculo 
2w 


M at u rial prorc-gido por d area has do au 


Figura 1 1 

A = Jr 2 0 
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Area de un sector circular 


I :n ilii circuit! de till I m r, el area A de un sector con tingulo central de ti radianes es 



Ejemplo 5 Area de un sector 

Eneuentre el urea de un sector de un cfreuto con angulo central 60° si el radio del 
circulo es 3 m. 


SSj La formula A = 1 r & cs vcrdadera 
sfllo cuando 6 sc irtidc cn radiants. 


So lu cion Para usar ia formula del area de un sector circular se debe encontrar el 
tingulo central del sector en radianes: 6CP = 60 (it/ 1 SO) rad = tt/ 3 rad, Asf t el foea 
del sector es 


|(3) : 



3rr 

T 




Figura 12 


El sfmbolo at es la Jetra 
gricga J1 oroegaT 


Movimiento circular 

Suponga que un punto se mu eve a lo largo de un circulo coma se muesira en la figu- 
ra 12, Hay dos formas de describir el movimiento del punto: velocidad lineal y velo 
cidad angular. La velocidad lineal es la razon a la que esta cambiando la d island a 
recorrida, de modo que la velocidad lineal es la distune ia recorrida divadida enire el 
tiempo transcurrido. La velocidad angular es la razdn a la cual cambia ei ungdo cen- 
tral tt % asi que la vdoddad angular es el rtumero de radianes que cambia este ingulo 
dividido enlre el tiempo Eranseinrido, 


Velocidad lineal y velocidad angular 


Suponga que un punto sc mueve a lo largo de tin circulo de radio ry el rayo 
ilesde el cenim del circulo al punto ciuza 0 radianes en el tiempo L Sea j - rO 
In ilistancia que via jit cl punlo cn d tiempo /. EnlonCes la vdocidad del objeto 
esta dada par 


Vdocirhid angular m 


Vdocidad lineal v = 

r 


s-V--" 

T 



Hall ar la velocidad lineal y la velocidad angular 

Un cufio hace girar ana piedra en una lion da dc 3 pics de targo a una vdocidad 
dc 15 rcvoluciones cada 10 segundos. Eneuentre las velocidades angular y lineal de 
la piedra. 


Ejemplo 6 


Solucion En 10 s* el angnlo & cambia en 15 - 2m — 30ir radianes, Asf qtie la 
velocidad angular dc la piedra cs 


tii 


a 


3 (hr rad 


= 3 tt rank's 
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c APlTU LO G Fuoeionss tf i g on omel ric^a da «ng u tos 


La distancia recorrida per la piedra en lOsesr — 15 * 2w r — 1 5 ■ 2n ■ 3 - 9Gir pics, 
Por lo tanlo, la velocidad lineal de la piedra es 

i 9(br pies 

v = - = — 9ir pies/s ■ 

/ 10 s 

Hay que observarse que la velocidad angular no depends del radio del circuit), sino 
s61o del angulo 0. Sin embargo, si se conoce la velocidad angular ut y el radio n se 
pucde encontrar la velocidad lineal coroo sigue: v = a/: - r&ft — r(Q/t) — ™. 


Relation entre velocidad lineal y angular 


Si Lin punto se miles e a lo largo die un dreulo de radio r con velocidad angular 
Hi, er tones s su velocidad lineal r esu'i dada por 

it = rciu 


Ejemplo 7 Hallar la velocidad lineal a partir 
de la velocidad angular 

Una tmijer va en una biciclcta cuyas medas ticnen 26 pulgadas du didmetru, Si las 
raedas giran a J25 revoluciones por minuto (rpm), encuentne la velocidad a la que 
esia viajando, en millas/h, 

Sol u cion La velocidad angular de las ruedas es 2 it * 125 — 250tt radianes/itun. Pues~ 
lo que las ruedas lienen dc radio 13 pulg (la milad del diimetro), la velocidad lineal es 

u = nsa = 13 ■ 250 tt ™ 10 210,2 pulg/min 

Puesto que hay 12 pulgadas por pie. 5280 pies por milla y 60 minutes por hora. su 
velocidad en millas por bora es 

10 210.2 pulg/min X 60 min/h 612 612 pulg/h 

I2pulg/pies X 5280 pies/mi 63 360 pulg/mi 

■*= 9.7 mi/h ■ 


6.1 


Ejercicios 


1-12 ■ E ■ fltnc run? la medida en radiants del Angulo am la nicdidu 
de grata cLada, 



17. 3 


IS, -2 


1- 72" 

2. 54° 

3, -45" 

4 -&r 

5, -75° 

6. -31X1° 

7, 1080° 

S. 3960" 

9. 96° 

t(L 15" 

11. 7.5“ 

12, 202.5" 


13-24 ■ Edcuenut La mi-dida en gradun dd lingulo con tu medida 
en radiants dada. 




15. 


5it 

4 


19, —1.2 20,3,4 2L 



23 . 


2 TT 

Is 


24 . 


13ir 

12 


25-30 * Seda la medida de un ftagulocs position estfoidar, En- 
euentre dos angulos positives y dns angulos. negatives que son 
cotcrmimilcs con cl Jnguto dado. 

3-jr 

25, SfP 20. 135- 27. — 

4 
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a. '!* 
6 

s* 

1 

*1*1 

£ 

l 

’■J\ 

□ 

52. 



53 + 

31-36 ■ Sc dan las medidas dc dos Angulos en posicidn es tin- 
dar. LXncrmi nc si los Angulos son colerminalcs. 

54. 

31. 70*, 430 s 

32. -30 s , 330° 


5ir I7w 
6' 6 

... 32ir Mir 

T 

55, 

35. 155% 875* 

36. 50*. 340* 

56. 

37-42 ■ Encuentre cl Angulo cnlre: 0* y 360* que es colerminal 

57. 

con cl Angulo dado. 


37. 733* 

38, 361* 

58, 

39, 11 1CT 

40. -100* 


4i. -wer 

42. 1 270" 

59. 


43-48 ■ Encuentre el Angulo enire 0 y 2*r que es croterminal 
con el Angulo dado. 


17tt 


?17 


43. 

6 

44. 

3 

45. 

87ir 

46. 

10 

47. 

I7rr 

48. 

5Iit 


49. Encuentre la longitud del arco s 
cn la figufa. 


50, btvcuentre el Angulo fl cn la tigura. 


51. Encuentre el radio r del circuit* 
en la Eigura. 




m. 


61. 

62. 

63. 

64. 

65. 

66 . 


Encuentre la longitud de un arco que subdetide un angulo 
central de 45* en un circulo dc radio 1 0 m, 

Encuentre la tong u ad de un areo que subtie tide un Angulo 
central de 2 radhnes en un drculo de radio 2 nii. 

Un Angulo central 6 cn un circulo de radio 5 m es sublendi- 
do por un arco dc longitud 6 m. Encuentre la medida dc 8 cn 
gradns y en radianes, 

Un arco de longitud 1 LHJ m subiiende un Angulo central 8 
cn un circulo de radio 50 m. Encuentre la rnedida de 8 cn 
grados y en radiance 

Un area circular dc longitud 3 pies subiiende un Angulo cen- 
tral dc 25°. Encuentre cl radio del drculo. 

Determine cl radio del drculo si un arco de longitud 6 m cn 
e! CLrculn subiiende un angulo central dc ir/ft radianes. 

Halle el radio del circuit* si un arco de longitud 4 pies en ei 
circulo subliende un Angulo central de 135“, 

Encuentre cl area del sector mostrado cm cada ligLira. 
fl) b) 



Determine el radio de cada circulo si el Area del sector es 11 

aj b) 



Encuentre el area dc un sector con un angulo central I ra- 
diAn cn un circulo de radio 10 m. 

Un sector de un circulo tiene un angulo central dc 60‘1 En- 
cucnlnc el Area del sector st cl radio del circulo es 3 miltas. 

El Area de un sccLof de un circulo con un angulo central de 2 
rad iancs es 16 nr. Encuentre cl radio del circulo. 

El sector de un circulo con radio dc 24 mi Has tiene una 
superfide de 288 miHasr Encuenireel Angulo central del 
sector, 

El Area dc un circulo fis 72 cm\ Encuentre cl area de un 
sector dc cute circulo que subliende un angulo central dc 
ir/fi rad lanes, 

Ties circulos con radios I, 2 y 3 pies son ex temaimente tan- 
gentes cnlre si, eomu sc ituslra cn La Eigura dc la pAgjna 
siguicnlc. Encucnlrc cl urea dd sector del circulo de radio I 
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CAPiTULO 6 Funeiones trigomonnetricas de sngulos 


que cs canado por los segmented de recta que unen el centra 
de esc drculo eon los centres de los otros dos cfrculos. 



Aplicaciones 

ft 7, Distnncia recorrida Las ruetlas de un aulomtivil miden 
28 pulgadasde diftmetro. ^.Que tan lejps vjajarael autnmtivil 
ten millas) sa su medas giran 10 000 veces sin dcsltzamicnlo? 

ft#, Rewoluciones de las ruedas ^Cuintas revoluciones dara 
Lina nieda de 30 pulgadas de didmetm euando cl autombvil 
recnrre una distaneia dc una milla. 

69, Latitudes Pittsburgh, 

Pennsylvania y Miami, 

Florida, se eneuentran apnoxa 
nrcadamente sohre el misnio 
men din no. Pittsburgh licne 
una latilud dc 40. 5° N y 
Miami, 25 .5 a N. Encucntrc 
la distiDck emre esias dos 
ciudades, (El radio de la 
Tierra esde 3960 milks.) 

7(1. Latitudes Memphis, Tennessee y Nueva Orleans, 
Louisiana, se encuentran apnoxlmadamente en el mismo 
meridiano, Memphis tiene latitud 35° N y Nueva Orleans, 
30° N, Encucntre la distaneia entre esias dos eiudades. 

(El radio de la Tierra es de 3960 mi] las.) 

7 1. Orbit a do la Tierra Encucntre la distaneia que viaja la 
Tierra cn un dia y su trayecloiia ulreukdor del Sol, Supongu 
que un afio tiene 365 dlas y que lu Irayectom de la Tierra 
fllrededor del Sol es un cireulo de nKlio 93 millones de milks, 
|U trayedofia de la Tierra alpededor del Sol es en realidad 
una elipse cor el Sol en un foco (vea.se la seccidn 10.2). Esta 
clipsc, sin embargo, tiene cxccnlricidad may pequeria, anf que 
es aproximudamcnie circular.] 


X s 


Pittsburgh / 

Miami/ \ 



72. Circuntercncij de la Tierra El matematko gnego 

Eratdstcnes (276-195 a.C.} mid id la circunfcreneia dc la The- 


rm a partir de las sigusenres observneiones, fit observe que en 
cienl o dia el Sal brilkbu directamente en un pazo profunda 
en Siena (en la actual idad Assuan), A I misnin tiempoen 
Alexandria, 500 millas al norlc (cn cl mismo meridiano), 
los ravus del Sol brilkihun a net lingula dc 7.2" respeuto al 
ecnit, Lise esia inlwmaeidn y la ligura para haSlurel radio y 
la eircunferencia de la Tierra. 


500 mi 


J.T 


Alejandn j ^ j 


Siena 


Ray os del Sol 


73, Milks'- n#Utica$ Encucntrc la dislancia a lo largo dc un arco 
en la superfieie de la Tierra que sublicndc un angulo central 
de 1 minuio Cl rninuto = de grado}, La disinnria sc llaniEi 
una milhi thin tic a. (El radio dc la Tierra nude 3960 millas.} 

"'4. Irriqacian Un sistema de irrigation emplcu un tubo 
redador recto de 300 pies tie largo que gtra alrededor de 
un punto central como se i lustra, Debido a un obst&culo sdlo 
se permite quest tubo gire 280". Eiieuemre el area irrigada 
por cste sistema. 




*u |P 


i r 


2E0 



75. Limpia para Luisas Ltis extremos superior c inlcriur de 
una hoja de limpia pambrisas cstftn a 34 pulg y 14 pulg 
del punto central, respeclivamente, Mientras esia en 
operacion el limpiador abarea 135 s . Hneue nitre el area 
barrida por la hoja. 





M 
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7fp. Lb vaca amgrrada Una vaca csLd suj jcta a una eucrda de 
100 pics a la esquina interna de un edition) en forma de L, 
Como se muestra en la figura. Eneuentre e l Area en la que 
puede pastar 3a vaca. 



77. Malacata Se emplea un malacaie de radio 2 pies para 
Icvaiuar cargas ptsadas. Si e! mnlacaic da 8 revoludones 
oada If s, encuenEre la velocidad ala cual subc la carga. 



7K. Ventrlador Un venlilador dc tec ho can aspas dc 1 6 pulp 
gira a 45 rpm. 

a) Determine el velociditd angular del ventilador en rud/rtiin. 

b) Encuemrc la velocidad lineal dc las pumas de las aspas 
en pulghnin. 

7'K Sierra radial Una sierra radial tiene una aspa con un radio 
dc 6 pulg, Suporgn que el aspa gita a 1 000 rpm. 
d) Encuenlic la velocidad angular del aspa en rud/miii, 

b) Determine Ea velocidad radial dc I os dicnles dc la .sierra 
en pies/s. 

80, Velocidad en el Ecuador La Tieira gira respeelo a $u eje 
una vcz cada 23 h 56 min 4 s 4 y el radio de la Tieira mide 
3960 millas. Calcalc la velocidad lineal dc an puntocn el 
Ecuador en nullas/h. 

81, Velocidad de un airtomovil Las ruedas de un automdvil 
lienen un radio de 1 1 pulg y giran a 600 rpm, Deiermine la 
vdocidad del atuoindvil en millas/h. 

82* Rued a s de un camion Un eamirin con ruedas dc 4S pulg 
de diameiro viaja a 50 millas/h. 

a) Eneuentre la velocidad angular de las ruedas en rad/min, 

b) iCuanias revoludones por mimito dan las ruedas? 


83, Velocidad de una corriente Para medir la velocidad de 
una corriente. los ciendhcos colocan una rueda de paletas 
en la corriente y observan la velocidad a la cutl gtra Si la 
rueda de paletas tiene un radio de 0,20 m y gira a 1 00 rpm, 
cncuentre la velocidad de Ea corricnle en m/s. 


m 


H4. Rueda de biciqltta En la figura se muestran las coronas 
dcniadas y la cade na de una bid dot a. La corona de nr ada 
dc Ids pedalcs licne un radio de 4 pulg. la corona dcniada dc 
la rueda tiene un radio de 2 pulg y la rueda tiene un radio 
de 1 3 pulg. El ciclista pedalea a 40 rpin. 

a) Eneuentre la velocidad angular de la corona dentada de 
la rueda. 

b) Determine la velocidad dc la bidclcta. (Suponga que la 
rueda gira a la misnui velocidad que la corona denlada 
de la rueda.) 



85. Taza co nice Una taza edniea sc construye a parti f de una 
picza circular dc papet con radio 6 cm al corlar un sector y 
unir las hordes eomo se muestra. Suponga que fi — 5ir/3. 

a) Eneuentre la circunferencia C de la ahertura de la taza. 

b) Obiengael radio rde la ahertura de la laza. [.frgvrenda; 
use C — 2nrJ 

c> Eneuenlre la altura h de la iaza. [fHgenenctn: use el teo- 
remade PitAgoras.] 
d) Eneuentre el valumen de la taza. 
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86. Tszfl conic a Em este ejerdcio se determina el volume n de 
la taza cGnica del ejercido S5 para un Angulo 0. 
ii f Sigu los pasov del ejercjcio 85 parj motfrarquc el vnlu- 
men de la laza coma unu funcidn de H es 

V{$) = — . r V'dir 2 - fi 2 . 0 < < 1-sT 

TJ 

b) Graftquc la funcion V. 

Jgj c) ^F&ra qu£ irtgulo- & tl volumen dc la raza es un maxima? 

Oescubrim iento * Debate 

K7. Formas difar antes da medir angutos La coslumbrc dc 
■THidiar angulos por media dc g rad tvs , con 360° en un circuit), 
data dc lot unit aims bahi Ionics, quienes usaron on systems 
numerico basadu cn gruptis dc 60. Otro si sterna de medicidn 
dc angulos divide cl circulo en 400 unidades, llamadav gra- 


diams, En esle sislema on angulo recto made 100 gradianes, 
de mode quo sc a jus-la Cn cl sa sterna numerico de base 1 0. 

Escriba un ensayo corto que compare las ventajas y des- 
ventajas de estos dos sfalemas y el si sterna dc radianes para 
medir angulos. £Cuill sistema prcferirfl? 

S4. ftalojea v angylos En una hora, el minuccrodc un rcloj 
recome un cfrculo complete) y k maneriLla que marca las 
horas sc mueve ^ de un circuit). ^Guintos radianes se mue- 
ven cl minuEcro y el horario entre la 1 :00 P.M. y las 6.45 p.m, 
{cn cl mismo dfa)7 




En esto seccidn se estudian ciertas relaciones de los. lados de triingtilos reetarkgulos, 
llamadas relaciones trigonomdtrieas y se dan v arias aplicaciones. 


Relaciones trigonometricas 

Considers un triangulo redan pul o con 8 como uno de sus angulos agudos. Las rela- 
clones trigonometricas se defined coma sigue (vdase la figura 1). 



Fig urn 1 


Relaciones trigonometricas 


caleto opuesto 
sen & » — , 

hipotenusa 


cate to adyacente 

cos 8 = 

hipotenusa 


tan 8 


caleto opueslo 
caleto adyacente 


lupotenusa 

CSC 8 ~ 

catelo opuesto 


hipotenusa 

sec 8 “ 

cateto adyacente 


cot $ = 


cateto adyacente 
caLeto opueslo 


Los sfmbolos que se tisan para eslas relaciones son abreviaturas para sus nombres 
completes: seno, cost no, tangent? , cosecant c T secante. cotan gen te. Puestoque dos 
triungulos rect&ngulus con ungulo 8 son simi lares* eslas relaciones son las rnismas, 


ferial 


egicic 


irechos 


dc aur 
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EHparcu (ctrc* de 140 h.C. } es eon- 
sklenido d fundador tic la iripmo- 
metrfa. Cocstnjyd nubias para tma 
fundrin estreebameote rdacioruidJ 
con la modern;) June ion seno y 
evalutf angulos a lutervalo* tie me- 
dio gnido. Estas son conaideradas 
las prime rax tiblas trigonomS tricas r 
L’lili/o sils (ah I as sabre tndo para 
cak'ular las l raycc tori as de I os 
planctas por d pielo. 


sin import nr el tamano del triangulo; ias relactones trigone metric as dependen sdlo 
del angulo & (v£ase la figura 2), 



sen = ^ 



Figura 2 


cos 0 = ^ 


cos 9 


4fl 

.Ml 


4 

5 



Figura 3 



Figura 4 


Ejemplo 1 Hallar relaciones trigonometricas 

Encuentre las seis relaciones trigonom&ricas del dnguio & en la figura 3. 

Solucf6rt 


sen Q = — 
3 


esc B — - 


cos ft — 


see ft = 


V5 

3 

3 

V5 


tan 8 — 


cot ft ~ 


Vs 

Vs 


Ejempto 2 Hallar relaciones trigonometricas 

Si cos a = l, bosqueje un triingulo rectangulo con tfnguLo a agudo y encuentre las 
otras cinco relaciones trigonometricas de or. 

Solution Puesto que cos a sc define como la relaeidn del cuteto adyaeente a 
la hipotenusa, se bosqueja un tri angulo con hipoLenusa de longitud 4 y tin eateto 
de long it Lid 3 adyaeente a a. Si el lado opuesto es x, entonces por el teorema de 
Pitagoras T 3 2 + V — 4 2 o jc 2 — 7, por lo tamo, x - V7. Despufr; se usa el triingulo 
de la figura 4 para hallar las relaciones. 


VI 

sen a = 

4 


esc or 



cos a 


3 

4 


sec a = ~ 


tan a = 


col a = 


V? 

3 

_3_ 

Vl 


Triangulos especiales 

CieitOS triangulos rectangulos lienen relaciones que se pueden calcular f&cilmente a 
parti r del teorema de Pitdgoras, Puesto que se usan con frecuenria. se mencionan 
aquf. 

El primer triingulo se dbtiene til dibujar una diagonal en un cuadrado de lado I 
(vease la figura 5 en la pagtna 48Q). Por el teorema de Pitdgoras esta diagonal tiene 
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CAPITULG 8 Funciones trigonometricas de angulos 


Aristarco Samos (3 10-230 a.C.l 
foe un famno denu'fteb griego, 
musico, astrrinoino y gedmetra. En 
su ] thru (>j the Sizes and Distances 
of lire Sun and the Moem t es-tinid 
9a d Islam.' iii a I Sol observando que 
cniando la Luna estS cxaciamente 
cm media hum. d iruingulo que 
formari d Sot 9a Luna y !a 
Tier™ liene on Artgultt recto en 
la Luna. Su m&lodo fue rimy simi- 
tar ;j! descnioen el ejerciciobl de 
esta seccidm. Aristaico fue el prL 
mem en add an tar h leorfn de que 
la Tierra y Los planeias se mueven 
alrededor del Sol. una idea qua rio 
luvo eomplcla ttccplacidn hasta 
despuifs del tiernpo de Copern ieo, 
IftOO anos de spues. Por esta razdn 
es eoniun llamailo el ‘'Cop^miuD 
de la antiguedad" 


longitud VI El uiangulo nesultante tiene Angulos 43 a , 45 a y 90° (o tt/4 t irj4 y nr/2)* 
Para obtener el segundo iridngulo, se empkza con un triangulo equilatero ABC de 
lado 2 y se dibuja la bisectriz perpendicular Dtt de la base, como en la ftguru 6- Prir el 
teoretna de PitAgoras la longitud de DR es V5. Puesto que DR biseca at Angulo ABC* 
se obtiene un tridngulo con Angulos 30% 60° y 90° (o ir/6„ ir/3 y w/2). 



c 


Figura 5 


Figura 6 


Ahora se pueden usar Ids trtanguios espec tales de las tig Liras 5 y 6 para cakuJar 
las relaciones trigonometricas para angulos con medidas 30°, 45® y 60® (o ir/6 t ir/4 y 
ir/3). Jistos se listan en la tablu t. 


Tabla 1 Valores de la relaciones trigonometricas para angulos especiales. 


$ en grados 

6 en radianes 

sen & 

cos tf 

tan 8 

cse B 

sec B 

co\0 

W 

IT 

l 

V3 

Vi 


2V3 

V3 





l 

a? 

2 

2 

3 


3 

45° 

TT 

V2 

V5 

i 

V2 

vl 

9 


4 

2 

2 




W 

TT 

V3 

l 

Vi 

2V1 


V3 


2 


3 

2 

2 

3 

3 


Para una ejpliiracjdn dr m^lodiH 
nu merinos, v<fase la nnla at margen 
cn la pagina 43b, 


Es util recordar estas relaciones trigonometricas especiales porque se presentan 
eon frecuencia. Por supucsio, se pueden. recordar con faeitidad si se necuerdan los 
triAngulos de las que se obtuvieron, 

Para bullar los valwes de las relaciones trigonometricas para ottos angulos. se emplea 
una calculadora. Los metodos matemAticos (Uamados metodos numfricos) usados para 
hailar Eas relaciones trigonometricas se program an directamente en las calcul adorns 
rientf fleas, Por ejempto. cuando se pulsa la teda I seu _ j a calculadora computa una apro- 
ximacion al valor del seno del angulo dado. Las cakuladorus, proporcionan los valo- 
rem de seno, cose no y tangente; las otras relaciones se pueden calcular Facilmente a partir 
de t 4 stas por medio de las siguientes relaciones reciprocal. 


\ i 1 

esc r = sec / = - - ■ cot r = 

sen / cos r (an i 


Se detie comprobar quecstas relaciones serleducen inmediatamente de las definicio- 
nes de las relaciones trigonometricas. 

Se sigue la convencidn de que euando se escribe Sen t , se dertata el seno del 
drtgulo cuya medida en radianes es t. Por ejemplo, sen I sign idea e9 seno del Angulo 
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Figura 7 



Flgura S 

a = r sen ft 
b = r cos ft 


cuya medida en radiants es 1. Al usar una calculadora para bailor un valor aproxima- 
do para esle numero T fijc su calculadora en cl modo radiance; eneorurar£ quc 

sen I » 0,541471 

Si descahallarel senodel dngulocuya medida es Ik cotoque su calculadora eil el mo- 
do de grado.sL eucontrara que 

sen T « 0.0174524 

Ej&mpto 3 Como usar una calculadora para haUar 
relaciones trigonometrical 

Con la calculadora en cl modo de grados, v escribiendo los resultados corrector 
hasia cinco decimates, encuentra que 

sen 17* ** 0.29237 sec 88° - * *= 28.65371 

cos 

Con la calculadora end modo de radiunes, y escribiendo los resultados eorrectos 
ha si a dneo decimoles, se encuentra que 

co® 1.2 - 3 0.36236 col 1.54 — = 0.03081 • 

tan 1.54 

Aplicacionos de tri g on om atria de triangulos recta ngu los 

Un triangulo tiene sets panes: tres angulos y ires lados. Resolver un trmnguJo 
signitka deteimlnar todas sus partes a parti r de la inibrmucidn eonorida ttcerca del 
triangulo, es deeir, detenu! nar las longitudes de los ires lados y las medidas de los tres 
Angulos, 

Ejemplo 4 Resolver un triangulo rectangulo 

Resolver el trifrigiilo ABC* mostradoen la figure 7., 

Solution Es claro que lE — 60\ Para encontrar a , se busca una ecuacidn que 
rely done a eon las longitudes y iingulos ya conocidos. En este C^sO. se tietie sen 
30 D - a/1 2. por lo lunto 

a - 12 sen 30* - I2(|) - 6 
De man era similar, cos 30° = bj\ 2, por lo lanto 

h = 1 2 cos 30 3 = 12 

Es muy util saher que, usando la information dada en la figura 8, las longitudes de 
los cate cos de un tridngulo reeiangulo son 

a — r sen 0 y b — r co& & 

La capacidnd para resolver triangulos rectangulos por medio de relaciones trigo- 
nometrical. es fundamental en muchos problemas de navegaeibn, ievantaitiiento de 
pianos, astrononifa y la medicidn de di stand as. Las apHcaciones consideradas en es- 
tu seccidn siempre lienen quo ver con triangulos rectangulos pero, como sc vertf en 
las tres secciones siguientes, la trigonometria tambieu es tali I para resolver triangulos 
que no son tridngulos rectangulos. 

Para el an 3 li sis de los ejemplos siguientes sc requiem cierta terminoiogfa Si un 
observador cstti mi ran do un objeto, entonccs la lincu dd ojo del observador a I objeto 
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CAPiTULG 6 Funcionestrigonomitricas de ingulos 


Tales de Milelu (Eilrededur de 
£*25-547 a.C.) cs el furadadur k- 
geruJan u de ta geometry grie^a, Se 
dice que uyleuld la .ilium tie una 
columns griega compare ado b 
longinid de la sorrbra do '■la hast An 
eon |a de la column?). por medio de 
propiedades de iriiingidm seme- 
jontes. argument^ que b re Lad An 
de la altura h do la columns a la a] 
[Lira h* de su barton era [goal a la 
rebcibn de La loneilud .t de Ja som 
hr a de 3 a columns a l.a tong bud v 
de la sombra del has? An: 

h $ 

h f “ 7 

Puerto que ires de eslii', eanlidades 
son eunoeadas. Tales pudo eateular 
la a I Cura de la column a. 

Seetin la leyenda, Tides us6 un 
mclodo similar para cnconlnur La al- 
iura de 3a Oran PtrAmide en Egipto, 
nna proeza que inspresiond a I rey de 
Egipto Plucarco esenhiii que "aun- 
que el | el rev de Eg]plo| [e admira 
| Talcs | por ottos cosas, Ic gusto la 
mmera particular median te la cud 
roediste la altunide ta pirAruide sir) 
lener que molestarle y sin ningiini 
instnimcnlo", Ef principici que usd 
Tales, cl hccfro do que rvlaeiones dc 
l.tdos conesporidienlts de triAnguluh, 
Mimlaivs sean iguaJes, is la base do 
la materia de la geamttrfa. 





sc llama ltd*;* dc vfoiAit (figure 9). Si el objeto que estA siendo observado estd arriba de 
la horizontal, entonees el Angulo entie la Ifnea de visidn y ta horizontal se Hama an* 
gulo de elevarifin. Si el objeto esta abajo de la horizontal, emonces el Angulo ontre 
la tinea de vision y la horizontal se llama Angulo de dtp res inn En muchos de los 
ejemplos y ejencicios de este capftulo, los angutos de elevacibn y de pres ion se dan pa- 
ra un observador hipotAtico al nivel del suelo, Si La Ifnea die vixi 6n sigue un objeto fi- 
sko. como un piano inclinado o una laderu, se usa el (ermine Angulo die rnclinarifin. 




visidn 


En el ejempto siguieme se da una aplicacidn importante de la irigonomelria al pro- 
blems de medicidn: se mide la allure de un Arbol alto sin lener que subirse a AL Aunque 
el cjemplo es simple, el resultado es fundamental para entender cbmo se a pi Lean las 
Telamones trigonum Atricra a tales probtemas. 

Ejemplo 5 Hallar la aftura de un arbol 

Una secoya proyecta una sombre de 532 pies de largo. Eneuemre la allure 
del Arbol si el Angulo de elevaeidn del Sol es 25.7°. 

Solution Sea h la aftura del drbol. De la figura 1 0 se puede observar que 



A 

532 

h 


= tan 25,7 s 


- 532 tan 25.7° 


Psflnldfifi dc tan^eotff 
Myltipliquc por 532 


^ 532(0.48127) — 256 Use una e^!cuLad<?r^ 


For lo lanto, la altura dd Arbol es aproximadamente 256 pies. 


•.25.7 



532 pies 


ate rial prate gido por 


Figura 30 
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Ejemplo 6 Un problem a relations do con tricing ul os rectangulos 

Dcsde un punto suhrc cl suclo a 500 pics de la base de un edificio, un observador 
encuentra que el Angulo de elevation basin la pane superior del edificio es 24 c y 
q tie el Angulo de elevacion j 3a parte superior de tin asta de banders, sobre el edificio 
es 27°, Determine la allnra del edificio y k bngitud del asm. 



Figura IT 


Soluciftn En la figura 1 1 se ilustra la situacton. La altura del edificio se encuen- 
tra de In mi stria manera como se hallo la altura del arbol del ejemplo 5. 

— = tan 24 e Pefinieli-n dc tangcntc 

500 

h — 500 Tart 24 a Multiplies par 500 


i= 500(0,4452) 223 U&s una calculadora 


La aliura del edificio es aproitimadamente 223 pies. 

Pam hallar la longiiud del asta de bandenu se deferminaid primero la altura 
desde el suelo hasta la parte superior del asta: 


- tan 27° 


500 

k = 500 tan 27° 


«= 500(0.5095) 
- 255 


Las tcclus 


SEN 1 

O 

INV 

SEN 


repne- 


senlim el "seno inverse". En b seed fin 


7.4 se estudian las fuaciones trigono- 
mclricas inversas. 


Pu.ru hallar la lopgirud del asta. se tesla h de k . Por In tanln, la Jongitud del asta es 
cercana u 255 — 223 = 32 pies. » 

Eu algunos problemas es necesario hallar un angulo en un tri angulo rectangulo cu- 
yos catetos se dan. Para hacer esto, se usa la tab La 1 (pagina 480] “haria atras”; es de- 
cir, se encuentra el angulo con k relacion trigotiomelriea especifica, Por ejemplo, si 
sen H - j, < r cuAI es el Angulo (J? De la tabla 1 se pnedc dedr que & = 30* Para hallar 

oltHV 0 


SEN 


SEN 


-t 


un Angulo cuyo seno no se da en la Labia, sc usan las tec las 

ahcsev en una calculadora. Por ejemplo. si sen 6 = 0.8. se apiica la ted a 

0,8 para nblener ff = 53-13" u 0.027 radiancs. La calculadora tumbien proporeiona 
Angulos cuyo coseno o hinge rile se conocen, con La tecla 


cos 


1 


TAN 


1 


* M 

gt 

#1 

/ /■ 

p 1 

40 piesi? 

7 

,i 1 

BBS 

BBS 

BBS 

BOB 

-6 pies*- 



Ejemplo 7 Determiner el angulo en un triangulo rectangulo 

Una escalera de 40 pics esia apoyada eri un edificio. Si la base de la escalera esia 
separada 6 pies de La base del edificio, ^cuil es el angulo que forman la escalera y 
el edificio? 


Solueibn Pirimero se bosqueja un diagram a como el de la figura 1 2. Si & es el Angu- 
lo entre la escalera y cl edificio. erUonccs 


sen 8 = — = 0. 1 5 
40 

Por lo tanto, 6 es el Angulo cuyo senoes 0.15, Para hallar el angulo 6, se usa la tecla 
sen -1 en tina calculadora. Con la calculadora en el modo de grados. se obtiene 


ifenal prot&Qido por dsrschos 00 0.L1 ’.or 


Figura 12 


8 « 8.6* 
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GAPiTULO 6 Funcionea [ngonomairicas de angulos 


6.2 


Ejercicios 




'BWEjd! 

■■ — r&r^L 




L-6 ■ Encuentre los valores exactos de Jas seis rdaeiones irjgn- 
ciom^tticis del angulo 0 en d triangulo. 


15-16 ■ Express .v y v en icrminos de relackmcs trigononn^- 
iricas dc 0. 




7-41 * Encueiitie a) sen ct, cos 0. b) tan a y col 0 y c) see a y 
esc 0. 


1 7—22 ■ Bosqueje el tft&igiilo que itene Angulo agudo 0. y en- 
cuentrc las otras cinco relacioncs bigonomdricas de 0. 


17. senO = l IS. cos tf = | 

19. cot B = 1 H).ianS =Vy 


21 , sec 0 = j 


22. esc 0 = [t 




9-14 ■ Encuenirecl lado mareadocon c. En Iqs ejercicios 13 y 
14 cxprc.se su respuesta corn; eta hasta citKO decimates. 



23-2R * Evaluc la expnesi(5o sin usar una caJculadora. 

tt u 

23. sen — t- cos — 

6 6 

24, sen 30* esc 30* 


25. sen 30' ras 60 a +■ sen 6U CJ cos 30° 


26. [sen 60 :; }' + (cos 60 lV ) : 

27. (cos 3(F} 3 — (sen 30“ ) 2 


IS. 


ir ir tt n \ 2 

sen — cos sen — cos — 

3 4 4 3 J 



29^36 ■ Resuelva cl rriangulo. 

30 . 



d'JJi Idi P'l OlQQldO 


doe derechos do out or 



SECClON 6.2 Trigonorfietria de angulos rectos 


«s 



37, Use una regia para medir de manera cuidadosa los lados de] 
tritmgulo, y despu^s use sus medic iones para eslimar las sc is 
ralac iones trigonomdtricas de 8 . 



M, Con un trartsportador. bosqueje el tFi&iguto recdngvb que 
dene d Angulo agudo 40 5 r Mido los lados con cuidado y use 
su.s resul tados para esttmar las seis nelaciones trigonometri- 
cal de 40*. 

31M2 B Encucnire X correct* tiasca un decimal, 






43. Exprcse la lungimd x cn [£rmi nos de las relaciones trigono- 
metrical de 0. 



44. Ex.prcsc la longitud a. b, c y d en 1 a figura cn t£rminos de las 
relaciones trigonometrical de ft. 



Aplicaciones 

45. Altura de un Bdificm Se encuentra queel ingulo de ele- 
vacidn hasta la parte superior del Empire State en Nueva 
York es 1 1* desde el .sue la a una disiancia de I mills a panir 
de la base del cdificio, Use csta information para hallar la 
al tura del edificio Empire State. 


Material prolegido per der echos de autor 
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40 . Gateway Arch Un avidn estd volando denlro de la vista 
del Gateway Arch en St. Louis, Missouri, a una allure de 
35 000 pics. Al piEolo Ic gusiaria estimar su dittancia 
desde cl Gateway Arch, Encucntra que cl foguSo de depresidn 
respecto a tin puma sobre cl suelo debaju del area es 22 ? 
a I tCual es la distancia entre el piano y eJ area? 
b) j.Cuat es ladisuinciaerttrc un punto sobre el suelo 
dircctamcntc abajo del avion y el anco? 

47. Desviacidn de an rayO laser Un rayo laser se dlrigird 
haeia et centra de ]a Luna, pero se desvia 0.5* de su trayec- 
toria dcscuda. 

a l ^Cuiinto sc hit dcsviitdo el raya de su objetivo usignado 
cuando I Legit a Id Lima? iLu distancid de Id Tierra ;l Id 
Luna es dc 240 (XX) mil Ids). 

b l El radio de Id Luna inide alrededor de 1000 mi I las, ^El 
rayo choca con la Luna? 

4x. Distance a I mar Desde La parte superior dc un faro de 200 
pies, el angulo de depresion respeclo a un banco en el occano 
cs dc 23? t ;Que tan lejas csta cl banco desde la base del faro? 

4M, Escalera apoyada Una escalera de 20 pies sc appya contra 
un ediheio dc modo que cl angulo cnlrc cl suelo y la escalera 
es de 72°. jr A qud altura Ikga la escalera sobre cl editicio? 

■ Escalera apoyada Una cseidcni dc 20 pies sc apoya 
sobre un editicio. Si la base dc La escalera csta a 6 pies dc lit 
base del edifieio, ;,eual es el lingulo de tkvuei^n de Id esot- 
lent? L -,Qtk altura a lean /a la escalera sobre cl editicio? 

51. Angulo del SoJ Un urbul dc % pies proyeeta und sombre 
dc 1 20 pics de largo. (r Cual es c! angulo dc etevacifri del Sol? 

52. ALtura d£? una tor re Un cubic dc sujccidn dc 600 pies sc 
unc a Ja parte superior dc und lane dc comunieac tones, Si el 
dlambre fontid un iingulu de 65 5 eon el sue la, £i euiil es Id dl- 
turadc la tome de comunkadories? 

53. EJevacion de una com eta Una persona yaee sobre Id. plu- 
ya, volando una cometa. Maniiene cl extrema de La etierda tie 
la cornea dl ravel del suelo, y esdxns que el angulo de eleva- 
cidn de Id cometa es de 50 s * St la cuerida mide 4S0 pies de lar- 
go, ;cua] es la altura de la cometa aniba del nivel del suelo? 

54. Calcuilo de urta distancia Una mujer parada sobre unaco- 
lina ve un asta de handera que sahe Liene 60 pies dc altura. El 
angulo de depresirin respecto de la parte interior del asta cs 

1 4*' y cl angulo dc elevation rcspccto dc Id parte superior del 
asla es dc 18°. EncuciiUc Id distancia x desde d asla. 


55. Altura de una torre Una tone de agua se localiza a 325 
pics de un cdilkio (veusc Id tigura). Desde una ventana cn d 
edifieio* un otnervudor nota que el Angulo de elevacidrt de la 
parte superior de La lone es de 39° y que el angulo de depne- 
siort respecto a la base dc la tome es dc 25°. ^Qu£ tan alia cs 
Id tunc? ( A que altura, esta la vcnlana? 



325 pies 


56. Cafculo de una distantici Un aeroplano vuelaauna altu- 
ra de 5150 pies dtrcctamente aniba de una canetera recta, 
Dos aulomovilislas conduccn cn la canctcracn 1 alias apucs- 
tos del avion, y cl ingulo dc depnesion respccto a un auto- 
mbvil cs 35 : ' y respecto at otro es 52? ^Cuj] -es la distancia 
que separa a Los autonibviles ? 

57 . Calyulrj- de uriij distantia S] ambos autombvilcs del 
ejercicio 56 eslin en un I ado del avidn y si el angulo de 
depresirin respecto a tin auiomrivit es de W y respecto al 
otro es dc 52“, lan apartados esiJn los autonifiviles? 

58. Altura de un globe uii globo de aire ealiente flota arriba 
dc una carrotera rectu. Pare cstimar su altura tcspeeio al ni- 
vel del sucEo. los acrauautas mi den dc mancra simultanca cl 
angulo de depnesion respecto ados postes dc kilometraje 
oorsecutivos sobre la carreter^ del mtsmo lado del gloExt. Se 
encuentra que los Angulos de depresibn son Hf y 22°. iCu4l 
es la altitud del globe? 

59- Altura de una montaria para estimar la altura de una 
monlana arriba dc una llanura plana, cl ingulo dc clcvaciun 
hasta la parte superior dc la muntana cs 32? Mi! pics mis ucr- 
ca. de la oiontana a lo largo dc la tlanura, sc cncucntra que cl 
angulo de dcvacibn cs 35? Estime la altura de La montaha. 

6d, Altura da una eubiarta de oubes Para medir la altura 
de la cuhierta de rubes en un aeropuerto, un trabajador di- 
rige un reflector hacia arriba a un angulo de 75* desde la ho- 
rizontal. Un observador a 600 m nude el dngulo de 
dcvLieidn hasia el putito de lui y cncuentra que es de 45°, 
Determine la altura h de taeubiena de uubes. 




A 


ft 


ir \ 


6(H) m 


aterial pt'oiegido por derechos do autor 
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61. Distance a I Sol Cuando in Luna se encuettra 

menlc cn la fast de media lima, la Tiena, La Luna v el Sul 
Forman un ingulo recto (v£ase la liguruj. En esc momenta el 
angulo que forman el Sol, laTiena y La Luna es de &9.85 : . 
Si la distaneb dc la Ticrra a la Luna es de 24tHKH‘> mi Has, 
estime la distancia dc EaTicira at Sul. 



62- Dist^nci^ a la Luna Para ha liar la disiancia al Sol como 
eu el ejercicio 61, se neeesita conocer la disianeia a la Luna. 
A continuation se da una imnera, para estimar e&a distancia: 
cuimdo se ve que la Luna esta en su cenit en un pimto A 
sabre la Ticrra, .sc observa que esb em d hoiizonie desde d 
punto 8 (v6asc la figura), Los puntos A y 8 estin separados 
6155 mil las, y el radio de b Ticrra midc 3960 mil las. 

aj Encuentre el angulo 9 en grades, 
b) Eslimc In distancia del pun to A u b Luna. 



63. Radio de la Tierra En el ejerckin 12 de la seecidn 64 
se dio un metndo para determiner el radio de JaTierra. 

A conti nuaetdn se describe un rnetodo mis modemoi desde 
un sateLite a 600 mi lias am ha dc La Ticrra, se observa que cl 
dngulo Formado por la vertical y La Ifricu dc vision at huri- 
zontc es 60.276*. L'se esta informacion para hallar cl radio 
de la Ticrra 



M, Rarulaje Para halbr In diMaiieia n eslrellas cercanas, se 
usa el nietodo dc parabje. La idea cs hallar un inangulo 
con La cstrelb en un Venice y ran una base tan grande como 
sea po&ible. Piira ( mIo. se observa a La estnlia cn dus bempos 
distintos se parados exae tame ate scis tncscs, y se registry su 
cambtode position aparente. Dc cstasdosobscn adorcs, 
se puede calcubr Z K , SE, \ Los liempos sc cligen dc mode 
que /-E { S£ 2 sea La mis grande posible, lo que garuntiza que 
Z.E| OS sea 90”.} EL angulo E\ SO se denomina parataje 
de la estnella. Alpha Ccntauri, la cstrelb mas ccrcana a la 
Ticrra. dene un paraluje de 01)002 1 t u . Eslimo b distancia 
a csla cstrelb. (Tome la distant ia dc la Ticrra al Sot Como 
9.3 X 10' millas. ) 



65, Distamciia de Venus al Sol La cloflgtlrifcl ride un planers, 
es el fingulo que Forman el planets. b Ticrra y el Sol (vea.se 
la figure), Cuando Venus akranza su elongaeirtn mist i made 
46, y, la Ticrra. Venus y el Sol forman un triangulo con un 
dpgulo recto en Venus. Encuentre la distancia entre Venus 
y el Sol en unldades astronomical (UA). (Por definition, la 
distancia entre la Tierra y el Sol es ] LA.) 



Descubrimiento • Oiscusion 

66, Trf&ngulos Si das tri angulos son similarcs, 

^,quc propiedades comparlcn? ExpLiquc edmo cstus prepie- 
dadcs haven posible definir rdaciories [jigonotlWtriess sin 
considerar el tamaflo del tri&tgub. 


iterial protegldo por derechos 
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Funciones trigonomatricas de anguios 


En la seccidn precedents se definiemn relaciones trigonometricas para ingulos agu- 
dos. Aqui se amp [fan las relaciones trigonomatricas a todos Ids itnguios definiendo las 
funciones trigonometricas de anguios. Con estas funciones se pueden resolver pro- 
blemas pr&cticos en los que los Angulos no nccesariamente son agudos. 

Funciones trigonometricas de anguios 

Sea POQ tin inangulo reciingulo con Angulo agudo & como se muestra cn la figura 
la). Coloque d en la posicidn estindar como se muestra en la figura lb). 


Figure 1 



Entonces P — P(x, v)es un punto sobre el lado terminal de 0, En el triangulo POQ r 
el caieto opuesto liene longitud y y el cateto adyacente Liene longitud jc. Por medio 
del Ec ureim de Pitigoras se puede observar que la bipottnuM Liene longitud 
r = Vr +■ y 2 . Por lo tanto, 

y x y 

sen & = ~ cos 6 = - tan 0 = - 
r r x 

Las oiras relaciones trigonometricas se pueden hallar de la misnia forma. 

Estas observaciones permiten amp liar las relaciones trigonomatricas a cual- 
quicr angulo. Se delinen las funciones trigonomatricas dc Angulos como siguc 
O r £ase la figura 2). 



Definition de funciones trigonometricas 


Sea Sun Sngulo en posicidn estandar y sea Fix, yl un punto sobre el ladb ter- 
minal, Si r = Vjt +■ y 2 es la distancia del origen al punto P[x, vh entonces 


y 

sen 6 — 

r 


„ x 
cos 6 — - 
r 


tan 9 = (jc * 0) 


esc 0 — — (y # 0) sec 0 — — (jc ^ 0) cot ft = - (y ^ 0) 

y x y 


atari al protuQicJo por dorse In os do aulor 


Figura 2 




S-ECOON 6.3 Funciones ti ic|onometncas de anguJos 


489 


Relacion con las funciones 
trigonometricas de numeros reales 


Es posibie que ya hay a estudiado las funciones tri- 
gonombtricas defmidas por medio del circulo unita- 
rio {capftuto 5), Para ver como se relacionan las 
funciones trigonometricas de un Angulo, se comen- 
zara ton e! dnculo umtario en et piano coordenado. 



cs cl punto sobre la 
circunferenda delermrnado por t. 


Sea Pfx, y) el punto sobre fa circunferencia de- 
terminado por un arco de longitud t en el circulo 
unitano. Ententes f subtiende un angulo 0 en el 
centre del circulo. Si se baja una perpendicular de 
P sobre el punto Q sobre el eje x, el tnangub 
AOPOes un tnangiio rectangulo con catetos de 
longitud x y y, como se muestra en la figure. 



El trilngnto OFQ es 

un trungulo rect&igulo 


Ahora, por la definicidn de las funciones trigo- 
nometneas del numero real t, se tiene 

sen f = y 

COS t - X 

Par la definicibn de las funciones trigonometricas 
del angulo &, se tiene 

catsto opuesto y 

sen 0 = - -- = 7 - y 

hipotenusa 1 

cate to adyaoente x 
cos & = - = 7 = x 

hipotenusa 1 

Si 0 se mide en radianes. entonces Q - r. (Vea- 
se la figure a continuacibn.) Al comparar fas dos 
formas de definir las funciones trigonometricas, 
podemos observer que son idbnticas En otras 
palabras, como funciones, asignan vaiores identic 
cos a un deternninado numero real (el numero 
real es fa medida en radianes de if en un caso 0 la 
longitud rde un arco en el otro). 



La tTK-dnlu cn radumvs 
del Angulo fifes t. 


I Por pub entonces se estudia trigonometria en 
dios formas distintas? Debsdo a que aplicaciones 
diferentes requieren que las funciones tngono- 
metneas sean conssderadas de forma d if ere me. 
{Veanse Enfoque en at modeiado, pagmas 459, 
522 y 575 y las secciones 6.2, 6.4 y 6.5.) 
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Figura 3 


El siguienlc dispositive nernoliJcnko se 
jwede usar para; pecuniar que ftmckmes 
togonutn&Fieits to a posilivas en c?j<£a cua- 
dranle: todas, sem tangent o cokdq, 

j, 

Seno F odas. 


i 

angente Coseno 


Eaiv sc pucde rcturdur com* bdas las 
■vcfloriiaii loman ( ilculo". 


VI 



Figura 5 


Puesto que la division eiilre U no es una ope radon definida. ciertas funciones trt- 
gonomelricas no estan defi nidus para cierlos angulos. Por ejenvplo. inn 9(f = yjx no 
esla del ini da prtrqUc .x = G, Los dngultis para Ids que podriun no uslar del ini das las 
funciones trigonometricas son los angulos para los que la coordenada x a y de un 
punto en el lado lenninal del angulo es 0. Esios son los Angulos de un ciutdrnnte. 
angulos que son coterm inales eon los ejes coordcnudos. 

Es un hecho crucial que los valores de las funciones trigonometricas nt) dependen de 
la election del punlo P(x, y), Eslo es ponque si P’{x\ y r ) es cualquier otro punto sobre el 
lado terminal, oomo en La figura 3, entonces los triangulos POQ y P'OQ ' son si mi lares. 


Evaluation de funciones trigonometricas 
a cualquier angulo 

De la de time ion se puede observar que los valores de las tunciones trigonom&ricas son 
todos positives si el angulo 0 tiene su lado terminal en et cuadranle l. Eslo es porque.r y 
y son positivos en este cuadranle. I Por supuesto. res positive siempre. pueslo que es sim- 
pleTTienie la distune ia del on gen al punto tf.v, y).| Sin embargo, si el lado terminal de 0 
esia en el cuadranle II, emonces x es negadva y ees posiliva. Asf. en el cuadranle U las 
funciones sen 0 esc 0 son positives, y las otras funciones irigonom^uicas tienen valores 
negatives Se pueden comprohur los otnos elemenlos de la tab! a siguiente. 


Signos de las funciones trigonometricas 


Cuadranle 

Funciones positivas 

Funciones negatives 

l 

todas 

ninguna 

11 

sen, esc 

cos, sec, tan, cot 

III 

tun, eot 

sen* esc, cos, sec 

IV 

cos, sec 

sen, esc, tan, cot 


Ahora diiigiremos la atenciGn a ha liar bis valores de las fund ones trigonomdri- 
cas para Angulos que no sou ag udos. 


Ejemplo 1 


Hallar las fund ones trigonometricas de angulos 


Hatliir a) eos I35 u y b) tan 390*. 


Solution 

a) De la figura 4 se puedc ohservar que eos 135“ = — xjn Pett> cos 45 :; ' = xjr y t 
puesto que cos 45° = V'2/2, se (iene 


cos 1 35 n 


V2 


2 


b) Los Angulos 390' 1 y 30* son eoterminales, De la ligura 5 es claro que 
tan .3 0° = tan 30° y, puesto que tan 30° = \ f 5/X sc tiene 


tan 390“ 


V3 

3 


Material 
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Del ejetnpk) 1 se puede observur que las fuacionfis tngortom^trieas para angulos 
que no son agudos lienen el mismo valor, excepto posiblemente per el signo, que las 
funeiones trigonom^tricas correspondents de un angulo agudo. AI Angulo agudo $e 
le Ilamara angulo de referenda. 


Angulo de referenda 


Sea ti un angulo en position esuindar. El angulo de referenda 9 reladonado 
eort w es el Angulo agudo formado por el Lido terminal de a y el eje a. 


En la figura 6 se muestra que para encontrar un Angulo de referenda es util conocer 
el cuadrante en que se localize cl lado terminal del Angulo. 


Figura 6 

El dngulo dc referenda 
8 para un dngulo 0 








Figura 7 



Ejemplo 2 H a liar angulos de referenda 

5tt 

Encuentre el angulo de referenda para a) 61 = — y b) 0 — 870°, 


Solution 


a) El dnguio de referenda es el dngulo agudo fonnado por el lado terminal del 
angulo 5 tt/ 3 y el eje x (v&ise la figura 7). Puesto que el lado terminal de este Sngu- 
lo estA en el ouadrante JV + el Angulo de referenda es 



t r 

3 


b) Los angulos 870° y 150* son eolermi nales [porque 870 - 2(360) — I50J. 

Asf t el lado terminal deestc Angulo estA en el cuadrante U ivease la figura 8). Por 
to tanto T el angulo de referenda es 


9 - 180 s - 150 s - 30° 


Evaluation de funciones trigonometricas para cualquier angulo 


Para hallar !us valores de las fun dunes Irigcmomdricas dt- dtafqukr angulo. se 
lie van a cabo los si gui ernes pasus. 

EncucnLre cl dngulo de referenda B reJadonado eon el angulo ft. 

i ' Determine el signo de la fundtin trigonometrica de ft observandu d cuadrante 
en el que se local ir.i 9 , 

El valor de la funcidn trigononrwStrica Je 9 es d mismtx gxcepto posiblemente 
por el signo,. que el valor de hi functor trigonometrica de 9. 


iterial protegldo por derechos de 


aulor 
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Figura 9 


sen 240° es ntgattvo 



Figure 10 


s_ 

T 


_r 

c 


tan 495° es n egativa, por to 
tamo cot 495° es negativa. 



Figura 11 


S r 
r c 


sen nr e s negotiva. 



Figura 12 

S I T 

— h- cos(— 7} f J positiva, por to 
T | C 

tanto sec(— f } es positiva. 


Ejemplo 3 Como osar el angulo de referenda 

para evaluar funciones trigonometricas 


Encuentre a) sen 240 a y b) cot 495°, 

Solucion 

a) Este dngulo tiene m lado terminal en el cuadrante 111, como se muestra en la 
figura 9, Por lo tanto, el angulo de referenda es 240° — 180° = 60°, y el valor 
de sen 240° es negative, Asfi 

V3 

sen 240° = —sen 60 D — 

2 

Sigti o Angulo de referenda 


b) El angulo 495° es cotermmal eon el angulo 135°, y el lado terminal de este 
angulo estsi en et cuadrante II T como se muestra en la figura 10. Por coitsb 
guiente, el angulo de referenda es 180 s - 135° = 45°, y el valor tie cot 495° 
es negativo. Se tiene 

cot 495 s — cot 1 35 — — cot 45 ° — - 1 

■ '***£■ ‘4 

Sign* Angulo de reference * 


Angulos co terminal;^ 


Ejemplo 4 Como usar el angulo de referenda para evaluar 
funciones trigonometricas 


_ , IfiTT 

Encuentre a) sen — — y b) sec 


(- 7 > 


Solucion 

a) El Ingulo 16 tt/ 3 es coterminal con 4tt/3, y estos anguios esfiin en d cuadrante 111 
(v^ase la figura 1 1 ). Asf, el angulo de referenda es (4-ir/3) — tt = tt/ 3. Puesto 
que el valor del seno es negative en el cuadrante 111, se tiene 

Vi 


16tt 4tt ft 

sen — — = sen — - = —sen -■ — — — 

3 3 3 2 

Angulos cotermlnalps Anguto do reference 


b) El dngulo — ir/4 estS en cl cuadrante IV, y m angulo de referenda es rr/4 (v£ase 
la figura 12). Puesto que la see ante es positiva en este cuadrante, se tiene 

( it \ tt Vl 

"*VV m+m> 4~-? 

Sign 0 Angulo de rsforarwlj 


Identidades trigonometricas 

Las funciones trigonometricas de ingulos est&n relacionadas entre si por varias ectaa- 
dones import antes llamadas identidades trigonometricas. Ya se han encontrado las 
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tdentidades reciprocal. Estas idenEidades todavfa sc eumplen para eualquier Angulo 8 . 
siempre que ester defi nidus ambos miembros de la ecuacidm Las identidades pitago- 
ricas son tma consecuencia del Leorema de Pitfgoras.* 


Identidades fundamental es 


Identidades reciprocas 

I 


esc 8 = 


sen 8 


tan 8 = 


sec 8 

sen 8 
cos 8 


COS 8 


cot 8 — 


(an 8 


cot 8 - 


c o $_6 
sen 8 


Identidades pitagdricas 

sen 2 8 -\- cos 1 # =l tan 'ft + I = sec 2 # 


] + cot 2 fl = csc 2 0 



■ Demo st radon Sc demosirara primero la identidad pitagdrica. Si se utiliza 
x 3 + y 2 - r {el leorema de Pil&goras) en la figura 13, se tiene 

sen-& + cos 1 # = ^ ^ = ^ = I 

Ask sen 2 0 + cos 2 0 = L (Aunqueen la figura se tndica un anguloagudo, se debe com- 
probar quo ta dernostracibrt se cumple para todos los dngulos 8 .) i 

Veanse los ejercicios 59 y 60 para las demostraciones de las otras dos identidades 
pitagdricas. 

Ejempfo 5 Expresar una fun cion frigonometrica 
en term in os de otra 

a) Express sen 6 en terminos de cos 

b) Exprese tan 8 en i^ntiinos de sen 0, demde $ esii en el cuadrante II. 

Solucidn 

a) A pan i r de la primers identidad pitagbnea se obtiene 

sen 0 = ± V I — cos*# 

donde el signo depende del cuadrante. Si 8 esta en el cuadrante 1 o II, entonces 
sen 6 es positive y, en consecuencia, 

sen 0 = V" 1 “ cos 2 # 

rciieniras que si 8 esta en el cuadrante III o IV, sen 6 es negativo y t por lo tanto, 

sen B ~ - Vi - cos 1 # 


* St&lnnwe In punrvciidrtn usual k **tribir sni’tf jsim l sw tt f - Efl ge«nl. J* escribe mu* a pata (see 0f para los esicerofi 
r ckCrpiuii “ -K Eji La socd&i 7.4 se quid sL^nriticado aJ cxpcincine m = - 1. Pdf supucstu. se apllca La runma 

cMWMCkiti u Las cHras dnCc tu ncreises IngDfiwttttrieiis. 
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a 

a) 



b> 

Figurs 16 


El Area de un tri Angulo es sA = ' X base X ahum. Si se conocen dos lados y el 
Angulo ineluido de un iri Angulo, ententes se determina la altera por medio de las i un- 
ci ones crigofLom&ricas, y de Asia se eneuentra e! Area. 

Si B es un Angulo agudo, entonces la alters del tri Angulo de la lie uni 16(a) sc de- 
termine mediante h - b sen 9. Asf, el Area es 

si = | X base x allura - \ab sen 9 

Si el Angulo & no es agudo. ententes de la figurn 1 6(b) se puede observar que III alte- 
ra del tri Angulo es 

h - b sen( 1 80° - 9) — h sen 0 

Esto es as! porque el Angulo de referenda de 6 es el Angulo 180° - 9, Asi, tambfen 
en este case el Area del (riangulo es 

- J X ba*e X altera = } ab sen 9 


Area de un triangulo 


El area .-i de un tri Angulo con lados de longitudes n v b y con Angulo 0 
tneluido es 

:A = \ab sen ft 


C 



Ejemplo 8 Hallar el area de un triangulo 

Encuentre el Area del triAngulo ABC mostrado en la ligura 17, 

Sol uc ion El tn Angulo tiene lados de longitudes 1 0 cm y 3 cm, con Angulo induido 
de 1 20 s . Por io tanto. 


si = kab sen 9 

= y(10)(3) sen m° 

— 15 sen 60° Angulo-de refenericla 



1 3 cm 5 


■ 


6.3 


Ejercicios 


1-8 ■ Encuentre el Angulo de referenda para el Angulo dado. 





4tt 

33ir 

23 w 

L a) W 

b) 330* 

c) -30 D 

b. a} — 

b| — 

c) 




3 

4 

b 

2. a) 120* 

h) -21ET 

c) 780" 







„ 5ir 



3. a) 225* 

h) 810" 

c} -105° 

7. «) T 

b) — 1 A-jt 

C> 1-4 

4. a) 99* 

b) -199° 

c) 359 s 

8. a) 2.3ir 

b> 2.3 

c) -I0ir 

_ .Hit 

Ilir 

l 1 TV 




S. *) — 

b) — 

6 

‘> 3 
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CAPSTU LO 6 Fu ndo nes t ligonomAtricas de ang u los 


■9—32 ■ Eneuenirc el valor txacio dc la funcidn trigonomtfirica. 


9. 

sen I5QF 

10. 

sen 225° 

11. 

cos 135° 

12. 

oos(-60 ci ) 

13. 

lan(~60°) 

14. 

sec 300 3 

15. 

«c(-63Q°) 

UL 

cot 210“ 

17, 

cos 57Ef 

18, 

sec 120° 

19, 

tan 750 s 

20, 

cos 66tf 


2w 

22. 

5tt 

23. 

3tt 

2L 

sen — 

sen — 

3 

sen — 
2 


7tt 

25. 

( 7lT \ 


5ir 

24. 

COS 

cost 

26. 

lan — 


3 


V 3 / 


6 

27. 

|7iT 

28. 

5tt 

29. 

( 7r \ 

sec — 

CSC ““ 
4 

“•l") 

30, 

lit 

31. 

Sir 

32, 

Hit 

cos — 

ton — 

sen — — 


4 


2 


6 


33-36 ■ Encuentre el cuadrante en el que se localize 0 a parti r 
de la infarmacidn dada. 


33. 

sen 0 < 0 

y 

cos 0 < 0 

34. 

tan 0 < 0 

y 

sen 0 < 0 

35. 

sec 0 > 0 

y 

ran 8 < 0 

36. 

esc 8 > 0 

y 

cos 0 < 0 


37-42 ■ Eseriba la. primera funcidn UigonomeLricu en L^rminos 
de la segunda para 8 en el cuadrante dado. 


SI. Si 8 — it/ 3, encuentrc cl valor de cada expiesidn, 
a) sen 20, 2 sen 8 b) sen | 0 r § sen 0 

ej aanft fl ,, scn(0 J ) 


52, Encuentre el Area del iriAngulo con lados de longitud 7 y 9 
y Angulo incluido de 72 c . 

53. Encuentre cl area de un iri Angulo cun lados de longitud 10 
y 22 y Angulo incfcuidu de Hi 0 . 


54. Encuentre el area de un os Angulo equilitera eon tado de 
longitud 10. 

55. Un iri Angulo dene un area de 16 in 1 , y dos de los lados del 
irian gu to tienen longitudes de 5 pulg y 7 pulg. Encuentre 
el Angulo que incluyen estos dos lados. 

36. Un tri Angulo iidscdts dene un Area dc 24 cm 2 , y cl Angulo 
entre I os dos lados iguales es 5ir/6. ^CuAl es la longitud dc 
los dos lados iguales? 

57-58 ■ Eiicucnirc tl Area dc la region sombreada cn la ligura. 



59, Use la primera identidad pitogdrica para probar la segunda, 

divida entre cos 2 0.] 

60, Use la primera identidad pitagtirica parti pro bar la tefeera, 


37, 

tan 0. 

cos 0: 

0 en el cuadranie III 

38, 

cot 0, 

sen B, 

0 en el cuadranie Li 

39. 

cos 0, 

sen 0; 

0 eiret cuadranie LV 

40, 

sec 0, 

sen 0; 

0 en el cuadranie l 

41, 

sec 0, 

tan B‘ r 

0 en el cuadranie H 

42. 

esc 8 t 

cot 0; 

0 en el cuadranie III 


43-50 ■ Encuentre los vaiores de las funciones trigonometrical 
de 0 a partir de la informacidn dada. 

43, sen 0 = & en el cuadrante I I 

44, cos 8 = — & en el cuadranie 111 

45, tan 0 = - | t cos 0 > 0 

46- sec 9 — 5, sen 9 < 0 

47. esc 0 = 2, 0 en el cuadrante I 

48, coi 0 = *„ sen 0 < 0 

49, cos B = - i. ran 0 < 0 

50. tan 0 = -4, sen 0 > 0 


Aplicaciones 

i- 

6t. Altura de un cohefe La trayectoria de un cobetc en posi- 
don recta cs seguida par un observador sabre el suelo a una 
mi I la dc distanc'd. 

a) Muestre que cuando el Angulo de elevadtin es 8, la altura 
del cohere en pies es ft = 5280 ton 0. 

b) Complete la labia para encontrar Ea alturadel cohete a 
los Angulos dc clcvacitin dados. 


0 

20* 

6£f 

80* 

85° 

h 








4 

** 

-* * 


& 

j* - 

jT 


jr" 

J* 

*- 

jF 

** 

■T ' 

1 

h 

* 

1 milks 

—m 
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I'kfv. VueSta en una esq Dina Se lleva un lubo de acero por 
un pasillo de 9 plus, de ancho. A] final del pass I Jo hay una 
vuclEa cn ingulo recto hacia un pasillo mas cslrecho d c 
6 pics dc ancho. 

a) Mucslrc quc la longitud del Eubo dc la ligura. sc rnoddtf 
medkinlc La furtciurt 

= 9 esc 8 + 6 seed 

II li b| Grafiquc la funciin L paraO < 6 < ir/2. 

| c) Eneuentne cl valor mfnimu dc la fundon L 
di) Explique por que d valor de L que encontrft en el ineiso 
c) es la longitud del tubo mis largo que puede ser llevado 
alrededor dc la esquina. 



69. Arco iris Los urco iris sc lorniun cuando la luz solar de 
dsfercntcs longitudes de onda (colofcs) se refracta y refleja 
cn goi&s de agua. El ingulo de clevreidn fl de un arco iris 
es siempre el mismo. Se puede demostrar que & = 4^ — 2a< 
donde 

sen a = k sen {} 

y a = 59,4° y Jt - I .33 es d Jjidice de refhuxitin del agua, 
Use Ea information dadu para eneontrar el ingulo de eleva- 
citin 6 de un arco iris. (Para una explication maiemacica 
d< los MCO j ri$ vine 5a ed. de James Stewart, 

pdguuA 288 y 289.) 


* 

i 

— M ' 1^ ■■ 

/ 

/ 

/ 

/ 

i 

/ 

t 

J 

f 

f 

t 


Descubrimiento * Debate 

211. Use do una calcuJadora Para resolver cierto problcma, 
sc requiere halLar cl seno dc 4 rad. Su compaficro usa su 
calculation! y Ic dice quc 

sen 4 = 0.0697564737 
En su calculadora usted obliene 

sen 4 = -0,7568024953 

iQu£ esti ma|? iQu£ error cometiri su compaftero' > 

71. Dia grama trigone motrico de Viete En el siglo xvi, 
d niaEcmicico francos Francois Vide (v6asc Ea ptigina 49) 
pub! Leri el siguienie diagrama notable. Cada una de las seU 
Curve tones trigonometricas de 0 es igual a la Longitud de un 
segenenta de recta en la figura. Por cjemplo, sen 6 - | PR | t 
pucsto que dc A OPR se puede observar quc 

cateto opuesto 

sen ff — 

hiputenusa 

_L PJ !i 

I Ml 

! 

= 1^1 

Para cada una dc las otras cinco funcioncs irigononknicas, 
emaentre un segmenio dc recta en 3a figura cuya longitud 
es igual a I valor dc la funcidn cn tL { Nora: cl radio del 
circulo es 1, cl ccnEro cs O t d segmento 05 es langcntc 
;.tl circulo cn R y /LSOQ es un ingulo recto.) 


5 



V 
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Ss duplies cl ladode un luEh!i. su 
vu lumen sc multi plica por 2 \ 


8, a) Si dos cubos tienen relation de similitud s T rnuestre que sus volumenes V t 

y V : tienen la pro pie dad de que Vj = rV|. 

b) Si d I ado de un cuho sc muliiplica por 10, ^porcuAI factor sc multiplica 
el volumen? 

c) ^Cbmo .se puede usar el heeho de que un objeio soli do sc puede “llenar 1 
ined tame cubos pequefios para mostrar que para dos solidos cualesquiera 
con relation de similitud ,r. los voldmenes satisfacen V 2 - ^ ’ V, ? 

9. King Kong es |0 veces un alto coma Joe. im gorila Je lamano normal que 
pesa 300 lb. Si sc supone que King Kong y Joe son si mi litres, use los resulta- 
dos de los probleraas 7 y 8 para contes tar las si gui cites preguntas 

a) ^Cuantci pesa King Kong? 

b) Si lamano de Joe mide 1.3 pulg de largo, r.euiinio mkie 3a mano de King 
Kong? 

c) Si hacer una camisa para Joe requiere 2 yardas cuadradas de tela, tl cuAnla 
tela requerirla una eamisu para King Kong? 


6.4 


Ley de las senos 


c 



Fiflur* 1 


En la seccidn 6.2 se emplcaron relaciones trigonometrical, para resolver tri Angulos 
reeling u los, Las funciones trigonometries se pueden usur tambien para resolver 
tridngulos obUeu&s, es dedr, tri Angulos, sin Angulos rectos. Para hacer esto, se estudia 
primero la ley de los senos y luego la ley de los cosenos en la siguiente section, Para 
expresar estas leyes (o formulas) con tnAs facilidad, se sigue la convention de marcar 
los Angulos de un triAngulo como A y B r C y las longitudes de los lados opuestos 
corcespondiemes como a. b, c T como en la figura 1 . 

Para resolver el tri Angulo, es necesario conocer cierta information aeerca de sus 
Jados y Angulos. Paradetidir si se tiene information suficiente, con frecuenciaes Alii 
hater un bosquejo. Por ejemplo, si se dan dos Angulos y el lado incluido, entonces es 
claro que sdlo se puede formar un solo triAngulo (vdase la figura 2a)). De manera 
similar, si se eonocen dos lados y el Angulo incluido, entonces cstA determinado un 
solo tri Angulo (figura 2c)), Pero si se conocen los Ires Angulos y ninguno de los lados, 
no se puede deierminar de manera unite, el triangulo porque muchos triAng ulos tienen 
los mismos tres Angulos. (Por supuesto todos estos tri Angulos serf an similares.) Asf 
que no se considerarA estc Alii mo caso. 



Figura 2 

En general, un triAngulo esta deierminado por ires de sus seis panes (Angulos y 
lados) siempre que por lo menos una de estas tres partes sea un lado. Asi\ las posibk 
lidadcs, jlustradas en la figura 2. son como sigue. 


rial 


■ nr 


:i i do por dfjrt 


i n c 


lor 
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A 

Figure 5 


Ejemplo 2 


Resolver un triangulo (LLA) 


Resuelva el triangulo de la figura 5, 

Solution Primero, Z.B = 180° — (20 D + 25 a ) = 135°, Pueslo que se conoce d 
lado c\ para ballar el I ado a se usa la relation 


sen A _ sen C 
a c 


c sen A 

sen C 


80,4 sen 20° 
sen 25° 


65.1 


Ity de 1.23 senes 
Pespeje & 


De nianera similar, para encontrar b utilizamos 

sen B _ sen C 
b c 

c sen B 80,4 sen 135® 

b - “ - = - — • — * 1 34,5 

sen C sen 25® 


Ley de Ic3 senos 


Pespeje b ■ 


El caso ambiguo 

En I os ejemplcs I y 2 se determina un triangulo ilnico por la information dada. Esto 
se cumple siempre para el caso 1 (LAA), Pen) en el caso 2 (LLA) podria haber dos 
triangulos. un tridngulo o ninguno con las propiedades dadas. Por esta razon, el ca- 
so 2 a veces se llama caso ambiguo. Para ver por qu£ esto es asii, se muestran en 9a 
figura 6 las posibitidades cuando se dan el Angulo A y los lades ay h. En d inciso a) 
ninguna solution es posibte, puesto que el lado a es demasiado corto para completer 
el triingtilo. En el inciso b) la soluckm es un triingulo rectdngulo, En el inciso c) dos 
solcciones son posibles y en el inciso d) hay tin triangulo dnico con las propiedades 
dadas. En los ejemplos siguientes se ilustran las posibilidades del caso 2. 


c 



Figura £ 

EL caso ambiguo a) 


C C 




c 



Ejemplo 3 LLA, el caso de una solucion 

Resudva el triangulo ABC donde AA = 45°, a = 1 V2 y b = 7, 



A 



B 


Solucion Primero sc bosqueja d triangulo con La informacidn que se tiene (vda- 
sc la fig ura 7), El bosqueju es neccsariamente tentative puesto que atin no se conocen 
los otros Angulos. Sin embargo, ahora se pueden ver las posibilidades. 

Se encuentra primero Z.B, 


sen A 
a 

sen B “ 


sen B 
~h~ 

£ sen A 


7 

7V5 


sen 45® 



Ley de los 


1 

2 


Despejs &• 


anal pr os 


Figura 7 


a 
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CAPjTULO 6 Fu ncio nes Irigonom etr ica s de ingutos 


^Cuales dngulos B liene sen B = De la section anterior se sabe que hay dos 
Sc ^[iMilenin si’iln ingukv; m .. - pcquc angulos mds pequenos que 1 80" (estos son 30 a y I5Q D ). ^Cuil de estoS ingulos e$ 

fio<. que IMJ . pue ,to que ningun .in >2 ulo compatible con lo qire se sabe acerea del triSngulo ABC! Puesto que LA - 45°, no 

pucdc oomener un aingulode 180“ o sc putde l6 - ncr / H ~ 150°, porqut 45° + 1 50" > 180". Per lo tanka. Z£ - 30'. y el 

mi ^ Rwfc angulo restante es ZC = 180" - (30* + 45") = 105". 

Ahora se puede hallar el lado c. 


sen B sen C 


Ley He* scrip® 


h sen C 7 sen CG5 e 
sen B sen 30® 


7 sen 1 05 5 

1 

2 




13.5 


Deepeje c ■ 


K 


El erMvtoweftm de un angu.Ui> d idondc 
0 £ H 1 s ! 80*3 es el .uigulo I StT - ft 


En el ejemplo 3 hubo dos posibilidades pani el angulo B> y una de estas no fue 
compatible con el resto de la information. En general, si sen A < 1 , ie debt compro- 
bar el angulo > su cumplemento como pofiibiltdades, purque cualquier angulo mis 
pcqucriu que I HO" puede eslur en d triangulo. Para decidir si CU&lquiera de las posi- 
bilidades funciona, se comprueba si la suma re&ultante de los angulos excede 180". 
Puede suceder, como en la ligura 6(c)* que amb&s posibilidades son compatibles con 
la infomtatidn dada. En ese caso, dos triangulos diferentes son soluciones del problema. 


1 

La a^riiriensurH es un fflAudO de 
medititin del suelo usido para eht- 
borar mapav E^>s agrimenBores 
usan un process Llamado trianftu- 
lacioi n en et que se erca una red de 
miles tie iriisngukis. entrelazados en 
cl area de la oial sc elaborati nr 
maps. Sc infcia d pruceso midterm 
do la (ongitud tic una tin* a has c cn- 
ltc dos estariones Jt.- tgrimemura 
Enlnnces, usando un inslrumenld 
Itaniado teodolita, sc mi den los an 
gulos entre estas dos estiuriones y 
una icrccra cMaeidn. Entonecs sc 
uwan las ky« de kts sc nos para 
calcular los olios dos latlos del 
uidflgulo tdrmado por las ires esia- 
e Jones. Los lados eakuUdos se 
utiHizan como lineiev hasc. y cl prucc 
so se repile mu y otn vez para crear 
una red de triangulos, En esle me- 
todo, la linica dtsbmcta medida 

(c?o/irirw«i) 



Ejemplo 4 LLA, el caso de dos soluciooes 

Re sue I vu el Irigingulo ABC si LA — 43. T, a — 186.2 y b = 248,6. 



Sol uc ion De la informacibn dada se bosqueja e] tri4ngulo mosirado en la figura 8 
Hay que observar que el lado a se puede dibujar en dos posiciones posibles para 
compleiar el tri Angulo, De la ley de los senos 


sen B 


b sen A 
a 


248.6 sen 43.1® 
186.2 


~ 0 91225 


C 



Hay dos posibjes Angulos B enlie 0° y 1 8 0° tal qu e si sen B = 0.9 L225, Por medio de 
la tecla sen' 1 en una calculadora (o sew o abcsen ), se encuentra 


que uno de cstos angulos es aproximatlamente 65.8" El otro es aproximadamente 
180® — 65-8" = 1 14.2". Se denotan estos angulos por B { y B 2 , de modoi que 


LB | 65,8" y LB 2 ^ 1 14,2" 
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es la Ifnea ba.se inictal; las mtrj.s 
distancin'. se calculan a partir de la 
ley du los scjkjs, Hste miSttxlo es 
praeticii porque cs muehi i mis fan I 
mctlir Linj2\ii3o!s que di stand as. 


Base de comprobacidn 



Lrnei base 


Uno tie los esfueraos tie mapeo 
mils anibidososde todos los tempos 
Fue la jjran rnedieidn trigonomctri- 
L'a de !a Indiu (wastrel prohlema ft, 
papjna 525 * que reqmriti varias 
c s pedieiones y t<wn6 Lin sigln com 
pletarla. La i’aiTiosa e.xpedicnm dc 
1823 conducido por Sir Lieonjt 
Everest, dard 20 aflus. Para llegar 
se tuvo que pasur pof terrcnu pdi- 
groso y tmcofflnr a los icmidos 
mosquitos pomdoncs de la ma- 
laria, y por lin la expediddn I lego 
al pie de los Himalayas. Una ex- 
pedition posterior, por medio de 
triangulackm, calculo la allure 
del pico m&s oho de los Himalayas 
como 29 (X)2 pies. El n ombre de la 
montafw fuc asigiudo en honor dc 
Sir George Everest. 

Hoy dia. eon la oyudo de sateli- 
res. la almra del Monte Everest se 
estima en 29 1)2 S- pies. La concor- 
daneia muy cereana dc cstas tlos 
estimaeitmes muestm la gran esac- 
thud del nidodo rrlgcmomitrioj. 


c 



Fig ura 10 


A si, dos triangulos satisf'aeen las conditioner dadas: iri&ngulo A,fljCt y iriangu- 
lo t-. 

mi fa £ 


Resolver el Iriangulo A^C,: 


Asi. 


LC, ** !8fl c - (43.1° + 65.8*) = 71.1° 


tii sen C | 
sen A | 


186.2 sen 71. i 4 

^ 257.8 

sen 43. 1 ° 


Encuentre Z. C, 


Ley de l» senes 


Resolver cl trianguJo AjB+Cj: 

4C 2 » 180° - (43.1° +■ 114.2°) * 22,7° EncusnT.re LC 2 
At sen C-, 1 86.2 sen 22. 7 s 

Por tantG, Cy ** — ** 105,2 Ley oe \o» series 

senA 2 sen 43.1 

Los triangulos A ( fl|C| y A 2 fi 2 C 2 so imiesiran en la figura 9, 


Figura 9 


C, 



C : 



En el ejemplo siguiente se presenta una siiuacion para la cual ningiin uiangulo es 
compatible con los dams. 


Ejemplo 5 LLA, case sin sol u cion 

Resudva el tridngulo ABC. donde LA — 42°. a = 70 y b = 122. 

Solution Para organ izar la informadfdn duda, se bosqueja el tliagrama en la flgii 
ra JO, Se intentara hallarZJf, Se tiene 


sen A sen B 
a b 


_ 6 senA 122 seri 42 & 

senB“ -= — 1.17 

# 70 


Ley file Ice eenoti 


De&puje sen B 


Fuesto que el seno de im dngulo nunca es mayor que l p se concluye que niogun 
iriangulo satis face las condiciortes dadas en este probtema. m 
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satclite csta sobre unudc las duscstaciones, los ingulos dc 
ekvacidn en A y B son fiT-lfi 1 y 84.2°, respeetivamente, 
a) ^Qu£ tan lejos csta el satelilc dc la eslacido A? 
bl i'A qu£ allura reapccto del suclo csta d satdilc? 





* 1 . 0 °-, M,2* 

riff 

A H 

32. Vuelo de un avion Un pilot® vucla sobre una cainetera 
recta. Dclermina los anguios de dcprcsibn hasta dos posies 
de medic ion de millajc apartados 5 mi Has. eomo 32 ,: y 48 ,: ' T 
segtin se i Lustra en la figure. 

A) Encuentre la distaneia del avion at punto A. 
hi Encuentre la elevacibn del avidn, 


2^a\ s'* 

Jia 

AH' 


A 5 miliar ft 


33, Distaneia a tfaves de un rfo Para hallar la distance a a 
irav^s. de un rfo, una topbgrafa elige los puntos A y B, que 
estSn separates 200 pies sobre un lado del rib (vta&c la 
figura). La topbgrafa elige entonces. un punto de referenda 
C subrr cl lado opucslo del no y eneuentra que iLBAC =* 82" 
y L ABC =* 52*, Aproxime la distaneia de A a C- 

A 200 pies H 
l ) . i 

Kljr 52 ‘v 


c 


34. Distance a traves de un lags Los punlos 4 >■ ft esttfn 
separados porun lago. Para hallar la distaneia entre ellos. 
un Lopdgrafo Local iza un punto C sobre el suelo la! que 

Z. CAS = 48.6". Tamhkn mide CA como 3 1 2 pies y CB 
com® 527 pies. Encuentre la distaneia entire Ay B. 

35, La tone inclinada de Pise El campanario dc la eutcdral 
en Pisa. Italia, se incline 5.6° desde Ea vertical. Una turista 
se para a 1 05 in dc su base, con la md inac ion de la lorrc dir ec- 
tiimente hacia ella. Ella mide ct angulo de elevacidn hasta la 
parte superior de la lone eomo 29. 2°, Encuentre la longitud 
de la tone hasta el metro niiix proximo,. 


36. Antena de radio Lina an Lena de radio de onda eorta 
esta apoyada por dos cables cuyas longitudes son 165 y 

I SO pies. Cada atambre csta bjo a la parte superior dc La 
antena y and ado al suelo, en dos puntos de anclaje en Indus 
upucstos de la antena. Et cable mas cento forma un angulo 
de bT con el suelo., tan apart ados, estiin los puntos de 
anclaje? 

37. Altura de un arbol Un Arbol en una ladera proyecta una 
sombre de 215 pies eolina ahajo, Si el dngulo de mclmackJri 
de la ladera es 22° respecto a la horizontal y el inguln de 
elevadbn del Sol esde 52 5 , encuentre la altura del arhol. 



215 pies 


3H. Longitud do un cable de suj scion 

Una tone dc comunicadoncs sc loealiza 
en la cima de una eolina elevada, como 
sc iluslia. El angulo de inciinaeidn dc 
la eolina cs dc 5S C . Se fijartf un cable 
dc sujocibn a la parte superior de la 
tone y al sue to. 100 m eolina ahajo dt 
la base de la Him;. El Angulo a en la fi- 
gura se determina como 12°. Encuentre 
la longitud del cable requerido, 

3V. Calculo dft una distaneia Obsenudores en P y Q estdn 
local i?ados en el lado de una eolina que estd inclinada 32" 
respecto de la horizontal, como se muestra. EJ ohservadnr 
en P detemina el angulo de clevacion hasta un globo de aiic 
calientc como frl". Al mismo Uempo, cl observador en Q midc 
cl angulo dc clevacion hasta cl globo como 71° Si P csta (SO m 
eolina abajo desde Q , encuentre la distaneia dc Q al globo. 





t Ol 



^or 


OQr G* C M Ol 






50ft 


C APfTU LQ ft Fu ncion es trigo nom^t ri cas de s n g u I os 


40< Calcglo de un angufo Una tome de agua de 30 m de alto 
se localizaen la cinrnde una col in a, Desde una distaocia de 
120 m colina abajo, se obs#rva que el dngulo entre la parte 
superior y Ja base de la lorre es de 8°. Encuentre el Angulo 
de tnclinaddn dc ta colma. 



30 m 


"v 


X 




> 




/ 


/ 


V 


4 i . Distances a Venus La elongaci&t a de un planets es 
el ingulo que form an el planets, la Tierra y el Sol (v£ase 
la figura). Se sabc que La dislancia del Sol a Venus cs dc 
0.723 UA (yiase cl ejerckuo 65 dc la section 6.2). En 
eimo Tnomcruo sc encuemra que la elongation de Venus 
es de 39-4°. Encuentre las distancias potfblcs de la Tierra a 
Venus en esc memento en unidades ascronomitas (UA). 



42. Burbujas de jabon Cuando dos burbujas se adbicrcm cn 
d aire, su superficie comiln es. parte de una esfera cuyo Centro 
D y ate sobre una linea que pass per los ccntros dc las 


burbujus (vdasc la figura a. Tambicn, los angulos ACH y AC l ) 
miden cada uno 60°. 

ja> Muestre que el radio r dc la cam cornun esti dado por 


ah 



[Sugerencta-. use la ley de iqs senos junto con el becho 
de que un ingulo 0 y su complemento 1 80 ,? - ti iienen el 
mismo senoj 

b) Encuentre el radio dc La cara cornu rt si los radios de las 

burbujas son 4 y 3 cm, 

c) *,Qu£ forma toma la cara cornua si las dos burbujas 
tienen radios iguales? 


Qi 

\ r 

/ 


B* 


' ' \ 
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43. Numero de soluciones en el caso ambiquo Sc ha vis- 
Id que al usar La ley de Ids scuds para resolver un Lriingulo 
en cl caso LLA, puede baberdos suLueiuncs. una o ninguna. 
Bosqucje tiiingulos como los de la figura 6 para cnmpmbar 
los Criteria* dc la Eabia para varias solucioncs si. sc licnc 
LA y los lados a y b. 


Criterio 

Numero de soluciones 

a ^ b 

! 

b> a > b sen A 

2 

a = h sen A 

1 

a < b sen A 

0 


Si LA — 3(T y b — 100, use cstos criteiios para hallarel 
inlervalo dc valoncs de a para los tualcs cl tridngulo ABC 
licnc dos solucioncs, una solution o ninguna, 




6.5 


Ley de los cosenos 


La ley de los sen os no se puede usar de manera di recta para resolver triingulos si 
se conocen dos lados y el Angulo entre el los o si se conocen los tries lados (estos 
son los casos 3 y 4 de la seccidn anterior). En estos dos casos, se a plica la ley de 

los cosenos. 


Material protegido por derechos de autor 



5ECO0M 6.5 Lav da los cosenos 


509 


C 



ley de los cosenos 


Hu cualquier triangulo ABC ivi ase la figura E ), se tiene 

a 2 = b 2 + c 1 — 2bc cos A 
b 2 = a 2 + c 2 - 2 ac cos B 


Figura 1 


c 2 = a 2 + b 2 - 2tibcosC 



Figure 2 


■ Demostracion Para probar la ley de los cosenos, coloque el trifrigulo ABC de 
modo que LA estri en el origen, como se nines tra en la figura 2. Las coordenadas 
de los vertices B y C son (c, 0) y {h cos A, h sen A)* respect! vamente, {Se debe com- 
pmbarque las coordenadas de estos pmntos ser&n las mis mas si se dibujja el £ngulo 
A como un Angulo agudo.) Con la formula de la distancia, se obiiene 

a 2 — (6 cos A — c) 2 + (bsenA - 0) 2 
= b l cos 2 A - 2 be cos A + c 2 + b 2 $en 2 A 
- 6 2 (cos 3 A + semA) - 26c cos A + c 2 

= h l + C 2 — The cos A Forquc sen A + cas’ A - 1 

Esio demuestra la primera fdnuula. Las otras dos formas se obtienen de la misma 
manera colocando cada uno de los otros vertices del triingulo en el origen y repi- 
tiendo el argument© anterior ■ 


En paiabras, la ley de los cosenos dice que el cuadrado de cualquier I ado de un 
triingulo es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, menos del doble 
producto de esos dos lados pore! coreno del ingulo incluido. 

Si uno de los Angulos de un triingulo, porejemplo L.C , es un ingulo recto, enton- 
ces cos C — 0 y la ley de los cosenos se reduce al teorema de Pitigoras, c 2 — a 2 + b 2 t 
Asf T el teorema de Pitagoras es un case especial de la ley de los cosenos. 



Figura 3 


Ejemplo 1 Longitud de un tunel 

Se construiri un tunel por una montafia. Para estimar la longitud del tune I, un top6- 
grafo hace las mediciones mostradas en la figura 3. Use los datos del lopbgrafo para 
aproximar la longitud del tiled. 

Solution Para aproximar la longitud c del tune I, se usa la ley de los cosenos; 

C" “ d 1 + b 2 “ 2ab cos C Ley de I os cosene^ 

= 388 2 + 2 1 2 2 - 2(388) (2 12) cos 82.4* Suetivjya 
^ 173730,2367 Jm ura calculariora 

c ** V 173730.2367 *• 416-8 Sadfue \& rafc cuadruffia 


A si, el tune I mediri alrededorde 417 pies de largo. 


■ns 


Dr oe 




$ ECO ON 6.5 Lay da los cose nos 



A 

Fig ura 1 


Qtm Angulo con sen 0.1 1 557 es 
ISO* - 6.636 d “ 173.364" Pero 
es evidente qua es deiuasiado grande 
para que LA ftst£ en LABC- 
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Wavegacion: direccion y rum bo 

En navegflci6n ana direction eon freeueneia se da como un rum bo. es decir, como 
un angulo agndo medido a partirdel norte o del sur, El rtnnbo N 30° E, por ejemplo, 
indieu una direction que apunta 3G D al este del norte (v£ase la tigura 6), 



Figura 6 


Ejemplo 4 Navegacior* 

Un piloto pane de un aeropuerto y se dirige en direction N 20 D E, volando a 200 
millas/h. De spues de una hora, hate una correction de curso y se dirige en la 
direction N 40 s E. Media hora despues, un prohk-tm en el motor lo ohliga a hater 
un alermaje de emergent! a. 

a) Eneuentre la distancia entre el aeropuerto y su punto de aLerrizaje final. 

b) Eneuentre el nnnbo desde el aeropuerto hasta su punto final de atemzaje. 


Sol u cion 

a) En una hora el avion viaja 200 mi I las y en media hora viaja 100 mil las, de mode 
que se puede graficar el curso del piloto como en la figura 7, Cuando hace su 
correccidn de curso* vira 20^ a la derecha* asf que el angulo entre los dos tramos de 
su viaje es 1 SO 3 — 2tP = 160°, Asi que por la ley de los oosenos se lieue 

h J - 200" +■ 100 3 - 2-200- 1 00 cos 160° 

^ 87 587.70 


Por Id tanto, b *** 295,95, El piloto ateniza a unas 296 millas de su punto de partida. 
b) Pnmero se usa la ley de los senos para hallar Z.A, 


sen A sen 160° 
100 “ 2 95.95 


sen A 


100 - 


sen I60 n 
295.95 


** 0.1 1557 


Si se usa la tec la s e r* " 1 1 de una calculation se encuentra que LA ** 6.636°. De 
k figura 7 se pucde observer que k linea del aeropuerto al sitio de aterrizaje fi- 
nal apunta en la direction 20° + 6.636° = 26.636° at este del norte. Por lo tanto, 
el mm bo es aproximadamenie N 26.6’ E, ■ 
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125 pies 


Ejemplo 5 Area do un lote 

Un hombre de negocios desea comprar un lote triangular en un transitado lugar de 
la ciudad (vgase la figura 9), Los frenles del lote cn las lies dalles adyacemcs son 
125, 280 y 315 pies. Encucnlre el 3rea del lote, 

Solucidn El semiperimetno del lole es 

125 + 280 + 315 
r = - - - - - = 360 

2 

For la formula de Heron el area es 


Figura 9 


si - V360(360 - 125X360 - 280)(36Q - 315) « 17 451.6 
Asf, el irta es aprosimadamente 17 452 pica 2 . ■ 



Ejercicios 



i-s ■ Use In Icy dc los cosmos para detcrminiu d lado indica- 
do Jtoel Angulo 0, 


1. 







42.15 


9-18 » Resuelva d triangulo^iJCr. 



11. a = 3.0, 

6=4,0. ^C=53 B 

12. b- 60. 

c — 30, LA - 70° 

13. a — 20, 

6=25, t* = 22 

14. a = 10, 

6=12, c = 16 

15. b = 125, 

c = 162, LB = 40* 

16. a = 65, 

c = 50, LC = 52 3 

17. a = 50, 

6 = 65, LA - 5 5° 

18. a = 73.5, 

LB = 63°, LC - 8 


19-26 * Eftc centre cl larfo- indicado .tod angulo $. (Use la Icy 
de los hcjios o la ley dc los caserns, segun eonvenga.) 
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CAPlTULQ & Funciones trigone met ric&s de Angulos 



B 

27-30 ■ Eneuentre el irea del trtfngulo cuyos (ados riene las. 

long i Hides tlutLis-. 

27, a = 9, h = 12, e = 15 28, a = l, b = 2, c = 2 

29. a ^7, b = S + c ^ 9 

30, a = 11, £ = 100, e - 101 


31-34 ■ Encuemre el Area de la ligura sombreada, coneeta 
hasta dos dee i males. 



35. Tres cuculus dc radios 4, 5 y 6 cm win muluiimenlc Eangenles. 
Encucntrc cl Sncu sonitncada cnccrrjda crttrc lus ires aruulos. 



36. Pruebe que en el triangulo ABC 

a = b cos C + c cos B 
b = c cos A + £i cos C 
c = a cos H + b cos A 

F.stas se Daman leye.i d? pmyecc ion. para 

obtener la prjmeraecuacidn, sunre las ecuaeiones segunda 
y terceraen la ley de los cose nos y despeje a.] 

Apltcacsones 

37. Agrimen sura Para hallnr la distaneia a Eiavcs de un peque- 
fio lago, un agrtmcnsor ha tornado las mcdieiuncs muslra- 
das, Encuemre Lu distaocia a braves de un lago por medio de 
esla infnnnadon. 


B 



38. Geometna Un paraJclogFamo tienc lados de Longitudes 3 y 5, 
y uin angulo cs 50°. Enaieritrv las longitudes de las diagonaks. 

39. Galculo de una dlstancia Das canrEeras icdas diverges 
cn un anguLo dc 65°. Dos uulomtivilcs salcn dc la i merscecidn 
a Ills 2:00 P.M„ uno viaja a 50 millas/h y el oEro a 30 millas/h, 
^.Quc tan aparladus cslan lus aulomdvilcs a las 2:30 P.M.? 

4IK Calculo de una distaneis Un uulomdvil viaja a lo largo 
dc una Carre sera, con nnnbo cslc duramc I h, luego viaj a du- 
rante 30 minuios en olra carrctera que se dirige al noresle. 

Si cl auEomdvil ha mantenido una velocidad constant? de 40 
millas/h, ^4ue tan le j° s esUde su position de panada? 

41, Estimation Un piloio vuela en una trayectnria recta durante 
I h 30 miruilm. Despues hace una comeecifrn de curso T er di- 
reccidn JtF a la derecha de su curso original y vuela 2 h en la 
nueva direction. Si manlienc una vplora rlnrl constantc dc 625 
millas/h, Lie lan lejosesli de su puntode partida? 

42. Navigation Dos botes salen del mismo puerto a h mis- 
tna hora. Uno viaja a una vekxidad de 30 millas/h en la 
direction M 5<f E y el otro viaja a una velocidad de 

26 millas/h en unadlrcceibn S 70° E (vdase la figura). 
i,Que lan apartndns estan lo.s botes despues de una hora? 
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43. Navegacion Un pchCador sale de su puerto de origen y 
se dirige en la direccidn N 70° Q. Viaja 30 minutes >■ Ilega 
a Egg Island. F.I siguierUe dfy navega en direccirtn N I0"E 
durante 50 mi lias y Hep a Forrest island. 

a) Encuentre la distancia entre el puerto de origen del pes- 
cadory Forrest Island. 

b) Encuenlre cL rumbo dcsdc Forrest Island de regrcso a su 
puerto do origen, 



Rurcst 

Island 

110" 

J/ 

50 mitla.s 

EfiS 

Island 

I 

70 n > 

30 millas „ 


j Puerto 
dc oxigen 


44. Navegacion El aeropuertu B estd a 300 millas del atfth 
puerto A a un mmbo N 50° E (v£ase la figura). Un piloto 
que desea volar de A a B vuela errdneamenle aJ este a 200 
miUas/h durante 30 minutos. cuando note su error, 
a) ^Qu£ tan lejos estd el pllolo de su destmo at momento 
de notar su error? 


b) t „Er que rumbo dfbe dirigir su avion a Sin Je llcgar ;d 
acropucrto B7 



Aeropuerto A 


Aerypuertn B 


45. Campo triangular Un campo triangular Irene lados de lon- 
gitudes 22* 36 y 44 yardas Encuentrc el Ingulo mis grande. 

4ft. Rem ol que de una barcaza Dos remolcadores separadns 
120 pics jalan una barcaza, scgiin sc ilustra. Si la Eongilud 
de un cable cs 212 pics y la longitud del otro cs 230 pies, 
encuenlre el ingulu form ado per Los dos cables. 


‘>■4 

20 pics 


v t/o i>\j r/b ct\i 

120 pies 

230 pies 

111 


47, Papslotes (com etas) Un nrno vuela dos comctas al mlsmo 
tiempo, Ticne 380 pics dc Imca haste una come La y 420 pies 
haste La otra. El niiio estinia el angulo entre Las dos li'neas 
como 30 s . Aproxime la disuncia entre las ders eometas. 


380 pie* 

j/yp .X 420 pics 


48. Aseguramiento de una torre Una tome de 125 pics sc 
loealizacn la ladcradt 1 una montana que tierce una i neb na- 
tion dc 32° rcspccto dc la horizontal. Sc fijara un alambre 
de sujecidn a la parte superior de la torre y se anct^fi en un 
punto 55 pies cohna abajo de la base de la torre. Fncuentne 
fa longitud mils cona de alanibre necesario. 


j 

P j 



I25pics 

\32" *P 



4U, Teleferico Una montana pronunciada tiene una indijiacion 
de 74* respeclo de La horizontal y se eleva 3400 pies sobre la 
Llanura eireundanle. Se va a instalar un telef^rico desde un 
punto a 800 pies de la base hasta la cima de la montana. co- 
mo se a Lustra. Encuenlre la longitud mis corta del cable ne- 
eesario. 

>41 

L 

l 

y 9 'Sr.-I 

I 3400 pies 

l 

V*‘ ! 

800 pies - 

50. Torre CN La Cone CN en Toronto, Canada, es la estmetu- 
ra tndependiente mils alia del in undo. Una mujer sobre La 
platafonna de observacidn, 1 150 pies .sobre el suelo, qutere 
determmar la distancia entre dos seriates sobre et suelo, Ella 
dbflerva que el Angulo que forman las Lineal de vision hasta 
esids dos scfiales es de 43°. Tambi£ti observa que el dngulo 
entre la vertical y la lloea de visidn hasta una de las seflales 


ateriaf proEegido porderechos do autor 






516 


CAPjTULO 6 Funcionas trigonomolricas tie angulos 


cs dt? f>2‘ 3 y hasui Li otra serial cs de 54". Encuenire la distan 51. Valor del Ifirrorto La ticrni cn cl ccnino de Columbia esia 

Ci a t rnre las dos sena Its. vahiada cn 20 dolaivs un pic cuadrado, /.Cuiil cs cl valor tic i in 

lore iraingulur ton kfoule longitudes 13 2. 148 y 190 pies? 
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>2, 0»terminacian da I os angulos de un triangulo El 

parrafo quc siguc a la solution del ejcntplo 3 cn la patina 
510 explica un en&odo alternative para haltar LP y LC> 
por medio de las I, eyes de I os semis. Use es!c rneiodo para 
resolver el tri Angulo del ejemplo. Encuenire primero Lily 
luego / C. Espl iq ne como etige el valor aprophdo para la 
medida de /' £1. jtCuil meiodo prefiere para resolver un 
problems de mangulo LAL, el que se esplicben el 
ejemplo 3 o el que usd en este ejercicio? 



Repaso 


Revi»i6n de conceptos 

1. a) Expliquc la difeneneia enlre un. angulo positive- s un 

aneulo nee alive. 

b) h'Coitki sc forma un Angulo de medida I grado? 
c| i,C6mn se forma un angulo de medida I radiiin? 
d) ^Cdmo se deline la urcdidu radiiin de un angulo 0? 
el (,C6mo convicrtc de grad os a radium's? 
f \ iCftmo coovierte de radiants a grade*? 

2. a) iCudndo un Angulo estA en posicidn estindar? 
h) ^CuAndo dos Angulos son colerminales? 

3. al iCuAI es la longitud .c de un areo de un eineulo con radio r 

que subliende un Angulo central de 0 radiuncs? 

b| ^Cual cs el ire a A de un sector de un dole eon radio r 
y Angulo central ft radiants? 

4. Si 0 cs un Angulo agudo cn un l ri Angulo reelanguio, del mu 
las seis relacioncs trigonometrical en t£rminos de los cate- 
Los adyacentc y opuesto y la hipotenusa. 

5- £,Qu£ signifies resolver un triangulo? 


6. Si H cs un anguto cn posicidn eslandar. /‘f.i. y) cs un pun to 
en cl lado terminal y r es La distune ia del oriuen a P, eseriba 
exprcsioncs para las scis ['unci 1 ones [jigomi metric as de ft. 

7. ( .CuAles funeiunes Irigonumtflxieas son positives en los euu- 
tfrantes I. II. Ill y IV? 

8. Si ftes un Angulo en posicidn eslAndar, ^,cua] cs su angulo de 
referericia 0? 

9 r a) Expiese las ide alidades rectprocas. 
b) Esprese las identidades pitagdricas. 

10, a) iCuil es el urea de un uiing ulo eon lottos de longitud 
a v by eon angulo incluido 0? 

hi ,;.Cudl cs cl arcade un triangulo con tados de longitud 
a, b y c? 

It. a) Exprcsc la ley de los senos, 
b) Exprese la ley tie Jos cosenos, 

12, Explique el cas<i umhiguo en 3a ley de tos senos, 


Ejercicios 


1-2 - Encuentre la medida en radiants que correspond* a la 
medida en grade* dada. 


U a t 

2. a) 24° 


b) 330 4 
b) - 33 tr 


c) -135° 
cl 750 


ell -90° 

d) 5 ° 


3 — I * Eneuenlic la medida en grades que eomesptmdii a la me- 
dida en radiants dada, 

. 5tt it 9tt , , 

3* ») — b| — — e| — dj 3*1 

2 b 4 
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4. h) 8 b) c> ~ d> 

2. D J 

5„ Encuenlre la longjfud de un arco dc un circulo do radio 8 m 
si el arco subtiende un dngulo central de 1 rad. 

ft Determine la medida del Angulo central $ en un circulo de 
radio 5 pies si el Angulo es subtendido por un arco de longi- 
tud 7 pies. 

7, Un arco circular de longltud 100 pies subtiende un Angulo 
central dc 70*. Encucntreel radio del circulo. 

8. iC u antas rcvoluciones dari una rueda dc autombvil dc di£- 
metro 28 pulgadas en un periodo dc media bora si d auio- 
m6vil viaja a 60 millas/h? 

9* Nueva York y Los Angeles estin separadas 2450 mi lias, 
Encuentre el Angulo que subtiende el arco entre estas dos 
ciudades en cl Centro dc la Tlcrra. (El radio dc la Ticrra es 
de 3960 mil las.) 

lfl. Encucntrc cl Area dc un sector con lingulo central dc 2 rad La- 
nes en un circuit? dc radio 5 m. 

11. Encucntrc cl Area dc un sector con Angulo central dc 52° ra- 
diants en un drculo de radio de 200 pies. 

12. Un sector en un circulo de radio 25 pies ticnc un Srea de 1 25 
pies 2 . Encucntrc el Angulo central del sector. 

13. Un lomo de alfarcro eon radio dc 8 pulgadas gtra a 1 50 rpin. 
Encucntrc las vclocidadcs angular y lineal dc un pun to en el 
bordc de la rueda. 



14. En una iransmision de automdvil una relacitin de engranaje 
g es la relacidn 

velocidad angular de! motor 

g = ■ 

velocidad angular dc las ruedas 

La velocidad angular del motor se mue.stra en el Lacdmetro 
(en rpm). 

Cicrto automdvil deportivo ticnc ruedas con radio de 1 1 
pulg. Sus rtlaciones de engran ajc se muesiran en la siguicn- 
te tabla. Suponga que et automdvil est£ en cuaita y que el 
taedmetro marca 3500 rpm. 
a.) Encucntrc la velocidad angular del motor. 


b) Encucntrc la velocidad angular de las ruedas. 

c) h ;.A qi.n ; velocidad se desplaza el automftvil (en mil las/h)? 


Velocidad 

Relation 

la. 

4,1 

2a. 

3,0 

3a, 

1.6 

4a. 

09 

3a. 

0.7 


15-16 Encucntrc los valorcs de las sets rdacioncs trigonome- 
tricas defl. 




17-28 Encuentre los lados marcados con jt y \\ conectos 
hasta dos dccimalcs. 





21-22 ■ Rcsuclva cl triAngulo. 




Mato-naf prot&Qido por d Grech os dc autor 


CAPiTULO © Funciones trigonometricas de ingulos 


sie 


23* Exprese Iasi longitudes a y b Jc la ligura en l£rminos de las 
relaciones trigonom&ricas de ft 



24. La tome autonomy mis alia del niundo es La dc CN cn 
Toronto, Canada. A unn distant: ia de J km dc su base, cl 
ingulo de clcvacibn hasla la parte superior de la tone es 
28.8 1°. Eneuenlre la ulturu dc la lone. 

25. Ennjentre el perimetro dc un Licxigono regular que cstd 
inscrilo cn un circulo dc radio 8 m. 

2©. Los pisloncs dc un motor dc automdvi] suben y bajan en 
forma rcpclida para hacer girarcl cigiicnal, coma sc mues- 
tra. Encucmnc la aEiura del pun to P Eirriba del oentro Odd 
cigUefUd en llrminos del ingulo#. 


y i 



27. Visfo desde la Ticrra, cl ingulo sublcndido por la luna llena 
esO.518^. Use cs.ta inl'ormuddrc yd hccho dc que k distan- 
ce dc La Ticrra a 3a Luna es dc 236 WO mi] las para de- 
cent! inur cl radio dc la Ltma. 



28. Un piloto mide los ingulos dc depresidn hast a Jos ban: os co- 
mm 40° y 52° (v6a$e la figura). Si el piloto vucla a una alturu 
de 33 00Q pies, encuentre la distantly entie los dos baicos. 


W 40 0 

W 32 " 

Y 

\ X 

\ X 
\ ^ 

\ s 


\ 



29-40 » Encuentre e] valor exacto. 


29* sen 3 15° 

30, 

9tt 

csc-^ 

31. lanf— 135°) 

32. 

Sir 

COS — 

6 


34. 

sen 405 41 

35. cos 583° 

36. 

22 it 
sec ----- 
3 

„ Sir 

37. esc — 

3 

38. 

L3it 
“ 6 

39. col{ — 390 a ) 

40. 

23 IT 
Ian 


41, EncuerUrc I os valOres de las seis re lac i ones lrigonom£trkas 
de] ingulu 8 en posicifrn estfimiar si el pimio (— 5 T 12) es(£ 
sobre el lado terminal de 9. 

42. Encucntrc sen 9 si 8 cslii en position estindar y su Lado ter- 
minal imerseca el circulo de radio I centra.de en el origen en 
el pumo (— V5/2 p {). 

43* Encuentre el inguSo agudo formado por la linea 
y - V3x + 1 = 0 y el eje x. 

44. Encucntrc las seis rclac tones ingmilornetneas del ingulo 9 en 
position estfndar si su lado terminal esti en el ewadrante lit 
y es paralelo a la linea 4y - 2* - 1 = 0. 

45—48 ■ Escriba la primera expresiftn en t£rminos de la segun- 

da para 9 en el cuadrante dado. 

45. tan #* cos 8\ 9 en cl cuadrante II 

46. see 0, sen 9] 9 en d cuadrante III 

47. tan 33 #, sen #; 6 en cualquier cuadrante 

48. esc 3 # cos' 3 #, sen 0; 8 en eualquier cuadrante 
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49-52 ■ Encuentre las valones dc las seis funciones trigonome- 
tric as de ft a partir de la informaddn dada. 

49. tan 0 = V7/3* sec ft = \ 50. sec ft = esc ft = - 

51. sen ft = cos ft < 0 52, sec ft = - tan ft > 0 

53, Si tart ft = - j para ft en e! cuadrante II , encueiilre sen ft + 

COS ft- 

54, Si sen ft — ^ para ft en el aiadraate 1, enaicntrr [an ft + see ft. 
55* Si Ian ft = — I, cncucnlrc scn : ft + cos ; ft. 

56, Si cos 0 — — V3/2 y tt/2 < ft < it, encuentre sen 3ft. 

57-62 ■ Encuenlre el lado marcado con x. 


57* c 58, c 



63, Dos naves salen de on puenu a] itduno 1 tempo. Una viaja a 
20 millas/h en direccidn N 32* E y la otra viaja a 28 millas/b 
en direeddn S 42“ E tvdise la ilgura). ( ;Qu6 tun apartadas 
estan las dos, naves despu£s de dos boras? 


M 



64. Dc tin pJrtto A sobre d sueio. et &ngulu de dcvacidn hasia la 
pane superior de un edifide alto e* 24, i° r Desde el pun to B. 
que estd 600 pies mas cerca del editicio, el dngulo de eleva- 
tion se mide como 30.2 P . Encuentre la akura del edilicio. 



65. Encuentre la distancia entre Jos puntos A y Ben lados 
opuestos de un lagoapariirde la information mostrada. 



1 


66, Un hole que cru?a el ocdux> pasa cerca de una oosia recta 
Los punlos Ay B estdn apartados 120 mil las en Ea costa, co- 
mo sc il us tra. 5c cncuentra que *LA ~ 42,3" y /-B = 68.9 J . 
Encuentre la distancia mascorladcl bote a la costa. 

Costa 



67. Encuentre cl drea dc un triingulo con lados dc longitud 8 
y 14 y Angulo induido dc 35*. 

68, Encuemrt: cl area de un irian gulo con lados de longitud 5, 
6y 8- 


VI ale rial protcgido por dote 


hos de autor 




CAPlTULG 6 Funoones trlgonomdtricas de angulos. 


620 



1. Encuentre la mcdida en radianes que corresponds a las mcdidas en grades 33fF y — 1 35* 

4 IT 

2. Encnenbe las TDodadas en grades que correspondan a las medidas en radianes — y - 1 .3, 


3. Las as pas del rotor de un hclicoptcro son 16 pies de largo y giran a 120 rpm. 
b) Enc uenlrc la velocidad angular del rotor, 
b} Encuentre la velocidad lineal de un puntc en la purtta del aspa, 


4. Encuentre el valor exacto de cada jna de las uguientes exprtsiones. 
a) sen 405° b) uui(-ttf) 


C ) sec — 


Hi 5V 

d| esc — 


5, Encuentre tan 0 + sen 0 para el ingulo 8 nwstFado. 



6, Exprese las longitudes a y b mostradas en la figura en limiinos de fl 



7 T Si cos 9 = — i y 9 csti cn cl cuadrante 1IL encuentre tan 6 cot & + esc 9 . 

fl. Si sen 6 = f^y land = — fj, encuentre sec &. 

9, Express tan 8 en t£rmino& de sec 8 para 8 en el cuadrante El. 

10l La base de la escalera de la figura estd a 6 pies del edilicjo, y el dngulo formado por la 
cscakra y el sudo es 73°. C '.A que alt ura del edifieio llcga la escalera? 



•6 pies 


rial 


■ nr 


por 


>recr 


n f 


Jlor 





Enfoque en el modelado 

Agrimensura 


tCrtftic se puede medir la ahum de una montana, o la distancia a trav£s de tin I ago? 
Es evidcnte que podria ser diffcil, inconveniente o imposible medir estas dktancias 
de manera di recta (es decir, por medio de una cinta o una vara). Por otto lado, es fjff- 
cil medir dnguhs hasta objetos distances. Ahi es donde entra la trigonometria: las re- 
laciones trigonometrical relacionan angulos con distancias, de modo que se puedeii 
tisar para calculat distaneias a partir de Angulos medidos. En este Enfoque, se exami- 
na edrtio se usa la trigonometria para traiar el maps de una ciudad. Los mftodos moder- 
nos para la elaboracidn de mapas emplean satelites y el Sistema de Posicionamiento 
Global, pero las matematicas siguen siendo el ndcleo del proceso. 

Mapeo de una ciudad 

Un e stud i ante quiere trazar el mapa de su ciudad. Para construir un mapa exacto (o 
modelo a escala), necesita baJIar las distance as entre varias seflales de la ciudad. EJ 
esludiante hace las mediciones mostradas en la figura 1. Observe que sblo se mide 
una distancia, entre el ayuntamiento y el primer puenre, Las otras mediciones son 
angulos. 



Flyura 1 


Las distances entre otras seftales aJuora se pueden encontrar por medio de la ley 
de los senos para el trifogulo con vertices en la municipal! dad, el banco y el primer 
puente: 


_x _ 0.86 

sen 50 e sen 30° 


ley M los sercis 


x — 


0.86 sen 5 0 C 
sen 30° 

1.32 mi lias 


Etespejc x 

Re^iAtzide de a cfrcOalcra 
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Por lo tanto la distancia enLrc el banco y el primer puerile es 1 .32 m jllas. 

La distancia hallada ahora sc puede usar para encontrar las oiras di standas. Por 
ejempJo, se cneuemra la distancia y entrc cl banco y el bammco come sigue:: 


y 1.32 

sen 64* sen 50* 

Ley nAe ?cs ee-nos 

1.32 sen 64* 

Pe&pcjr y 

y ~ sen 50° 

— i.55 mitlas 


Continuando de este modo, se pueden cakular lodas las distancias entre las sefLales 
mostradaa en el bosquejo aproximado dc la figun l. 5e puede usar csia informacidn 

para irazar el mapa mostrado en la figura 2, 




Figura 2 


Para datxnar un mapa topogralico, sc necesita medir la elcvackm, Esie coneepto 
se explora en los problcmas 4 6, 


Problemas 

ComptetP! ftl rrtapa Encuentre la disiandaentn; la iglesia y La municipal! dad. 

2 Oompletar el nutpB Encuentre la distancia erUre la municipal] dad y la escuela. 
{Ncecsitara halEar primera las, ntras distaodas.) 


Material proteg id o pordercchos do auior 



Agrimensura 


5Z5 


?. Levantarnremo de totes de edtficios Un toptigrafo levauta el pUno de dps iotes 
adyaoentes y bace cl siguiente hosquejo aproximado que mje&tia sus mediciones. Calcu 
le las distancias mostfadas en la flgura y use au resultado para trazar un mapa exacto dc 
los dos. loles. 



H Gran medicron > la India La gran medicitin trigonomitrica de la India fue uno de 
l&s project os de raapco mis imnensos janiis emprendidos (viase la mrta al marger de !a 
pigina 504). Realice alguna inve&tigacitin en su btbiioieca o en la Internet para ap render 
mis a cere a de la mtdieidn y escriba un inform? de sus hailazgos- 


I 
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7.3 

7.4 

7.5 


Identldades trigonometricas 

Formulas de adicion y sustraccion 

Formulas para el angulo dotrte, mitad de arigulo 
o semianguJo y producto-a-suma 

Funciones trigonometricas inverses 

Ecuaciones trigonometricas 



Esquema del capitulo 

En to si capituloM 5 y 6 ejuudiamos las proptedades grdftcas. y geometrical tie las fun- 
ciones trigonometricas. En exte cap tt m lo tralamos los aspectos algebraicos tie la tri- 
gonometrfa, es decir. si mpl ilk acton y factonzacibn de expresiones y resolution de 
ecuaciones que contienen funciones trigonometricas. Las herramientas basicas en el 
algebra de la trigonometrfa son las identidades trigonometricas 

Una identidad trigonometrica es una ecu ac ion que con tie ne funciones irigonome- 
irieas que se eumplen para todos los valores de la variable. Por ejemplo, de acuerdo 
con las defink iones dc seno y cose no sc infiere que para cualquier ft ie nemos 

sen 2 # + eos : d = 1 

A conttnuacion presen tamos otras identidades que tratamos en este capitulo; 

sen 20 = 2 sen ft cos & sen A cm IS = J[sen(A + B) + sen(A - is) ] 

A1 apliear estas identidades podemos simplifies una expresibn eomplieada que con- 
lenga funciones trigonometricas a una expresidn mucho mas simple, con lo que 
podemos emender tnejor lo que signifies la expresidn, Por ejemplo, el area del ree- 
tangulo de ia figura a la izquieida es A = 2 sen 0 cos 0, luego, all aplicar una de las 
identidades anted ores, vemos que A - sen 20. 

Una ecuaci&n trigonometrica es una ecuacion que contiene funciones irigonome- 
tricas. Por ejemplo. la ecuacidn 


es una ecuacibn trigonometrica. Para resolver esta ecuacibn necesitamos determinar 
todos los valores de ft que saiisfacen la ecuacion, Una grafica dc y = sen ft muestra 
que sen 0 = ^ infinitamente. de modo que In ecuacion tiene infinitas sol uci ones. Dos 
de estas soiudones son 6 — ly y las otras soluciones las podemos calendar su- 
mando mdltiplos de 2 tt a dichas soluciones. 



- .sen ft 


t 


Tamhien tratamos tas Juncianes trigonometricas inversus. Con objelode delink la 
in versa de una funcibn trigonometrica, primero limitamos su dominio a un iEiiervalo 
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S28 


en el euul la funcidn es uno-a-uno. Por ejemplo, restringimos el dominio de la 
fundtin seno a [- 17/2 h it/2]. En este intervale sen f = t, de mode que sen “ 4 = f, 
Ya veremos que estas funciones inverses son utiles al resolver ecuaciones trigono- 
metricas. 

En la secctdn de Enfoque en el modelado (p£gina 515) estudiamos algunas aplica- 
clones de Eos concepts de este capftulo al movimiento de las ondas. 



Empezanios por I i star algunas de las identidades trigononittricas basic as- Hay mis 
de ellas en los capitulos 5 y 6 t y se le pide que demuestre las identidades de cofun- 
ciones en el ejerdcio 100. 


Identidades trigonometneas fundamentals 


Identidades reciprocas 


1 


esc Jr = 


sec x - 


cot X = 


sen x 


tan v - 


COS A' 


tan x 


sen x 

cos x 


cot x = 


COS X 


sen x 


Identidades pitagdricas 

sen 1 * + cos 2 t = I 


tan’.t + 1 = sec 2 * 


1 + COtX = CSC 1 ,? 


Identidades paresHmpares 

sen( - a] — —sen a cos{-.r) = cos x tan(— *) = -tan.? 


Identidades de cofunciones 


sen 


cos 


(!-)- 

(!-)■ 


COS M 


sen u 


it 

timl - 


( 


C0U 2 


■) 

“) 


= cot it sec 


lan u esc 


^ ^ - u J = esc u 

/V \ 

sc I “ — u I = se c it 


Simplificacidn de expresiones trigonometrical 

Las identidades pemiiten pi ante ar la misma expresidn de difererttes maneras. Con 
frecuencia es posible volver a escribir de una mantra imicho mis simple una espre- 
sidn que se ve complicada. Para simplificar las espresiones algebraical usamos la 
factor! zaeidn, denominadores cornu nes y las formulas de productos especiales. Para 
simplificar ex presumes trigonom&ricas usamos estas mJsmas tfcnicas junto con las 
identidades trigonomitricas fundamentales. 


terial pro! 


3Qi« 


>rderechos qe 


ilk 
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Ejemplo 1 Simplification de una expresion trigonometric* 


SimpMque la expresidn cos r + tan / sen t 

So In don Primero volvemos a escrihir la expresibit en tgnrninos de seno y coseno. 


/ senrN 

cos r + tan t sen r = cm t + r sen i 

\co stj 


Iden&Mtal rcclpraca 


cos 2 r + sen 2 r 
cos t 


Dffroriinadc^ ccn-ijn 


] 

COS / 


\dcrttidad prugdrled 


= see t 


Irfer netipraca ■ 


Ejemplo 2 Simplification mediante combination 
de fracdones 


Simplifique la expresidn ' - + 


cos $ 


cos & 1 + sen 0 

Solution Combinamos las fracdones usando un denommador cornu n. 


sen 6 cos 6 

+ 

cos & J + sen & 


sen 0 (1 + sen tf) + cos 2 0 
cos 0(1 + sen0) 

sen & + sen 2 0 -l- cos 2 0 
cos 0(1 + sen 0) 


Dsnominsdof eomiin 


Pifltr-ibuCHSn de &rn 0 


sen 0 + 1 
cos & ( 1 + sen 8) 


1 

COS 0 


= sec# 


ldentid.aii pi tagd^ica 

Csn«l#Cldfl y uSfl de Ip 
\tier\tuisd reclp.-'oca p 


Demostraclbn de identidades Irigonofnetricas 

Muchas identidades provienen de las identidades fundamentals. En los ejemplos que 
siguen. aprenderemos edmo demostrar que una ecuaeidn irigonomitrica es una iden- 
tidad. y en el proceso veremos c6mo descubrir nuevas identidades, 

Primero, es f Jcil dec idir cuando una ecuacibn no es una identidad, Todo lo que ne- 
cesitarnos hacer es demostrar que la ecuacidn no se cumple para algunos valores de 
la variable (o variables). Por consiguieme. la ecuacibn 

sen x + cos x = 1 

no es una identidad, porque cuando x = tt/ 4, tenemos 

7F 77 V2 t V2 j- , , 

sen — + cos m = -t— + ” - = V2 # 1 

4 4 2 2 

Para comprobar que una ecuactbn trigonometries es una identidad. transforms- 
mos un miembro de la ecuacion en el otro mediante una serie de pasos. cada uno de 
los cuales es en sf mis mo una identidad. 
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Criterios para demostrar tdentidades trigonometricas 


lilijj iin miembro de In cc unci on > escribalo, 
Su objetivo es transformario en el otro miembro, For io regular es mds FaciJ 
imciur con cl tado mis complicada 

Use el Algebra y las identi Jades que eonozca 
paru eambiar cl I ado con d que cmpc/d. OblenjEu d comiin denominador 
de las ex pre si ones, foctorice y uplique las idenlidades tun dame males para 
simpliticar las expresiunes 

Si encuetitra Jificil conti iuuir. es Li til volver 
a eserihir todas las fund ones en terminos de senas y caseous. 


i Acenci6nT Pam demotsmr una tdcntidad no ejecu tamos las rrusmas operaciones 
en ambus miembros de la ceuacibn. For ejemplo, si empezamo* eon una ecuadbn que 
no es una i dent id ad. como 

t J sen jt — —sen jr 

y elevamos at cuadrado am bos miembros obiencmos la ccuacibn 

2) sen 2 * = sen : .x 

la cual es evidenlemente una identidad. ^Esto signified que la ecuacidn original es 
una identidad? Claro que no. El problems en este caso es que la operaeidn de elevar 
al cuadrado es irreversible en el sentido de que no podemos regresar a 1) a partir 
de 2) al cakular las raices cuadradas, es deem al invertir el proeedimiento, Solo 
operaciones que son reversible* trails lormardn necesariarnente una identidad en 
una identidad. 

Ejemplo 3 Demostracion de una Identidad mediante 
la reescrityra en term i nos de seno y coseno 

Compmebe la identidad cos 8 (sec 6 — cos 6) = senrtf. 

Solucidn El primer miembro se ve md* complicate, asf que iniciamos eon £1 y 
traiamos de transformarlo eu el segundo miembro, 

PM = cos 0 (sec 6 - cos 8} 

— cos 8 ( cos 6 | iLicm-id-jad rcciproea 

\ cos 8 / 

= I - COS 2 0 molls 

— sen"0 — $M IdentiJad pitagdrSca ■ 

En d ejemplo 3 no es facil ver como transfomiar el segundo miembro en el primero, 
perc defiritivamente cs posible. Observe nada m&s que cada paso sea reversible, En 
otras pa! Libras, si empezamos con la ultima expresibn en la demostracidn y regresamos 
por cada uno de Eos pasos, el segundo miembro se transfonna en el primerex Quizes 
este de acuerdo en que es m4s diflcil comprobar la identidad por este camino. Esta 


ft A 
Iv L 


lal 
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Veil Enfaque en fa resolstcitin da 
pmblemas dc las paginal 1 38 u 145. 


MullipHcamos por ] + sen u porque sa- 
benws por [a formula de la diferencia de 
cuadrados que (I — sentfKl + sen ui = 
J - senk, y esio cs juslamcntc cijS 2 ^ 
una expresidn mis seaciila. 
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es k razdn de por qud es roejor cambiar el kdo mis complicado de la idemidad en el 
lado mas sencillo. 


Ejemplo 4 Demostracion de uns identidad mediante 
la combinaddn de fracciones 

Verihque la Ldenlidad 


2 tan jr sec x = “ — - 

1 — sen x I + sen j 


Solucion Mediante un comiin denominador y la combmaddn dc las Irocdones 
en el segundo miembro de esta ecuacion obtenemos 


I E 

SM - — - - — 

1 -* senjt 1 + sen x 

{1 + sen*) - (1 - sen x) 

(1 — sen jt)( 1 + sen x) 

2 sen jt 
1 - sen 2 * 


Comun dfliioml'nflfilor 


!3impllflc£Gi£r1 


2 sen j 
cos 2 je 

sen x f 1 

2—1 

COS X \ COS X 


\dent\dad p\tsq6nos 


Factoritaadn 


- 2 tan x see x = PM 


Identidades etriproca & S 


En el ejemplo 5 exisle “un elemento extra*’ en el problem*! at multiplier el nume- 
rador y el denominador por una expresidn tiigonom^lrica. el eg i da de modo que se 
pueda simplificar d resulmdo. 


Ejemplo 5 Demostracion de una i dent id ad mediante 
la introduccion de un elemento extra 


Verificar Ja identidad = see u + tan h, 

1 — sen v 



Solution Empezamos con el primer miembro y multiplicamos numerador y 
denominador por l + sen u. 

cos u 

PM = 

1 - sen u 


cos u l + sen u 

m 

1 — sen u 1 + sen a 


Multi pi icaciii del numerador 
y del denominator por 1 + eeit u 


cos u (1 + sen h) 
1 “■ sen J u 


De^arroElo del deneminador 
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CAPlTULG 1 Trigonometrfa anaUrtica 


63, sec u — lan u = 


I 


sec u 4- lan v 


, 4 sen A 

64. — cot A - CSC A 

1 ~ cos A 

sen* + cos* 

n*. — — * = sen * CO* * 

see* + esc* 


6b. 


1 - cos x 


sen x 


sen * 


I — cos* 


= 2 esc x 


CSC* — cot Jt 

67. — cot x 

see* - I 

69. tan 2 ir - seir« — tan 2 w serru 


6H. 


esc 3 * — cot 2 * 

•OC 3 .! 


cos 2 * 


„ tan o sen v 

70, 

tan v 4 sen u 

7 1, see 4 * — tan 4 * 


tan v - sen u 
[an it sen it 

sec 3 * + tan 3 * 


72, 


cos 

= sec 0 4 tan 8 

— sen 0 


73. 

74. 

75. 


cos & _ sen 0 - esc 0 

1 - sen B cos 0 — cot 0 

\ + tan jt _ cos x 4 sen * 
3 - lan.i cos * — sen x 

cos 2 / 4 tan 2 / - 1 

— = lan"/ 

setrf 


89-94 ■ Efectue la sustituciGn irigoaom^trica indieada en la 
expresitim algebruica que se prnporciona y simplifiique (viase 
ejcmplo 7). Suponga que 0 ss 0 < ttjl. 



* 

89. * — sen 0 

Vi - * 2 

90, Vl 4 * 2 , * — tan 9 

9t. V* 2 — J. * = sec B 

1 

92. ^ , * - 2 tan & 


x‘\/4W 1 

93. V9 - x\ x = 3 sen & 

nA V* 1 - 25 
94, — , jc ■ 5 sec 8 

* 

95-98 » Grafique fygtn el 

mismo recfiingulo dc visidn. 


grffi«s sugieren que la ecuaci6n f(x) = g{ x) es una ideotidad? 
Demyfestic su respuesta. 

95, /(*} = cos 2 * - sen 3 *, g{x) *1-2 sen 2 * 


96. f{x) = tan*(l 4 sen*) T g(x) - 

I 4 sen* 

97, /( jc) = (sen x 4 COS x}\ g(x) = l 

98, /( j) = cos 4 * - sen 4 j f p(x) * 2 cos 3 * - I 

99. Demuestrt quo la ccuacidn nocs una identidad, 

a) sen lx - 2 sen * h> sen(* + > ) « sea * 4 sen y 
c\ sec 2 * 4 esc 3 * - J 

□> — esc * + sec x 

sen* + cos* 


Oescubrimiento • Debate 


76, = 2 sec * tan x 

li — sen * I + sen * 


77* - A = 2 sec * 

sec * 4 ran * sec * - tan * 

I + sen* 1 - sen* 

” “ 4 tan * sec * 

J — sen* 1 4 sen* 

79, (tan * 4 cot *) 3 = sec 2 * + esc 3 * 

80, tan 3 * — cot 2 * “ sec 3 * — esc 2 * 


sw u ~ I _ 1 " cos a ^ cot* 4 I 
sec u 4 1 1 4 cos u cot * — 1 


83, 


sen' 1 * 4 cos 3 * 
sen * 4 cos * 


- sen* cos* 


1 4 tan* 

1 — tan * 


84. 


tan J - cot v 
tan 3 n - cot 2 u 


- sen v cos o 


„ i + sen * k * 

B5. = (tan * + sec xY 

1 — sen* 


. tan * 4 tan v 

86. = tan * tan v 

cot * 4 cot v 


IW- Ictentsdade* do cofunciones En e! mingy to rectdngulo 
qvc se mueslra, explique par qu£ u = (tt/2) - u. Explique 
ademis c6mo puede oKtener las seis identidadcs de cofun- 
ciones a part ir de este triingnlo para 0 < v < it/2, 



101. Grflficam % iderrtidades Stipongaque graftca do* 
funciones / y g en una calculation o en una contputadora, 
y que sus graficas son tddnticas en el rectdngulo de visidn. 
,.Esto demuestnque la ecuacidn f{x) = ^(*)es una identi- 
dad? Expliquc, 

102. Form* su propie identidad 5i empieza COrt una expre- 
sidn trigonom^trica y la sioelve a cscribjr o la simplifies 
entonces t hacer la expresidn original igual a la que 
volvid a escribir obticne una identidad trigonomttrka, For 
ejemplo. a partir del ejemplo I lenetmos la identidad: 

cos f 4 tan i sen / = sec i 


87, (tan * 4 cot j) 4 = esc 4 * sec 4 * 

88. (sen a - tan a)(cusa - cola-} = (cos ft - I ){sen ft - 1) 


Apltque esta Edcnica para fotmar su propua identidad, 
luego proporcirtnelu a sus compaftcros de class para que la 

ooraprueben. 


/later id I pro leg id □ pot derechos de autor 
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Formulas de adicion y sustraccion 


En seguida derivaremos identidades de fund ones trigonometricas de sum as y 
diferencias. 


Formulas de adicion y sustraccion 


Formulas para el senp: senfv + /) = sen a cos i + cos s sen j 

senfj r) = sen s cos i - cos s sen t 

Formulas para el coseno; cus(j + () — cos .v cos r - sen ,v sen s 

Ct>s(s - T ) = COS $ cos t + sen f sen t 


tan $ 4- tun t 

Formulas para la tangerne: tan{s +■ /) = — - 

! inn * lan t 


lan{j — f) — 


[an s - [an? 

3 + tan .? tan t 



Figure 1 


■ Dem os t ration de la formula de la adicion en el case del coseno 

Pam demostrar la formula cos(j + t ) = cos j cos t — sen s sen r recurrimos a la 
figura 3 , En k figure las distandas i T ,r + r y — ycstdn sefialadas cn el cfreulo unitario 
empezando en 0) y final tzando en Q : , P { y Q 0 , respectivamente. Las coordena- 
das de CMOS puntos son 

Pd 1 . 0) 0 ( j(cos( sen( - i)) 

F' ] (cos(j + f) s sen(j 4 - #}) ^{cos U sen /) 

Puesto qtie cos(— j) “ cos s y sen(— a) — —sen .r h se infiere que e! punto Q„ tiene las 
coondenad&s Oi/cos s, -sen s ). Obs£rvese que las disiancias entre P n y P\ y enlre 
Q 0 y Qi medidas a 3o largo del arco del cfrculo son iguales. Como los arcos iguales 
son subtendidos porcuerdas iguales, se inliene que ^F 0h Pj) = {J,}. Aplieando 

la fdrmula de la Ui stand a obte nemos 

V[cos(j + f) — l] J + [sen(j + /) - 0] 2 - V(cos t — cos j) 1 + (sen t + sen $} 2 


Si elcvamos al cuadrado am bos miembros y desanollamos los cuadrados tenemos 

CUn sc amide a 3 


r 


i 


cos^s +■ f) — 2 cos(j + r) + 1 + seir(f + /) 

= cos^f - 2 cos j cos ( + cos"j + seirr + 2 sen j sen t + seiri 


TL 


-cstosc a^adc a I- 


J 


-c Jo sc aftadc a ] - 


Al apliear la identid ad pitagdrica sen’3? + cos 2 l? = 1 tres veees obte nemos 
2-2 cos(s + t) — 2 - 2 cos a cos r + 2 sen ,v sen i 
Para terminar + rcstamos 2 dc cada miernbro y dividimos entre -2 ambos miemhms: 

cos(^ + t}= cos s cos j 1 - sen i sen r 

lo cual demuestra la fdrmnla de la adieidn para d caso del coseno. ■ 


Material protegidq por dsrechos de 




SECClQN 7,2 Formulas dc adicion y sustraccidn 


537 


Ejemplo 3 Demostracion de una identidad 
rfe cofur»ciones 

i (it \ 

Dermiestre la idemidad de cofunriones cos [ u J — sen u. 

Solution Pof \a formula de sustraccidn en el ease del coseno. 

( 77 \ TT 7 T 

u J = eos — cos u + sen — sen u 

2/2 2 

— 0 ■ cos u -F I 1 sen u — sen u 


13 FI 


Ejemplo 4 Demostracion de una identidad 

Verifique la identidad * ta '— = lan [ — -F jcY 

I - tan x v 4 / 

Solution Empezanm eon el segundo miembro y usamos k fdnnuk de la adi- 
cidn para la tangenie con lo que obtenemos 


SM 



TT 

tan F tan .if 

4 


1 — lan — tan x 
4 


1 + tan.t 

— — - PM ■ 

1 — lan jt 


El siguicnte ejemplo es un uso caracterfstico de Las formulas de la adieidn y de la 
susiraccitin en el c^lculo infinitesimal. 


Ejemplo 5 Una identidad del calculo infinitesimal 

Si fix) - sen t. demuestre que 

f(x + h) - /(jr) /cos h - 1 \ / sen h \ 

— h — ^ se !, x {~ v ~ ) + co ** vir ) 

Sola cion 

/(* + It) - f[. t) sen(,¥ + h) - sen j 

— = — — ■ — Dfcflnitirtrt de / 

li h 



sen x cos li + cos x sen h — sen x 
h 


(Formula de la- ad^ci&n 
para d *srio 


sen (cos — O’*' cos - r sen A 
h 


Factorizacion 


= sen x 


( 


COS h — 
ft 




&f?F£Tnei$rt de 
fratciones 


Material prolegido per der echos de autor 
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CAPlTULO 7 Trigonometria analifica 



Expresiones de la forma A sen x + H cos x 

Podemos eseribir expresiones de la forma A sen x + B cos j: en temiinos de nna fiincidn 
trigonom&rica sene Mia usando la formula de la ad lei bn para el caso del seno, Por 
ejemplo* considers la expresidn 

1 V 3 

- sen x + cos x 

2 2 


Si hacemos 4* = tt/ 3, entouces cos 4* = 5 y sen 4> - V5/2, y podemos eseribir 


1 V5 

- sen x + — cos x - cos 4> sen x +■ sen i cos x 

2 2 


- &en(jc + 4>) — sen 


H) 


Podemos hacedo porq ue los coeficientes k y V3/2 son preeisamente el coseno y el 
seno de un cierto ml mem particular, en este caso, tt/ 3, Podemos apticar la rriisma idea 
en general para eseribir A sen x + if cos x en la fo nna k sen fj + (£). Empezamos por 
multiplicar el numerador y el denominador por Va 2 + B 3 para obtener 


A sen x + B cos x = V A 2 + B' 


(~ = 

\ Va 2 + 


B 

™ sen x + — r 

b 1 Va 2 T b 2 


COS X 


Neecsitamos un mimero con la propiedad de que 


cos 4> ~ 


Va 1 + b 


y sen 4> — 


B 


Va 1 + b 3 


En la figura 2 &e ilustra que el punio (A, ft] en d pEano detemtina un mi mem 4> con 
esta propiedad, pnecisamente. Con esta Eenemos 

A sen x + Bcosx = V A 2 + B : (cos <6 sen x + sen 4> cos *) 

= Va 2 + B 1 sen(j + 4>) 


Hemos demostrado el siguiente teorema. 


Sumas de senos y eosenos 


Si A v B son numeros reaies, entonces 


donde k - 


A sen x + B cos v — k scn(.v + 4>) 
VA 7 + B y 4> cum pie con la siguiente 


B 


v sen $ = — j— - 

Va 2 + B 2 


derial proEuqido por duf echos 00 a.LhOf 


cos <£> - 


Va 1 + k 2 
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CAHTULO 7 Trigonometria analifica 


£3-40 ■ Demuestre la idenlidad. 
23, sen x | = ^cosx 


<*-!)- 

('-!)- 


26, ms(4f - ft) = “CCS * 


24. cos[ x = sen jc 

V 2/ 

25. sen(x — it) = —sen x 

27. tan(jt - it) = tan x 

28 . sen (^ “ “ sen + x^J 

29. cos^jf + — ^ + sen^x — — 0 

30. ,J 1* 

\ 4 / ian x + 1 

31. $en(x + >’) — sen(x — y) — 2 cos x sen y 

32. cos(x + y) + cos(j — y) = 2 cos x cos y 
cot j cot y + I 


33. cot(j — y) = 

34. eot(x + y) = 


cot y — col x 
cot x cot y — l 
col x + col y 


35. tan x - tan y = 

36. 1 - tan x tan y 


stn(x — y) 
cos x cos y 
cos(x + y) 
cos x cos y 


sen(jE + y) - scn(x - y) 

37. ■ — - — — - — r — (an v 

cos(x + y) + cos(x - y) 

38. cosfx + y) cos(x - y) - cos 1 * - sen S' 

39. sen(x + y + z ) — sen x cos y cos z + cos x sen y cos c 

+• cos x cos y sen ; — sen x sen y sen r 

40. tan(x - y) + lan(y - 2 ) + lan(z — x) 

= taii(x — y) tan(y — x) tan(x - x) 


41-44 * Escriba la fume ion solo en terminos de seno. 


41, -V5 sen x + cos x 
43. 5(sen 2x — cos 2x) 


42. sen x + cos x 

44. 3 sen wx + 3 V.T cos itj 


48. Sea g(x) ™ cos x. Demuestre que 

sen h 


49. Rditrase a la figura. Dciuucstre que a + £ = y, y calcufe 
tan 7 . 


ff(x + A) - g{x) 


= -COS X 


/ 1 - cos h\ { 

\ h ) amx \ 



50. a) Si L es una recta en el piano y 0 es el Angulo que forma 
la recta y el eje x como se muestra en la figura, deittues- 
ite que k pendiente m de la recta esta dada por 

rn = tan & 



b) Sea Uy L 2 dos rectas no paralelas en el piano con pen- 
dicntcs m 1 y m 2 , respectiyamenEe. Sea 1 }t el Angulo agudo 
que forman las dos neelas (vdasc la figuni}. Demueslre que 

m* — m, 
tan iff = — : 

I + 



45—16 ■ a) Exprcsc La funetdn sdlo cn tenniitos del seno. 
b) Gni fique la Ftmd 6 n. 

4S. /« - sen x + cos x 46. g{x ) = COS 2x + V5 sen 1? 

47. Dcmucstie que si — a = ir/2, ententes 
sen(x + a) + cos(x + ^) = 0 


c) Calcule el 4ngu]o agudo que Forman las dos rectas 

y = ix + I y y = ~ [x - 3 

m Demuestre que si dos rectas son perpendiculars, enton 
ces la pertdieme de una es e) redproco negativo de la 
pendiente de la otra. ISugerencia: primero encuentre 
una expresidn para cot df.J 


Material prolegido pet du roc nos do ai 
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[ 51-52 ■ a} Grafiquc la funcidn y planter uiij conjetura. luego, 
b) demuestrc que s,u conjetura es cierta. 

5L y - sen^jr + + sm 1 ^; - j ) 

52. V = — ^[C0s(jf + 7T ) + cas(jf - it)] 

53. Calcule LA + LB + LC de la figura, [Juferwriu: pri mere 
aplique una fdmnula adicion para encontrar bn(A + w )-t 



Aplicaciones 



Adicion tie urn eco Un dispositive digital de retardo for- 
ma eco de una seflal de entrada repit iendola un tiempo fijo 
despues de que ta recibe. Si tal disposidvo recibe La junta pura 
/i{f) = 5 see) 1 y repite la nota pura fj[t) = 5 cos r, entonces 
cl sonido combinada /(/) ~ /,(/) + jJj). 

a) Grafiquc y = f(t) y observe que ki griiftca ticne la forma 
dc Li n;s Curva senu ,y = k scuff + $). 
b} Calcule ky &. 


55. Interferencia Dosdiapasones idenlicos se pulsan: uno a 
una fracc ion de segundn despues que el otno. Los snnidos 
generados son modcLados mediante /,(f} = C sen u >/ y 
/ 2 (f) = C senftLiJ + ri). Las dos ondas sonoras inlcrficrcn 
para producir un solo son i do modelado por la suma de 
eslas fundones. 


f(t) = C sen td l + C senior + or) 

u) Use la formula dc la adicidn para cl seno con cl fin 
de demoslrar que / sc puede expresar cn la forma 
f(t) = .4 sen tdi + B cos uf, dondc A y 8 son conslantcs 
que dependen dc or. 


b) Supcmga que C - 10 y cr = ir/3. Cakule ccmstantes k y 
para que Jf(f) = k senfwf + 




Descubrimiertto * Debate 


56. Formula dft adicion para #1 case del senes En el iexto 
demnstramos sdlo las formulas de adici6n y sustraccidn 
para el cose no. Aplique cstas formu 1 as y las identidades 
de bs cofunciones 


sen x = eosl — — x 


COS X 


(!-) 


para demostrar la. formula de adicion para el caso del servo-, 
[Jttgcmitid: para empezar use la prirtiera identidad de las 
cofunciones para escribir 

sen(j + i) — eos^ “(i+ t)j 

y aplique la formula dc la susliaccidn pura cl coscnoj 

57. Formula de la adicion pert la tanganta Aplique las 
formulas dc la adicibn para el coseno y cl seno con el objeto 
dc dcmostrai la formula de ia adicidn para la langentc. 
tJtf^enrFK-fo: use 

sen{j + i) 


lan(s 4- f) = 


cos{.t + l) 


y divida tanto el numerador como el denominador entre 
cos a cos f.] 



l^a_s identidadles que estud Lamas eu esta seccidn son eonsecuencias de las formulas de 
adicidn. Las fomnuJas para el angulo ddble permiien calcular valorem de las fundones 
trigonometric as en It a partir dc los valores en jc. Las formulas de la milad de 
angulo o semiangulo relation an valores de las fundones trigonometric as en |jt con 
sus valores en j. Las formulas del produefo-a-suma relacionan productos de senos 
y cosenos con srnnas de senos y cosenos. 

Formulas para el angulo doble 

Las formulas en el recuadro siguiente son consecuencias inmedialas de las formulas 
de adicidn, que demostramos en la seccidn anterior, 


aterial protegido por der echos 
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CAPlTULO? Trlgonometria analitica 


Formulas para reducit las potencies 


T 3 - cos 2 * 

seir* = r 


cos 2 * — 


I + cos 2.i 


Ian 2 * - 


I cos 2x 
I + cos 2.i 


* Demostracion La primera formula se obtiene determinando sen 2 * en la formu- 
la del aitgulo doble cos 2x — l - 2 sen 2 *, De igual manera, la segunda formula se 
obtiene calculando cos It en lu formula del Angulo tloble cos 2a = 2 cos 2 * - I. 

La ultima formula se deduce de las primeras dos y de las identidades redprocas: 

1 - cos 2 * 

, _ sen 2 * _ 2 I — cos 2* 

cos 1 * 1 + cos 2* l + cos 2* 

2 


Ejemplo 4 Reduction de potencias 

en tins exp re si on trigonometries 

Exprese sen 2 * cos 2 * en t£rminos de la primera poiencia del coseno. 

Solution Usamos en forma repetida las formulas para reducir la potencia. 

1 - cos 2* \ / I + cos 2* \ 


sen 2 * cos 2 * — 


^ I — cos 2* J ^ I + 

I — cos 2 2* I I j 

m 4 “i** 2 * 

= _ l/ l + co$4* \ = t_ _ 1 _ 

4 4\ 2 / 4 S 

II 1 , 

- g " g COS 4* - -{1 - cos 4*) 

Otra manera de obtener esta idenlidad es usar la formula del dngulo dobte para 
el seno en la forma sen * cos * = | sen 2*. For consiguiente. 


cos 4* 

nr 


2 i 1 

sen“*cos * — - sen 


, 1 / J - cos4*\ I . v 

2x = a{ f 


Formulas mitad de angulo o semiangulo 


It j 1 — COS It u 1 + cos u 

u 1 — cos « sen it 

turn - - = ; 

2 sen it [ 4- cos it 

La election del signo - o - depende del cundrante en el que se cncuenire h/2. 


Material proEegido porderechos de autor 
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u ] - cos u 

For consign iente h tan — = 

2 sen 

1 + V 2 T /5 5 + v 5 T 

" i — 2 • 

j i 

Formulas del producto-a-suma 

Es posible expresar el producto sen u cos v como una sums de funciones trigonome- 
tricas, Para comprenderlo, consider? las formulas de adicirtn y sustraccitin para el 
caso de la funcidn seno: 

sen(w + i/) = sen u cos u + cos w sen if 

sen(ir — t?) = sen u cos v — cos u sen if 

Al sumarel primero y el segundo miembros a estas formulas tenemos 

sen(n + t?) + senfii - u) = 2 sen u cos u 

Si dividimos entre 2 llegainos a la fdrmula 

sen u cos v — |[sen(i* + t?) 4- sen(u — u)J 

Las otras [res formulas del produeto-a-suma sc deducen de una manera similar a 
parti r de las formulas de adicion. 


Formulas del producto-a-suma 


sen a cos v = if sen(u + u) + sen(w — t>) J 

cos u sen v = Ifsenfw + u) - sen(« - it)] 

cos n cos V =f ],[ cos(u +- u) + coa(« — u)] 

sen ti sen v - vfcosfd — t\ - cos(w + u)] 


Ejemplo 7 


Expresto n en forma de produeto-suma 
trigonometrico 


Exprese sen 3x sen 5x como una suma de funciones trigonometrical. 


Solution Aplicamos la cuarta formula del producto-a-suma con w — 3 j y v — 5 x 
y cl hecho de qne el coscnu es una funcidn par para obiener 

sen 3 x sen 5x = ^[cos(3.r - 5 x) - cos(3jt + It)] 

“ 2 cos C - 2jt) ” [ COS 8tf 

= i cos 2 jc — ^ cos Sjc ■ 


Las formulas del producto-a-suma tambi^n se pueden aplicar como formulas 
surna- a- producto, Esto es posible pOrque el segundo miembm de cada formula 
producto-a-suma es una suma y el primer miembro es un producto. For ejemplo, si 
haeemos 


u - 


x + v 


v - 


x-y 


aterfal protogido por cfer 
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en la primera formula del producto-a-suma, te nemos entonces 

x + y x~y u 
sen — — cos = ^(sen.r + seny) 


de modo que 


x + y x ~ y 
sen j + sen y — 2 sen — - — cos 


2 ~~~ 2 

Las ires formulas de sum a- a- producto renames se obiicnen de itianera similar. 


Formulas suma-a-producto 


x + V x ~ y 

sen x + sen y = 2 sen — — - cos — — 


X + T X — V 

sen x - sen v = 2 cos sen 

Jr J 


cos x + cos v = 2 cos 


X + T X - y 


COS 


JC Hh V X y 

cos .V — cos v = — 2 sen — — sen — — - 

7 7 


Ejemplo 8 Expresidn en la forma de un producto 
de una suma trigonometries 

Exprese sen 7 j + sen 3 j en la forma de un producto. 

Solution La primera formula de suma -a -producto proporciona 

, . 7* + 3* 7x “ 3jt 

sen 7 jc + sen 3* - 2 sen — - — cos — — — 

2 2 

= 2 sen 5 j cos 2x 


Ejemplo 9 Demostracion de una identidad 


_ j, _ __ , r , , J J sen 3 jt — sen je 

Venfique la identidad “ lan x. 

cos 3-r + cos x 

Solution Apli cantos la sqiunda formula dc suma-a-producto al numcrador y la 
lercera formula al denominador. 

3 x + j 3x - x 

sen — 


PM = 


. . * 2 cos 

sen 3jc — sen x j 


cos 3 jc + cos x 


2 cos 


+ x x formulas de suma-a-producto 


COS 


2 cos 2x sen jr 
2 cos 2x cos x 
sen x 


— tanx = SM 


COS Jf 


Slmpisfica£30n 

Cancfflscidm 
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Ejercicios 


1—8 ■ Detenninar sen It, cos It y tan 2.x a partir de la inform a- 
cion pitjpofciotiada, 

L sen * = ^r. x en el cuadrame I 

2. tan v = — t x en d euadnnuu II 

3- cos * — 5+ esc * < fl 4. esc x - 4, lan x < 0 

5. sen Jt = -ij, jren el euadrante HI 

6. see x - 2, x en el euadrante IV 

7. tan x - — cos x > 0 

8. cot v = jj, sen x > 0 

*#—1-1 ■ Aplique las. formulas para reducir La potencij y podcr 
volver uescribir La expresion en tdrminos dc !a primer* potencia 
del cose no. como en d ejemplo 4. 

sen 1 .! I®, cos** 


11. cos 2 * sen** 
13. cod* sen'* 


12. cos 4 * sen 2 * 
14. cos 6 * 


15-26 ■ Uril ice una formula apropiadade mi tad de an^ulo o 
seinum^uto para determinar el valor esaetn de la expresion. 


15. sen 15* 
17, lan 22S 
10, coc 165° 


21. lan — 

8 


23. 


25, sen — 
8 


16. tan 15* 

18, sen 75 0 
20, cos 1 1 2.5 : 

„ . 

22. cos — - 

a 

5 IT 

24. tan — 

12 


26. sen 


] I n- 

lS 


27-32 • Simplifiquc lacaprcsion median te la aplicacidn dc una 
formula del angulo doblc o una formula del semiiingulo. 


27. a) 2 sen 1 8° cos IS* 

2 lan 7 E ' 

28. m r— 

1 - tan' 7 s 

20. ah cor 34“ - sen 2 34 c 
30. al cos" sen* — 


2 


b) 2 sen 39 cos 30 

2 tan 79 

b) — 

1 - lan 2 7 8 

h) cos : JD sen 2 56 

, « 9 

b) 2 sen cos 
■> 1 


31. al 


32. a) 


sen 8° 

+ cos S' 

1 1 — cos 30° 


h) 


I - COS 40 


sen -W 


h > V 


L - cos 8# 





33, Urilice la formula de la adkidti parad caso del seno con el 
fin dc demostrar la formula del anjtulo dohle para el caso 
del seno. 

34. Aptique la formula de la adicidn para la langente con d bn 
de demostrar la formula del ingulo doble para la tangent. 


XXX 

35-40 » Calculc sen — , cos — y tan ~ a partir dc la informncidn 

2 — — 


proporcionada. 

35, sen * = j, if <x<Wf 


36 cos * - - 


S> 


180 s < * < 2W 


37. esc* = 3, 9tT < .*: < 180° 

38. tan je * 1, (f<x<9(f 
30. sec * = J t 270° < * < 360* 

40. cot* =5, 1 80° < * < 270* 

41-46 * Exprese el producto en ta forma de una euma 

41, sen 2* cos 3* 42. sen * sen 5* 

43, ctra * sen 4* 44. cos 5* cos 3* 


45. 3 cos 4* cos 7* 


JE * 

46. I E sen — cos — 

2 4 


47-52 ■ Escriha la suniacoino un producto 

47. sen 5* + sen 3* 48. sen je - sen 4je 

49. CM 4* — cos 6* 50, cos 9* + cos 2* 

51, sen 2* - sen 7* 52. sen lx + sen 4* 

53-58 ■ Calculeel valor del producto o surma, 

53. 2 sen 52.5* sen 97.3 s 54. 3 cos 37^* ooa 7,5° 

55. cos 37.5* sen 7.5° 56. sen 75* + sen 15° 


57. cos 255* - cos 195* 


„ *r Sir 
5*- cos — + cos “ 


59-76 ■ Dcmucstre la idcnlidad. 

59. cos 2 5* — sen 2 5* = cos I Or 

60. sen &v - 2 sen 4* cos 4* 

61. (sen* + cos*) 2 = t + sen 2* 
2 tan * 


62. 


M. 


65. 


I + fan"* 

I + sen lx 


sen 2x 


sen 4* 

63, - 4 cos * cos 2* 


sen* 


sen 2.r 


= 1+1 sec * esc * 


2(tan* - cot*) 


tan - * - cot"* 


= sen 2* 66. cot 2* 


I 


tan 2 * 


2 tan* 


Material pro leg id o porderechos do autor 


550 


C APJTU LQ 7 Tri g on ometr is a ns I rtlcs 


b) Mueslre que el Area maxima de seccidn transversal de 
la viga es 200 in 2 . [SugiTvncia: aplique el hecho 
de que sen u atcanza su valor mdximo en u = tt/2.] 


-^2p pulg 

i T j 



92. Long it ud del dob 1 62 La esquina inferior dertcha de una 
pieza de papel de 6 pulg de ancho .se dob la a la izquierda 
como se muestra. La longilud L del doblez depends del 
Angulo 8. Demuestre que 



94, Tel ef Chios per tonos Cnando se presiona una tecla en 
un tel£fono por tones, se generan dos Eonos puros, Jos cuales 
se combman para producer un sonido quo identifies exclusi- 
vamcnlc a esa tecla. En la ligura sc mucstra la frecucncia 
baja f l y la frccucncia alia, /; asociadas ton cuda una de 
las tec las, A l presionar una tecla se produce la onda sonora 
y = sen(2Tr/|f) + scn(27r/2f). 

a) Determine Id funcion que modela el sonido generado 
cuando se presiona la lecla 4. 

b) Aplique la formula de suma-a-producto para exprtsar el 
sonido que produce la tecla 4 como un producto de una 
funcidn seno y una funcidn coseno, 

jfi c> Grafique la onda sooora genera da por la tecla 4 de&de 
i — 0 a ; = 0.006 s. 


Baja 

frecutnciu 



Alta frecuencia /j 


1209 

I 

1336 

1 

1477 Hi 
1 

697 Hz 

r 

-0 

1 

0 

J 

0 

770 Hz 

-0 

0 

0 

852 Hz 

-0 

0 

0 

941 Hz 

-0 

0 

0 


Descubrimiento • Debate 

45. Demostracidn cjeometficft de una formula para el 
angulo doble Use la figura para demostrar que 
sen 28 — 2 sen 0 cos 0. 


fij VA Mazda de sonidos Cuando sc EOcan juntas dos nolas 
puras cuyas frccucmcias son muy ccrcanas, sus sonidos in- 
LcriicrcE] para producir banmienios: cs deck, la intensidad o 
amplitud del sonido a u inertia y disminuye en forma altema. 
Si las Jos noias son 

f&i) = co$l\i y /j(f) = cos 13r 

cl sonido rcsultanlc cs /(f) = /,(f) + fJj). 
si Grafique la funcidn _y = /(f). 

b) Verilique que /(f) * 2 cos t cos l2f, 

c) Grafique y =* 2 Cos t y y = —2 cos l, junto con la 
gr&Jica del ineiso a), en el inis mo rcctdngulo de visitin. 
^Describen eslas gritficas la variacidn en la intensidud 
del sonido? 



Sugetvncia: entente el Area del tri Angulo ABC de dos ma- 
ne ni disiintas. Son neceuiios los hechos siguientes de la 
geometric 

Un Angulo inscrilo en un semidreuloes un Angulo recto, 
de mode que ZACB cs un Angulo recto. 

El angulo central que suhiiende la cuerda de un cfrculo es 
cl doble del Angulo que subtiende la cuerda cn el cfrculo. 
de modo que LBOC es 28, 



Si /es una fund on uno a uno obiunivoca con dominio A y range entonces su in- 
versa f 1 es la funcion con dominio B y rango A definida por 


r\x)=y M = * 


iriE 


3QIC 


autor 


J tfi 
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Figure 1 

** fiy) = ■* 


(V^ase la seccidn 2.8.) En otras palabras, f~' es la regia que invierte la accidn die /. 
En la figura I se represent giificamente la accibn de / y de f ~ L . 

Para que una funcitin tenga una inverse, debe ser uno a uno, Puestoque las fuucio 
nes trigonometric as no son uno a uno, no lienen inversas, No obstante, es postble li- 
mi tar los dominios de las fund ones trigonometricas de tal manera que las funciones 
resultants scan uno a mo o biunfvocas. 

La funcion inversa del seno 


Primero considers mos la funcitin seno. Hay muchas maneras de restringirel dominio 
del seno de mod® que la niieva fund dm sea uno a uno. Una mantra natural de hater- 
Jo es limitar el dominio al intervalo | - tt/2, tt/2). La razon de esta election es que el 
seno alcanza cada uno de eslos valores exactameme una vez en esle intervalo. Como 
podemos observur en la figura 2, en este dominio restringido In funcion seno es uno a 
uno (por la Ptueba de la recta horizontal), de mode que tiene una inversa. 


Figura 2 




La i nversa de la funcibn seno es la funcibn sen - 1 deli m da por 

sen -l jr = y sen y = x 

para - 1 < 1 y —irjl^y ^ -rr/2.La grUicade y - sen -1 Jt se muesira en la figura 2, 

y se obtiene al reftejar la grifica dc y = sen jc + - irfl ^ x ^ tt/2 en la recta y — x. 


Definiciort de la funcicm inversa del seno 


La funciun Inverse del seno es la funcion sen 1 eon dominio —LI y rung® 
; tt/2, tt/2 dehn ido por 

sen 1 x = y sen y — x 

La funcion inversa del seno tambien se llama arco seno y se escribe como 

a rcsen 


Por consign icnte, sen 1 x es el numem en el intervalo [ - tt/2, tt/2] cuyo seno es x. 
En oiras palabras, senfsen -1 *) — jt. De hecho, a partir de las propiedades generales 
de las funciones inversas estudiadas en la seccibn 2,8, tenemos las relariones sigoientes. 


isenfsen" 1 1) = Jr 

para — 1 ^ x ^ 1 

sen ’(sen jc) - x 

rr _ t r 

para ^ x ^ — 

f 2 2 


iterial protcgldo por der echos 
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CAPIIULO 7 Trigonometrfa analitica 


Ejemplo 1 Evaluation de la funcion inversa seno 

Determine; a) sen"'j t b) sen y c) sen _l §. 

Solution 

a) El ndmero en el intervaki [ — tt/2, tt/ 2] cuyo seno es \ es ir/ 6 . Por lo tanto, 
sen 1 1 = 7ri6. 

b) El mimero en el intervaio [ - tt/2, tt/ 2] cuyo seno es — I es — ir/ 6 , Por lo canto, 
«n _, ( — J) - -tt/ 6. 

c) Como ] > 1 , no esta en el dominio de sen -3 x, de modo que sen ’ 1 j no esl 3 

definido. ■ 


Ejemplo 2 Uso de una calculadora para evaluar 
el seno inverse 

Calcule los valores aproximados de a) sen“ l (0,82) y b) sen 1 

Solution Puesto que ningdn multiples rational de tt liene un seno de 0.82, l, 
nsamos una calcutudora para encomrar un valor aproximado. Usamos las teclas 

de la calculadora (la calculadora debe 

estaren mode radlianes), y obtenemos 

a) sen “'(0,82) 0.9614 J b) sen -1 j * 0,33984 


| [sin i , o bien, sen -1 , o bien. 


* ftC St N 



Figura 4 


Ejemplo 3 


Combination de funciones trigonometricas 


y sus inversas 


Calcule cos(sen 1 |), 


Solucibn 1 Es ftteil determinar scn(sen” : |). De becho, de acuerdo con las pro- 
piedades de las funciones inversas, este valor es exactamente Para determinar 
cos(sen ' 1 5 ), se le reduce al problems mas fdcil de escribir la funeibn coseno en 
t£rminos de la funcibti seno. Sea u “ sen - 1 1. Como - tt/2 £ u £ tt/2, cos u es 
positive y podemos escribir 

cos a = + V I — sen 2 w 

Por lo lanto, cos(sen _l 5 =} = \fl — sen '(sen -1 1) 

= vmi? - vn - vi - 1 


Solucion 2 Sea 6 = sen 1 5 . Entonces, 8 es el numero en el intervalo [— ir/2, 

tt/2] cuyo seno es inierpretemos a 0 Como un angnlo y dibujemos tin tri&ngulo 
rectangulo con fl como uno de sus ingulos agudos, cuyo catelo opuesto mide 3 y 
la hipotenusa mide 5 {v£ase la figura 4). El caieto restante del triingulo se determina 
median te el tcorema de Pitdgoras y results ser 4. Segrin la figura T tenemos 

cosfsen 1 — cos 8 = f ■ 

A partir de la solucibn 2 del ejemplo 3 podemos caicular inmediatamente los valo- 
res de las otras funciones trigonometricas de 8 = sen ! ] del Lrtingulo. Por lo tanto, 

ran(sen -t j) = J seefsen " 1 \) = J csc(sen _1 1) = | 


>r cere 


arts 


:r OIG 


it t 


COS 
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La funcidn inversa del coseno 

Si el dominio de la funcior cose no se restringe al intervalo [0, j t\ la funcion resuliuntc 
es imoa iino, pur lo que tietie on a in versa. ELegimos este intervalo porque en el el 
coseno aicanza cada uno de sus valores eKactamente una vez (vdase la figura 5 1 


Figura 5 




Definition de la funcion inversa del coseno 


Lu funciim inversa del coseno es la funeiun cos 1 con dominio 1 , 1 J \ 
ran go [0 + tt dclinido per 

cos 1 .x - v <=> cos v — c 

La I'll lie ion inversa del coseno taiuhien se denomina arnu coseno > se escribe 

HITCOS. 


For consiguiente. v = cos 1 x es ei m'tmerv en el intervalo [0+ it] chw towna a r. 
Las relaciones sign ionics se infieren de las propiedades de las lunciones inversas. 


COs(cOS 1 r) = .T 

para - 1 x ^ ! 

cos - ‘(cos ,v) = X 

para 0 -- r £ tt 


La gralica de y = cos 1 x se ilustra en la tigura 6; se obtiene al neflejar la grahea de 
y = cos .r, 0 # T en la recta y - .t. 

Ejemplo 4 Evaluation de la funcion inversa del coseno 

Caleule: a) cos' l ( V3/2), b) cos ’0 y c) cos' 1 ? . 

Solution 

a) El mimero en el intervalo [0 t ir]euyo coseno es V3/2 es tt/ 6, For lo tan to, 
cos '(V3/2J = tt/6. 

b) E3 numero en el intervalo "0, tt" cuyo coseno es 0 es ir/2. For lo tamo, 
cos 1 0 = nj 2. 

c) Como ningun multiplo racional de t r tiene coseno ? + usanios nna calcnladora en 
el modo radiants para detenninar su valor aproximado: cos 1 ^ «= 0.775 1 9, m 
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CAPfTULO 7 Trigonometria snalitica 



Figure 7 

„ x 

COS 0 = - = I 
1 



7i 


X 


2 


Figure S’ 

^ jt 

COS (? = y = X 


Ejemplo 5 Combinadon de fundones 

trigonometrScas y sus inverses 


Escriba sen(cos 1 x) y tan(eos 1 x) como expresiones algebraic as en x para 

“ISjfSl. 


Solution t Sea h = eos -1 x. Es necesario encontrar sen u y tan u en t£rminos 
de x. Como en el ejemplo 3, la idea en este caso es escribir el seno y la tangentc en 
tlrminos del coseno. Tenemos que 


sen u 



cos : n 


y 


sen u 

tan ti = 

cos u 


± Vi ~ cos 3 h 
cos u 


Para elegir las signos adecuados, observe que u esta en el interval© [0, irl porque 
u - cos _l x, Como sen u es positive en este intervalo, el signo + es la eleccion 
corrects A I sustituir u - cos ~ L x en las ecuaciones mostradas y aplicar la relation 
codecs _1 x) = x tenemos 


sen(cos ] x) - Vl - x 2 y tan(cos 'x) " 


VT^ 


Solution 2 Sea 9 — cos ] x + de modo que cos 9 = Jt. En la ftgura 7 hay un tri^ngu- 
lo rectangulo con un dngulo agudo 9, cateto adyacente x e hipotertusa igual a L Se- 

gtin el teorema de Pitdgoras, el cateto faltante midc VT - x 1 . De acuerdo con la 
ftgura, 

Vl — x 2 

sen(cos _l jf) - sen# = VT — V y tan(cos“T) = tan# — — ■ 

IMOTA Bn la so luc ion 2 del ejemplo 5 podria parecerque como estamos dibuj art- 
do, el angulo 9 = cos 1 x debe ser agudo. Pern resulta que el m£todo del tnangub 
funciona para cuaiquier $ y para cualquaer x, Los dominies y los tangos de las seis 
funciones trigonomeiricas inversas han si do escogidos de tal manera que podemos 
usar siempre un tri£ngulo para determiner S(T' '(x)), donde Sy T son fundones tri- 
gonometrical cualquiera. 


E j e mplo 6 Com btnacidn defy nqion trl gonom Strict 

y una Invert 

Escriba sen(2 cos" l x) coma tina expresidn algebraica en x para — 1 l, 

Solucion Sea & = cos" 'x y dibuje un tri&ngulo como e! nmstrado en la ftgura S. 
Necesi tamos determinar sen 2$, pero a partir del tridngulo podemos determinar 
funciones trigonom^tricas sftlo de fl, no tie 26. La identidad del Angulo doble para 
el seno es util en este caso, Tenemos entonces 

sen(2 cos"'x) = sen 2$ 

— 2 sen 9 cos 9 Formula par^a pi in^ulo dcfatc 

— 2(V 1 - x 1 )x el trUingulo 

= 2xVl - x a ft 

La funcion inversa de la tangents 

Restringimos el dominio de la funci6n tungente al intervalo (—tf/2, tt/2) con objeto 
de obtener una funcidn uno a uno. 



its rial pro 
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CAPiTULQT Trigonometric analrtfca 


Ejemplo 8 El angukt de un rayo de luz 


Costa 



Un faro esti situado en ima ista que estS a dos mi Has. fuera de la costa (v£ase la 
figure 10). Express ei dngulo formado por el ha z de luz y la costa en terminos de 
ladistancia d en la figure. 

Solution A partir de la iigura vemos que tan B = 2/d. Si obtenemos la tangenie 
tavern de ambos miembros T tenemos 


(an L (ian 8) — tan 1 
$ = tan" 1 



FTof if dsd de cance\&Cr\&n ■ 


Figura 10 


Las funciones inversas de la secante, 
cosecante y cotangent© 


Rif fie him? al ejencicio 59 en dundif st? 
tram Iei cJeterminacidn ifc Llh. tunciories 
trigonorrclneus inversus mcdiantc Ltn,j 
c&lcuiadora 


Para definir las funciones inversas de las, funciones secante + cosecants y cotangetite, 
restringimos el dominiodecada funcidn a un conjuntoen el coal dicha funcidn es uno 
a uno y en el cual alcanza todos sus. valores. Cualquier intervalo que cum pi a estos cri- 
terios es adecuado t pera elegimos I i mi tar el dominie de man era que se simplifique la 
elecci6n del signo en los cAktilos qne sc rehdonan con fund ones trigonom&rieas 
inversas. Las elecciones que efectuamos son tambi^n tidecuadas para el cdlculo infi- 
nitesimal. Esto explica la festriccidri aparentemente extraiia de los donunios de las 
funciones secants y cosecante. La seccidn final iz a con las graficas de las funcio- 
nes secante^ cosecante y cotangente con sus dominios restringidos y las grdficas de 
las funciones inversas (figures 1 1 a 13), 


Figure 11 

La fimtitfn sccante inversa 



Figure 12 

La funcion cosecante invert 




■1 at 


irial 


>rotcgido per 


autc 



SECClON 7 A Funciones trigonometricas inverses 


5S7 


Figure 13 

La funcidn cotangents in versa 






V = cot l x 


ICIOS 


1-8 ■ Caleiric cl valor exacto de cuda una de las expncsioncs, si 13—28 ■ Calorie el valor cxacto de la expccsidn, si csli definida. 

esii de fluids. 







13, 

1- a) 

™ 4 

b) 

cos 1 J 

c) cos J 2 

14. 

2. a) 

..vs 

sen 

2 

b) 

-V3 

cos 

2 

c) “•"’(-'t) 

13. 

3. a) 

sen — — 
2 

b) 

, V2 

COS -r- 
2 

c) sen 2 ] 

16. 

4, a) 

tan -1 V3 

b) 

lan -l (— V3) 

c) scii" ] V3 

17. 

5. a) 

sen -1 1 

b) 

cos -1 1 

c) cos" ] (-1) 

is. 

6. a) 

ian -1 1 

b) 

lan -1 (- 1) 

c) tan 1 0 

7. a) 

V5 

un T 

b) 


c) sen -1 (-2) 

19. 

8. a) 

sen 1 0 

b) 

COs'O 

c) cos 3 {-j) 

20. 


&en($en -1 J) 

cosfcos 1 1) 
Ean(tan -t 5) 
sen[sen" l 5) 



-if 5ir 

sea sen — 

\ 6 


9-12 • For medio de una calculadora halle un valor apnoxima- 
do de cada una de las cxprcsioncs eon einco c liras dec i males, si 
esi J definida. 

9. a) sen -1 (Q, 13944) 
b) cos - a ( -0,92761) 

10. a) cos -1 (0.3 1187) 
b) tan -t ( 2623 MO) 

11. a) tan -, ( 1.23456) 
b) sen “'{1.23456) 

12. a) cos - J ( -0,2571 3) 
b) lan" '(-0.257 1 3) 


21 . 


22 . 


23. 


24. 


25. 


26 . 



tan(&en 1 1) 

sen(sen -l 0) 



aterial proEeqido poi d orach os do 
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27. tan’' 1^2 sen 

28, cos" 1 ^ \/3 sen ~ j| 


29-40 ■ Evaluc las cxpresiooes dibujando un iriangulo. como 
en la soluridn 2 del ejemplo 3. 


| 51-52 ■ a) Pot medio dc una ealeu ladom o una eomputadora 
determine lodas Las sol u clones dc la ccuacidn cun dos cilras dc- 
ci males y b) cncucntrc la solucidn exacla. 


IT 

51* fan' 1 x +■ tan l 2x = ■— 
51+ sen -1 * - cqs -, jf = 0 


29. sen(cos 1 $) 

30. lanfscn 1 
31* sen 1 ! lan' 1 y } 

32. csjsOan ’5) 

33. sec(sen 1 -ff ) 

34. ese(eos -1 

35. ens{ian ] 2) 

36. eot(scn 1 t) 

37. sen (2 cos 1 f ) 

38. tan(2 tan 1 ^ ) 

39. sen(sen -1 ' ■+ cos -1 

40. eosftien " 11 1 ~ cos -1 jj) 


41-48 ■ Vuelva aescribir las expnrsioncs cn fernna de unacx- 
presion algehraica en x 


Aplicaciones 

53, Aftura dal transbor da dor n spatial Un observador mira al 
transbordador a dos mi lias dc la plataforma dc lanzamicnlo. 
a| Express la altura del utansburdador espaual en funcitin 
del jSngulo de clevackta 3. 

b) Express el angulo de elevaritin 3 en funcion de la altura 
h del [ran sbordador espadal 



41- cos(sen '*) 

42* $en{tan -E Jt) 

43. tan(sen -fc .r) 

44* c(is(tan f .lt) 

45. cos(2 tan '*) 

46. sen(2 sen ’x) 

47. cocoes' 'j + sen '*) 

48. sen{ian' 5 x — sen 1 .v ) 

49-50 ■ a | Graliquc La funcidn y planlec una eonjetura. y 
b] demuestre que la eonjetura plarueadu es vtrdadera, 

49. y = sen l x + cos l x 

50. y = fan' 1 .* + tan* ~ 


54. Altura de un poste Un posEc dc 50 pics arroja una sombra 
como se ilustm en In figure , 

a) Exprese cl Sngulo de elevaeitin fl del Sol en funetdaii del 
largo.tde la sombra, 

h) Calc ule el angulo W dc la elevacldn del Sol cuando La 
sombra midc 20 pics dr largo 




50 pics 
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2 



4 

22 pies 


10 pies 

l 


A bora sttponga qiie, si empezamos en la primera hilern de as ten los, el pi so 
del area donde se encuentran £stos se eleva con un angulo a = 25° con 
nespecto a la horizontal )■ Ea disuinciu indinada hasla donde usted se sientu 
es a, eomo se muestra en la ligura, 
a) Utilice la ley dc los cosenos para demos Lrar que 


donde 



cr = (7 + a cos or)' + (28 — x sen «) 2 

y 

4 

h 2 — (7 + x cos a) 2 ■+• (a sen a - 6) : 


b) Utilice una ealcubdora o tin a computadora pan graficar f) en funcidn 
de x. > estimar el valor de a que haee mixitno p 9. i,bn que Men se debe 
senfcai? <-Cu£l es el angido de visibn 9 en esta hi 1 era? 



Una ecuaeitin quecontiene funciones trigonom^iricas sc denomina teuadrin trigono- 
metries. Rore)emplo, las expresiones siguienCes son ecuaciones trigonometricas: 

sen 3 * + cos 2 * - 1 2 sen * - 1 = 0 tan 3 2 a ~ l = 0 

La primera ecuacidn es una idenlidad, es decir, es cierta para lode valor de la va- 
riable .t. Las otras dos ecuaciones se cmnplen s6lo para ciertos valores de a. Para 
resolver una ecuacitin trigonomdtrica, eaten lamas todos los valores de la variable 
que hacen que la ecuaddn sea cierta, Siempre usaremos radianes para la variable ex- 
cepto en algunos problenias de aplicaeibn. 


Resoiucion de ecuaciones trigonometricas 

Para resolver una ecuaddn trigonom^lrica* aplicamos las reglas del Algebra para aislar 
la funeibn triganomdlrica en un I ado del signo iguaL Luego usamos los conocimten- 
tos de los valores de las funciones trigonometricas para determinar la variable. 


Ejemplo 1 Resolution de una ecu a cion trigonometries 


Resuelva la ecuacidn 2 sen a — 1=0, 
Sol u ci 6 n Empezamos por aislar sen x. 


2 sen x — I - 0 
2 sen a = I 

1 

sen a = — 

2 


Ecu a din dsd& 
Sums de 1 

Pirisidn entre 2 


Material 
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Pronostico del tiempo 

Lns nieleorologus modemns tiaccn 
niucho mas que pnzdecir cl licmpo 
de mananu, Invcstigan psiiRincs eli- 
maticus de l&rga duration. cl adel- 
gazamieiuto de la capa de ozbno. cl 
caJerttamiHilQ^ntaJ y turns efectos 
ik la activ idad humana en el climj. 
Peru el pfinuisiLa i diario tie I clima 
Cm ;juri uma pane principal de Ij mi- 
teorolog fa. $li valor sc nude por las 
innumerable*, vidas humanas que 
se sal van lottos lus aims gruetas a 
los projidslieos riacto* de hura- 
cancs. tcmpcslndes de itievc y ottos 
fcn6mcrtuv calastrtMkos del eliriiu, 
A principles del siylo xx los maie- 
miiieos propuiicron modakr d 
clinrta eon ecuaciones q ue usaban 
los, vaJores actuates de cientos de 
variables atmosi'ericas. Aunquc es- 
Ic modelo fund 006 :tl print ipio, 
t'ue imposibte predecir patrones fu- 
(uros del clima median ie esce mo- 
de! L3 debido a la dilwultad de inedir 
ton exact mid lodas las variables y 
resolver todas las eeuaeiones. tin la 
actu alidad* los nuevos model. os ma- 
Ecm^lieosi combi nados eon s i mu La- 
ctones cn eomputaJoras de alia 
vdocidad Nan snejorado en forma 
notable la prediction del dima. Co- 
mo resoltado. se han evtfado mu- 
eba* inaertes asf eomo desuslrts 
econtunicos. Los malcmiticos del 
National Oceanographic and At- 
mospheric Administration, NOAA 
(Centro National de Qccanografia 
y de l.i Atmos feral in vest ip an era 
forma continue mejorts rnelodos 
para pronosiicar cl clima,. 


Puesto que el seno liene un periodo de 2ir, primero calc til arnos las soluciones en el 
intervalo [0, 2tt]. Estas son x = tt/6 y x = 5ir/6. Para determinar lodas las otras 
so I uc [ones surnames cualquier multiplo entero de 2 -tt a estas soluc tones. Par lo tan to, 
las soluciones son 

7T t 5ir 

x = — + 2jbr* a = — + 2 for 
0 0 

donde k cs cuaJquier entero, En la ligura 1 se [lustra una representation graft c, a de 
las Soluciones. 



Ejemplo 2 Resolution de una ecuacion trigonometrica 

Resuelva la ecuacion tan 2 x — 3=0, 

So I uc ion Empezamos por aislar a tan a. 

tan 3 * - 3 “ 0 Eeuset&i d&d* 

tan 2 A = 3 Bums de 3 

tan x “ — V3 ObtcnciiSii de tas rafcc&cvadradfis 

Como la langente tiene periodo w, primero detemiinamos las soluciones en el inter- 
valo (— it/ 2, rr/2) + que son x = — rr/3 y x = ir/3. Para determinar todas las otras so- 
ludoties, $umamos cualqurer entero mdltiplo de w a dichas solueiones, Por lo tamo, 
las solueiones sort 

■7T IT 

X = — — + K7T, Jt = ~ + klT 

3 3 

donde it es cualquier entero, ■ 


Ejemplo 3 ( Determinacion de los purrtos de irrterseccioo 

Caleule los valores de .r en los cuales se cortan las graficas de Jf(jr) = sen x y 
#(jr) — cos A, 


Solution 1: Grdfica 

Las grdficas se cortan donde /(a) = jy(j), En la figura 2 se ilustra y t - sen a y 


y 2 — cos a en la misma panlulla, panr a entre 0 y 2 tt, Al usar th* ce q el comando 
Intersect enla calculation para graficar, observamos que los dos puntos de 
coite en esie intervalo se piescntan ttande a *■ 0,785 y x 3.927. Comti el seno y el 
coseno son periftdicos en el periodo 2 tt, los puntos de intersection se presenian donde 


x 0,785 + 2 far y x « 3.927 + 2/tir 


aterial protegido por derochos de aL 
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CAPlTULO 7 Trigonometna cinsSitica 


Plies to que el coseno dene periodo de 2ir, primero calc alamos las soluciones en el 
interviio [0. lit), En el caso de ]a primera ecuacidn, son x - ir/3 y x - 5*r/3. La 
segimda ecuacidn no tiene soluciones porque cos x nunca es mayor que 1. Por con- 
sign iente, las soluciones son 


x = y + 2for. 


5ff 

* = T + 2far 


domic A' es cualquier enlcro. 


Eeuaci6n de tipo cuadrfltico 

2S 1 + S - 1-0 
(25 - |)(5 + 1) = 0 


Ejemplo 5 Uso de una identidad trigonometries 

Kesudva la ecuacidn I + sen x — 2 cos 2 x 



Sol UC ton U samos una identidad trigonometries para volver a escribir Ea ecuacidn 
en terminos de una sola funcidn trigone metrica. 

1 + sen r — 2 eos\r Ecuacidn dasta 


I + sen Jt ~ 2(1 - sen 2 .*) 
2 sen 2 * + sen x — I — 0 


(2 sen j — 1 )(sen x + 1 ) - 0 


\dent\dad plta^crica 

Todos t^rmlnoe se 
pasan a un sole lado 
la ccuiaci(5n 

Factorls5d6ri 


2 sen x — 1 = 0 


o senx +1=0 


I 

sen ,v = - 
TT 5 T 


o sen x = -1 



Tcdos l&s fectonss &s 

ifluLaian a 0 

Peterrninacidn de sen x 

Determ inacion de x en 
el intervals [O’, 2 if) 


Como el periodo dd seno es 2 tt, obterennos codas las soluciones de la ecuacidn 
sumando cualquier entero multiple de 2ir a estas soluciones. For lo tanto. las solu- 
dones son 


x = £ + 2kir. 
o 


5ir 

x = — + Stir, 
6 


3 tt 

x = — + 2tir 
2 


donde k es un enrero cualquiera. 


Ejemplo 6 Uso de una identidad trigonometric a 

Resuelva la ecuacidn sen 2.r - cos r = 0. 

Solucion El primer t^rminn es una funcidn de 2.T y el segundo es una funcidn 
de x, de modo que empe/amos por usar una identidad trigonoitiitrica para volver a 
escribir el primer tennino sdlo en funcidn de x. 

sen 2.v - cos x ™ 0 Ecuflcion dada 

2 sen X COS X — COS X = 0 Formula del &nqu\adcWt 

cos.r(2 sen x “ I) = 0 Fartofizacicm 


©rial pfoECQido por dprechos do a 
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SECCI0N 7.5 Ecu aci ones trig onometricas 
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Solution 

a) Empezamos por aislar tan ixj'Ty 


1=0 


Ecuacicn dada 


V5 tan — = 1 

jr 1 

lm i = V5 

X _ w 
2 ~ 6 


Suma As 1 


C'ivf&f6n sntre V3 


Oetermirac\6r\ As ~~ en el interne 
£ 



Como la iangentc tiene period o ir 5 para obtener tod as las soluciones adiciona- 
mos cualquier multiple enteio de tt a esta solucidn. Por Jo tanto* Isa soluciones 


son de 9a forma. 


jr ir 
-__ + * 


A I multiplies? por 2 h obtcnemos las soluciones 


ir , 

jr = ~ + 7kw 

J 

donde It es cualquier entero. 

b) Las soluciones del inciso a) que estan en el intervalo JO, 4 tt) corresponden a 
fc — 0 y Jt — L Para todos tos otros valorem de Jfc r los valores correspondientes 
de Jt quedan fuera de este intervalo. For to tanto, las soluciones en el intervalo 
[0 T 4ir) son 

7T Iw 


Aplicacion de las funciones trigonometricas 
inverses para resolver ecuadones trigonometricas 

Hasty este momento. todas las ecuacioncs que hemos resuelto tiencn soluciones 
como tt/4 n ir/3 t 5?r/6 y asf sucesivamente. Pudimos calcular las soluciones a part Jr 
de los valorem espectales de las funciones trigonometricas que hemos memorizado, 
A continuation consideramos ecuadones cuya solucidn requiere que use m os las 
funciones trigonometricas inversas. 

Ejemplo 10 Aplicacion de las funciones 
trigonometricas inverses 


Resuelva la ecuaeion tan : Jt — tame — 2 - 0. 

Solucidn Empezauios por lac tori zar el primer miembro. 


Ecuauidn ds tip a ctiadratico 


tan 2 jc 

“ tan jr “2=0 

EcusGtdh dada 

T* -T-l-Q 


(tan x — 2}(lan x + l) = 0 


■H 

1 

+ 

II 

o> 

ten * — 2 = 0 

o bien 

(an jt + 1 =0 

$e \qua\a cada factor a 0 


tan x = 2 

o bien 

tan x - -I 

Pcr&:rmiiiJick5n ds ran x 


x = tan’ 1 2 

o bien 

IT 

* = “T 

Pfft^rminacl(in ds x cn et 

/ JT JT\ 




4 

Int^rvali? ™ t — 1 

\ 2 2j 


it a rial pro 


SECCldN 7.5 Ecuaciones trigonometricas 
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21* serrjt = 2 sen x + 3 
23. sen It = 4 “ 2 cos 2 x 
25. 2 sen 3x + 1=0 
27. sec 4.r — 2 = fl 
29. V3 sen 2x = cos 2 .t 

31. cos 1 = 0 

2 


21. 3 nui\r = Can x 
24* 2 cos 1 .? + sen x = 1 
26.. 2 cos 2.t + 1=0 
2ft. VI lan lx + 1 = 0 
30* cos 3* = sen 3x 

32 , 2 sen — + V 3 — 0 
3 


JC 

33, tan - + V3 = 0 
4 

35. tan\t - 9 tan* = 0 


^ x x 

34. see - - cos — 
2 2 


M. 3 Vdn 3 x - 3 tan 2 * — tart x + I = 0 


37, 4 sen x cos x -+- 2 sen x — 2 cos jt — 1 = 0 

38. sen 2 x = 2 tan 2x 39* cos- 2 x - sen 2 2 .r = 0 

40. sec x - tan x = cm x 

4 1 -4ft ■ Determine tods las soluciones de la ecuaritin en 
el intervale [0, 2ir). 

41. 2 cos 3* = 1 42. 3 csc 2 x = 4 

43. 2 sen jc (an x — tan 4 = I — 2 sen x 

44. sec jf tan x - cos jt cot jt = sen jc 

45. lan x - 3 cot x = 0 46. 2 sen 1 .* - cos x “ I 

47, lari 3x + l - see 3x 48, 3 sec 2 * + 4 cos 1 * - 7 


63, sen 2-* cos x + cos 2r sen x = V'I/2 

64, sen 3x cos x - cos 3x sen x — 0 


65-68 ■ Aplique una formula para cl dnculo doblc o para d 
angulo mitad para rtsOlVCr la ccuacion ert el interval® |0, 2 IF), 


65, sen 2x + cos x = 0 
67, cos 2x + cos 4 — 2 


x 


(46. tan sen x = 0 

2 

lift, tan x 4 cot 4 = 4 sen 2x 


69-72 ■ Revue Iva la ccuacion aplicando primero una formula 
suma-a-producto. 

69, sen x + sea 3* = 0 70, cos 5,t — cos 7x = 0 

71. cos 4jc + cos 24 = cos x 72. sen 5 lt — sen 3.r = COS 4x 



73-78 ■ Mediants una catculadoru para gratiear u una 
computadora caleule las solucioncs dc la ccuacion con dos 
ctfras dcci males. 


73* sen 2x = x 
75, 2*** - .v 


74. cos x — — 
76, sen* = x J 


77. 


COS 4 

iT? 



78. cos x = £(** + e -Jt ) 


Aplicaciones 


49-56 ■ a) Determine todas las solucioncs de la ccuacion. 
b| Medium e una calculadora resue! va la ecu ac ion cn d 
tnierralo [ 0 , 2tt), y propnreione dncocifras decimates. 

49, cos x - 0.4 50, 2 tan x = 13 

51, sec x - 5 - 0 52. 3 sen x = 1 cos x 

53* 5 sen 2 ! - 1 = 0 54. 2 sen 2x — cos x — 0 

55. 3 sen 2 x - 7 sen x + 2 = 0 

56. lan J 4 - 13 lan 2 .v + 36 = 0 

57-60 ■ Gr afique / y g en los misnxK ejes y encuentre sus pun- 
tos de intcrseccidn. 

57. f{x) = 3 cos x + 1, £ 7 ( 4 ) = cos x — ! 

5ft. /(*) = sen 2 jc, #(jt) = 2 sen 2x + 1 
59. f(x) = lan g{x) = V 3 

60* f{x) = sen ,t - I, £(*} = cosx 

61-64 ■ Aplique una formulade adietdn ode sustracuidn para 
simpliliicar la ccuacion. Du spues determine todas las solucioncs 
en el intervalo fO. 2 ir). 

61, cos x cos 3x - sen x sen 3x = 0 

62. cos x cos 2 .c + sen 4 sen 24 = > 


79, A lea nee de un proysctil Si un proycutil sc di spurn con 
%’elocidad t\- t y un anpulo H, cntonccs su alcartce. la dtsluncta 
horimntal que recorrc cn pies esld moddada por la funcidn 

i/q sen 2fl 
fl P) ^ 

v 1 32 

I ease la pagina ft 1 ft.), Si = 2200 pics/s, ^.quc iinguloen 
grados se debe clcgir para que cl proyeclil dd cn el blancu 
cn cl suekj a 5000 pics de distanda? 



h H 


80. Vibr acio nos amortiguadas El despla/amicnto de un 
sorte que cste vibrando en mo^iiTiienlo amftSoan amtstiguado 
se represents por medio de 

y = 4e 1; sen lirf 

Calcule los tiempos en que el revone se eacuenlra en su 
posicidn de equilibrio = 0). 

ftl, Refiracddn de la lux &e ha obcervado desde tiempos anti- 
euos que la luz se desvia o rcfracla cuandu pasa de un medio 
a olro. por ejemplo* del a ire al agua. Si £> , es la vclocidad 


disl prolegido por oorochos d^o outor 


ii I till 


Enfoque en et modelado 
Ondas progresivas y estacionarias 


Ya aprendimos que la posicidn de una parttcula en movimiento amionico simple se 
describe mediante una funcidn de la forma v = A sen wt (vdase la seccirtn 5,5). Por 
ejemplo, si una cuerda se mueve hacia arriba y hacia abajo como en la fjgura L en- 
tonces el punto rojo en la cuerda se desplaza hacia arriba y hacia abajo en movimiento 
armdnico simple, Ckio, lo mismo es cierto para todos los pantos de k cuerda. 



4 ,Qn£ funcidn describe la forma de toda la cuerda? Si fijamos un instant* en 
el liempc (r = 0) y tomarnos una fotogntliu de la cuerda, obtenemos la forma de la fi- 
gure 2 h la cual esti model ada por 

y - A sen kx 

donde y es la altnra de la cuerda por arriba de! eje x en el punto x* 


Figura 2 

y ■= A senlbr 



Ondas progresivas 

Si tomamos una fotograffade la cuerda en otros instances. como en la figura 3 T pare- 
ce que las ondas de Ea cuerda viajan, es decir, se desplazan hacia la derecha. 


Figura 3 



La velocidad de la onda es la rapidez a la cual se mu eve hacia la derecha. Si la 
onda bene una velocidad v, eu Unices se mueve a la derecha una distancia vr en el tiem- 
po t. Entonces la grifica de la onda desplazada en el tiempo t es 

y(j c, r) - A sen t(jr — vt) 

Esta funcidn represents la posicidn de cualquier punto x en la cuerda en cualquiei 
momento. Utilizanios la notacidn y(jr, l) para indie ar que la funcidn depends de las 
dos variables x y t En seguida se i lustra cdmo esta funcidn modela cl movimiento de 
la cuerda, 

■ SI fijamos x f entonces y£* T r) es una funcidn sdlo de r + lo cual da la posicidn del 
punto fijo x en el tiernpo i. 

B SI ^jiamos i, e donees y(jr+ r) es una funcidn sdlo de x t cuya gr&fica es la forma de 
la cuerda en el tiernpo fijo t. 
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Reiacion entre coordenadas polares 

y recta ngul ares 

Con frecuencia surgen situaciones en las que es necesarioconsiderar al mismoliem- 
po coordenadas polares y rectangulares. La cones ion fin ire los dos sistemas se i lus- 
tra en la figura 6. donde e! eje polar coincide con el eje x positive, Las formulas en 
el siguienie cuadro se obtienen die la figura por medio de las detiniciones de funcio- 
nes irigonom£trieas y cl teoreim de pitigoras, (Antique sc ha ilusirado e! caso don- 
de r > 0 y 8 es agudo, las formulas se cumplen para cualquier angulo 6 y para 
cuaiquier valor de r<) 


Re iacio n entre coordenadas polares y recta ngu la res 


1. Pam camhiur de coordenadas polares a icetangu lares. use Ijs formulas 

x = r cos & v y = r sen ft 

# ■■ 

2. Para cambiar de coordenadas rectangulares a pot, ires, use las formulas 

r 2 — x 2 + y 2 y inn (a ^ 0) 


Eiemplo 3 Oonvertir coordenadas polares 
a coordenadas rectangulares 

Encuentrc coordenadas rcctangularcs para el punto que tiene coordenadas po lares 

(4. 2)7/3}. 

Solucion Puesto que r = Ay ft — 2tr/3 h se tiene 


x = r cos & = 4 cos 


r - 4-3 — 


2w \^3 

v = r se n ft =4sen-7 — 4 * — - = 2 V3 
J 3 2 

Asl, el punto tiene coordenadas reclangu lares (— 2*2 V3). 



Ejemplo 4 Convert ir coordenadas recta ngu la res 
a coordenadas polares 



Lncucmre coordenadas polares para d punto que tiene coordenadas 
rectangulares (2, —2). 


Solution Con x = 2.y = -2, se obtiene 

r 2 = + y 2 = 2 1 + (” 2) 2 = 8 

por lo tamo r — 2 V2 o — 2 V2. Tambidn 


tan 8 - 


y 


X 



= -1 


asi que & = 3tt/4 o --tt/ 4. Puesto que el punto (2, -2) se encueutna en el euadranle IV 
(veasc la figura 7), se puede represemaxen coordenadas polares como (2 V2, -tt/4) 
o (— 2 V5*3w/4). i 


Material proleqido por der echos de autor 


Figure 7 
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CAPITULO 8 Coordenadas polares y vectores 



h) Se multiplican ambos I ados de la ecuaddn por r t porque ententes sc pueden 
usar las formulas r = x 2 + v 2 y r sen 0 = v. 

— 2r sen 0 MuftipSq-ue pvr r 


x 3 + y 2 — 2 y 
x 3 + y 2 — 2y = 0 
x*+ (y~ 1) 3 = 1 


r E = x* + y 3 y r&en 0 = y 
£»te 2y 

Complete til cuadra^o sfl y 


Esfa es la ecuacitfn de un cfrculo de radio I centrado en el panto (0, I), Se graft - 
ca en la figura 9. 

c) Se multi pi iean primero ambos lados de la ecuacidn por r. 


r 2 = 2r + 2r cos 8 


Con r 2 = x 2 + y 2 yx-rc0&0 T se pueden convertir dos de los terminos de la 
ecuacibn en coordenadas rectangu lares, pero eliminar la r restante requiere mis 


trabajo: 

x 1 + y 2 “ 2r + 2.t 
x 2 + y 2 ~2x = 2r 
(x 2 + y z - 2x) 1 = 4 r 1 
(x 3 + y 1 - lx} 1 = 4(x 2 + y 3 ) 


r* = + y*y rCOSfl - ¥ 

Res tc Z* 

Eleve al cu&dra^D smbo* (nfartibnas 
r 2 = x 2 + y 2 


En esie caso, la ecuacion rectangular es mas compllcada que la ecuacibn polar, 
Aunque no se puede derennmar con facilidad la grifica de la ecuacibn a partir 
de su forma rectangular, se vera en la seccibn siguiente cbmo graficarla usando 
la ecuacibn polar. ■ 


8.1 


Ejercicios 


I — 6 ■ Oraritjue cl punlo que denen Jus coordenadas polanes, dadas. 

I. (4,tt/ 4) 2. (1,0) 3. (6, -7ir/6) 

4. (3. -271-/3) 5. (-2,471/3) 6. {-5, ,-|7ir/6) 

7-12 ■ Grafiquc cl punlo que licncn tag coordenadas polarcs 
dadas. Lucgo dc olras dos twpwwm nAw del punlo en coorde- 
nadas polarcs, una con r < 0 y la olra con r > 0. 

7, (3,if/2) S. (2,3 tt/ 4) 9. (M.Tir /#) 

10. (-2. -ir/3) H. (-5.0) 12. (3.1) 

13-20 ■ Determine cual punlo dc la ligura, P, (7 T R a S liene las 
coordenadas polarcs dad as. 



13, (4, 3tt/4) 

15. (-4, -it/4) 
17. (4, -23tt/4) 
19. (-4, 10lu/4) 


J4, (4, -3ir/4) 
16. (-4 t I3it/4) 
18. (— 4-, 23it/ 4) 
20, (4, !03ir/4) 


21-22 ■ 5c gralica un punlo cn forma rectangular. Encuentre 
las coordenadas polarcs para cl punto, con r>0y0<d< 2 it. 



22 , 


>’+ 


4 — I — I- 


0 


4 1 f- 


1 


Q 
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CAPiTULO B Coord enad as polares y vectores 


el polo y los rayos que salen del polo, como en la figura lb), Se usaran tales cua- 
drfculas como ayuda para bosquejar graficas polares. 


Figura 1 
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a) Cuadrfcub para eonrdenadas reetangubres 


h) Cuadricuta para coordenadas polares 


En los ejemplos I y 2 se puede observar que los circulos centrados en el origeii y 
las rectas que pasan por el origen tienen ecuaciones particulurmente simples en coor- 
denadas polares, 


Ejempto 1 Bosquejar la grafica de una ecuacion polar 

Bosqueje La gi^Hca de la ecuacibn r = 3 y exprese la eeuacibn en coordenadas polares. 



Figura 2 


Solo cto n La grafica consta de los puntos cuya coordenada r es 3, es decir. los 
puntos que esl&n a 3 unidades del origen. Aaf que la gr&tiea es un cfrculo de radio 3 
cen trade en el origen, como se muestra on la figura 2, 

A I elevar al cuadrado ambos lados de la ecuacion, se obtiene 

r - = 3" Sieves! cu&dndo emboe 

x 2 + y 1 - 9 Sustituya r E = k z + y 2 

Per lo tanio la ecuacion equivalent en coordenadas rectangu lares es x~ ■+ y 1 = 9, ■ 

En general, la grafica de la ecuaubn r = a es un circulo de radio j a | centrado en 
el origen. Al elevar al cuadrado ambos lados de esta ecuacibn, se puede observar que 
la ecuacibn equivalenre en coordenadas rectangulares es r + y 3 — a 1 . 


Ejemplo 2 Bosquejar la grafica de una ecuacion polar 

Bosqueje la grftfica de la ecuacibn 6 = ir/3 y express la ecuacion en coordenadas 
rectangulares. 


Solucion La grides eonsiste en los puntos cuya coordenada B es tt/ 3. Esta es 
la recta que pasa por el origen y forma un angulo de tt/ 3 con el eje polar (vease 
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I a figura 3). Observe que los puntos (r, -tt/ 3) en la recta con r > 0 se encuentra en 
el cuadrante I, miertlras que aquellos con r < 0 se local iz-an en el cuadnmte IH, Si el 
pumo(t\ y) esti en esta recta, entonces 


“ = tan 9 — tan — = V3 
Jf 3 

Asf, la ecuacion rectangular <ic la recta de y — V3 x , ■ 

Para bosquejar una curva polar cuya grafica no es tan obvia ccrnio las de los ejem- 
pios an (chore sc graJican puntos calculados para una cantidad sufictenle de valores 
de 9 y luego se unen eri una curva continua, (Esto es lo que se hizo cuando se apren- 
did a grafiear funciones en coorden&das nectangulares,) 


Figura 3 


Ejemplo 3 Bosquejar la grafica de una ecuacibn polar 

Bosqueje la grifica de la eeuaeidn polar r — 2 sen 9, 



So I uc ion Se usa primem la eeuaeidn para determinar las eoordenadas po tares de 
van os pantos en la curva. Los result ados sc muestran en la siguiente tabla. 


9 

a 

jr/6 

trj4 

tt/3 

itfl 


3w/4 

S 7T f6 

TT 

r = 2 sen 9 

0 

\ 

V2 

V5 

1 

V5 

VI 

1 

0 


Se graftcan estos puntos en la Hgura 4 y luego se unen para bosquejar la curva. La 
grdfica aparete eomo un cfreulo, Se ban empleado valores de & sdb entre 0 y ur T 
puesto que se habrfan obtenido los misruos puntos (esta vez expresado con coorde- 
nadas r negativas) si se permite que & vane de ir a 2ir, 


La ecuacibn polar r — 2 sen 9 
en eoordenadas rcclargu fares es 

X 1 + (y - If = I 

( V£ase la section B-l , ejempta 6b). 

De la forma rectangular de la eeuaeidn 
se puede bbservar que l a grafica es un 
circulo de radio I eertrado cn (0, l).) 


Fig ora 4 

r * 2 sen 0 



En general, las grificas de ecuaciones de la forma 

r = 2a sen 9 y r — 2a cos 9 

son clrculos con radio | a | centrados en los puntos con eoordenadas polares (a, tt/ 2) 
y (jd, 0), respectivamenie. 
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CAPiTULO 8 Coordenadas pel ares y vectored 


hi lr Para que ingulo tt el satelile esb mas cerca de b Tierra? 
Kneuentre la aEiura del sale late airiha dc La supedicic dc 
b Tierra para este valor de . 



J|y| 54. Una orbita 5 nesta ble I .a (irhlia descrita en el ejerricio 53 
es ehtable porque el sate Lite recosre la misma trayeeloria una 
y olra ve?. a medidaque sc increments tf. Supongaque an 
metearo chocacon el satdlhe y Gambia m orbita a 

22SW1 ('-|i) 

4 — cos 0 


ni En la misniEt porta! ki dc vision, grafique cl circulo 
r = 3960 y Ja nueva ecuacidn de 6rb[la r con H crccicntc 
de 0 a .irr. Describe el nuevo rnovimienlo del saielite. 


bi Use la caracieristica 


TftACC 


de su calcubdora para 


hollar el valor de 8 en el momenta en que el satalita 
choca contra la Tierra, 


Descu brim iento * Debate 

55. Una transformacibn de graficas polares £C6mo 
csttin rclacionadas las grdlicas de r = I + sen{# - ir/6J y 
r = I + senfti - ir/3 ) con la grdlica de r = I + sen En 
general, ^comose relaciona la gralieade r — f{tf — car) 
con Ea grafted de r = /(d)? 

5-b. Efeqir urt sistema de coordenadas convaniente Cam- 
pore la ccuacion polar det circulo r = 2 con su ccuacion en 
coord enad as reciangubres. ^En que sisteina coqrdenadoes 
mas simple la ecuaddn? I laga |o mismo para la ecuaeion de 
la riisa de cuatro hojas r - sen 20. ( -,Cu^l si sterna euordena- 
do ulegiriu para estudiar estas curvas? 

57. Eiegir un sistema de coordenadaa convenient® 
Compare b ccuacibn rectangular dc b recta y = 2 con su 
ecuacinn polar t Hn que si sterna contdenado es mas simple 
3a ecuacinn? ; r Que si sterna dc eoordenadas degiria para 
esludiar rectas? 


8.3 


Forma polar de numeros complejos; 
teorema de DeMoivre 




En esla seceidn sc represen tan numeros complejos en forma polar (n trigonometri- 
cal Eski pemiile hallar las n raices de numeros complejos. Para describlr la forma 
polar dc numeros complejos, prime ro sc debe aprender a trabajar con numeros 
complejos on forma grdfiea, 


Graficacion de numeros complejos 

Para graficar numeros reales o conjunlos die numeros reales, se ha esiado usando la 
recta num^rica, que tiene solo una dimension. Sin embargo, los numeros complejos 
lienen dos components; una parte real y una parte imaginary. Esto hace pensar que 
son necesarios dos ejes para gralicar numeros complejos: uno para la pane real y otro 
para la paric i mag maria, A cstos se les denomina eje real y eje Imagina rtu, re spcc- 
livauicrttc. El piano detenu mudo por cstos dos ejes sc llama piano complejo. Para 
graticar cl numcro compkjo a +fri, se tra^.a el par ordenado de numeros (a, fr) en es- 
le piano, como indica la ligura 1. 


Ejemplo 1 Graficacion do numeros complejos 

Graliquc los numeros complejos = 2 + 3r, = : = 3 — 2r y r, + z 2 , 

Soludon Sedeneji + z 2 = (2 + 3/) + (3 - 2f) = 5 4* i. La grfifica se muestra 
en la dgura 2. m 
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CAPiTULG 8 Coordensctos polares y vectors 


Matematicas en el 
mundo modern© 



Fractals 

Muchas de las rasas qu.c sc mo- 
de bn en es.ie libra tiencn formas 
repbrcs predectbbs. Pern usan- 
ces nctienk* cn las matemSticas 
him hccho posiblc modeller formas 
en apanencia aleatonas, o incliuo 
catitkw, cofiuo las de una nube, ana 
Hama oscilanlc, una montafia o 
una costa accidcnlada. Las he da- 
rn lenia?, basics en este tipnde mo- 
ctelado suit los tractates inven Lidos 
por et m item alien He unit Man- 
delbrot Un fradai es una forma 
geonaftnca coTiHtntida a pail ir ck 
una forma bisica al modi Hear la 
escala y repel tr la forma mdeiinl- 
damenle de acuerdo con una regia 
diidst. Los frac talcs Eienen deb Ik 

inlinito; csId sieinlica que miennus 
mis se apron sme. mis \ e. Tambifn 
son similar? .* a ,yr : es deck, 

a I Ampliar una purcion del fractal 
se ven lo$ mismos detallcs de la 
forma original. Dcbido a sus belltis 
Formas, los dime tores de erne ein- 
plcan tractates para crcar paisajes 
lietictos y fondo.s csbtteos. 

Aanque un fractal es una for- 
ma compleja, se produce de acuerdo 
con regia* may simple* (v-fa.se la 
pagiru ws>. En a piopiedad de los 
fractal ex sc exp Iota cn un pmeeso dc 
aimaceniir fotografias cn una compu 
nd ora, conocido como compresidn 
de imdgznejt fim itifes. Kn este pro- 
cess una fotografb se guanta como 
una forma hixica simple y una regia; 
nepetir Ll forma de acueidn con la re- 
gia produce la Unoyrdfia original. 
Este o un mftodo dc almacena- 
je cxtrrrnadarnttilc eficaz; csacs ta 
manera como miles de fotografias a 
color se pueden poner en un solo 
dt*co compacto. 


Ejemplo 6 Multiplication y division de numeros completes 

Sean 

, / 'TT . TT\ r ( TT t . TT \ 

1 1 = 21 cos — + / sen — I y z 2 — 51 cos — -I- i sen — J 


Encuentre a) z } z 2 y b) x,/z 2 . 

Sob cion 

a) Por la formula de la multiplicacion 


= + f) + '«"(f + f) 

i J 7n - 7n 

■ 1 V’ , la 


+ rsen 


) 


Para aproximar ta respue sta se usa una calculadora en el modo de radtanes y se 
obtiene 

?,2 a - 10( -0.25SS + 0,965 9i) = -2,588 + 9.6 59i 
b) Por ta formula de 3a division 

(it tr\ (it tt\ 

.“•U" yJ +,seQ U-3j 


£, = 2 

h 5 


cos 


(- 5 ) * "-Hs) 


•!( 


W TT 

cos — - i sen — 
12 12 


Con una cakuladora en el modo de radianes se obtiene la respuesla aproximada: 
^ - 1(0.9651) - 0.25 S Si) = 0.3S64 - 0.1035i ■ 


Teorema de DeMoivre 

El empleo nepetido del uso de la fdonula dc ta multipHcacidn da la siguienle formula util 
para etevar un niimero complejo a una potencia n para cualquier entero positive n. 



Este teorema dice: para tomar la n-csima potencia de im numero complejo, se tama 
ta n-hima potencia del mtktub y se multiplied et argumenlO por n, 

m Demostracion Por la formula do la multiplication 

e 1 — zz = r 3 [cos(9 + 0) + i sen(fl + fl)] 

= r(cQ$ 2& + i sen 20) 
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Ejemplo 9 Hallar las raices cubicas de un numero complejo 


Encuentre las tres raices cubicas de z = 2 + 2/ y grafiquelas en el piano complejo. 

Sotue mn Pr imero se escribe z en forma polar u&ando grades. Se tiene 
r = Vl 2 + 2 2 = 2 V2 y 6 = 45°. Asi, 


(2\Z2)'^ = — 2 |/J — V2 

Se siama 360T/3 - 130“ a cada 

arguments para obtcnerel argumenlo 
de la ytcisiL'iHC ral'z. 



Imh 


Figure 10 

(res raices ctfbaeas de z ■ 2 + 2i 


z = 2V2{cos 45° + i sen 45°) 

Al aplicar la formula para rafees n-dsimas (en grados) con n — 3, se encuentra que 
las raices cubicas de z son de la forma 


w* = (2V5)^ 


45* 4 3&fk 


cos 


+ f senj^ 


45 & + m a k 


! 


donde k = 0, 1, 2. Asf t las tres raices cubicas son 

«b = V2(cos IS' + i sen IS') *= U66 + 0.366/ 

w, = V2(cos 135“ + /sen 135') = -1 + i 

w, = V2 (cos 255° + / sen 255°) -0.366 - 1.366/ 

Las tres raices cubicas de z se grafican en la figure 10. Estas rafees esran igualmente 
espaciadas en un cfrculo de radio V2. ■ 


Ejemplo 10 Resolver una ecuacion usando la formula 
de rate n-esima 

Resuelva la ecuacidn z b + 64 = 0. 

Solucion Esta ecuacion se puede escribir como i* — “64. Entonces, las soli+ 
ciones son las rafees seaias dc -64, bail ad as cn el ejemplo 8. ■ 


Ejercicios 


1-8 ■ Graiique el numero complejo y encuentre su modulo. 
h 4j i 2, -3i 

X “2 4. 6 

5. 5 + 2 1 ri. 7-3/ 

7. V3 + i 

3+4 i 




9. 


10, 


-VI + rV 2 


11-12 * Bosqucjc et numero complejo z y l:ambi£n bo&qucjc 
2i, — z y cn el mis mu plane complejo. 


II. 2 - 1 + r 


II z * -! + iV3 


13-14 ■ Bosqueje el numero complejo z y su conjugado com- 
plejo cn el mismo piano complejo. 


13 . i = 8 + 2 j 


14, - 


■5+ 6r 


15-16 ■ Botiqucje z M z;, + cj y Z]Z; en d misrno piano 

complejo, 

15. z, = 2 — /, zj — 2 + i 

16. *i = — l + /, Zj = 2 - 3 i 

17-24 » Bosqueje eL conjunto en el piano complejo, 

17. {z = a + hi | a s 0. h s 0} 

18. {i — a + bi | a > I , b > 1 } 

19. (*||*i = 3) 

a-ft|Ut<2) H. {j|25 jr|s5) 

23, {z = a 4 fri | a + b < 2} 

24, (z = a + hi j a ^ b j 


VI atei i 


oleoido por d 01 echos 
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CAPifULO B Cqordenadas polares y vectores 


25-48 ■ Escriba el mintero contp lejo en forma polar con 
■gunento B entre 0 y 2 ti\ 


25. 

1 4- j 

26. 

1 + VI; 

27. 

VI - VI i 

28. 

1 - i 

29. 

2 VI - 2f 

30. 

-1 + i 

31. 

-V 

32. 

-3 - 3V5i 

33. 

5 + 5i 

34. 

4 

35, 

4Vl - 4f 

36. 

Sj 

37. 

-20 

38. 

VI + t 

39. 

3 + 4i 

40. 

r(2 - 2i) 

41. 

3/(1 +i) 

42. 

2U-0 

43. 

4(V3 + i ) 

44, 

-3 - 3; 

45. 

2 + i 

46, 

3 + Vi i 

47. 

VI + V5i 

48. 

~ m 


49-56 ■ Eneuentre el producio z p z ? y el codeine zfi z . Expanse 
su respucsta, cn forma polar. 

49* z, — cos tt 4- i r sen tt, z 3 = cos — 4- i sen — 

3 3 


ea 7T IT 

50. f j - cos — + t sen — , 
4 4 


3ir . 3 ir 

cos — + ; sen ■ — 
4 4 


51, *j 


52, Zj 


3 


7 



J 4 it 

5 oos J- t sen — 

\ 3 3 

_/ IT IT 

= 2E cos— + ; sen — 

V8 B 


) 

) 


53, 2 \ — 4(cos 120 C 4- i sen 120°), 


z 3 = 2(cos 30 a + r sen 30 a ) 

54. z, = V2(cos 75* + i sen 75 s ), 
z 3 = 3Vl(eos60 D + i sen 60") 


55, z, - 4{eos 200° + i sen 200 s ), 
z 3 » 25(cos 150° + i sen 150") 

56. z p = ftcos 25" + j' sen 25"). 
z 3 = ft CO* 155° + i" sen 155") 


57-64 ■ Escriba ; , y z 2 en forma polar, y luego euuueulie d 
products ?! z 2 y los cocientes ijt 2 y l/r,. 

ST. Z\ — VI + i, z 3 = l + v'l f 

58. z, = VI - VI /, z 2 - 1 - f 

59. z, - 2V5 - 2i t z 5 = -1 + r 

60. z, = - V2 i, Zj = -3 - 3 VI i 

61. z, = 3 + 5 j'„ Zj = 4 62. = 4V3 - 4/, z 2 = 8i 

63. Zj “ —20, 2 2 — V3 + J 64. 2\ * 3 + 4i, z 2 = 2 — 2i 


65-76 ■ Eneuentre la potcncia indie ada por medio del leorema 
de DeMoivre. 


65. (1 + i) 20 66. (I “ Vli)* 

67, (2V5 + 2iy 68, (I “/)* 


„ fVl V5 V* 

®- 1- + — 7 

71. (2 - 2/)^ 

73. (-I - if 
75. (2V3 + 2i)" 5 

77-86 ■ Eneuentre las raiccs indicadas y pratique las rakes en 
el piano comptejo. 

77. Las rakes euadradas de 4 VI + 4i 

78. Las rakes cubicas de 4 VI + 4 i 

79. Las rakes euartas de — 81/ 80. Las rakes quintas de 32 

81, Las rakes octavas de l 82. Las rakes cubicas de I + i 

83, Las rakes cubicas de r 84. Las rakes quinias de i 

85, Las raiccE euartas de — 1 

86, Las rakes quintas de —16 — 16Vli 

87-92 ■ Rcsudva La ccuacion. 

87, z* 4- ]»0 88. j 8 -i-0 

89. z 3 - 4 VI - 4 i = 0 90. z* -1=0 

91. z 3 + 1 = -i 92. z 3 - I = 0 

2ie 2it 

93. a) Sea w = cos — + i sen — donde ft « un entero 

n n 

posilivo. Mucsire que 1, to. w 2 > uV. . . . , w" 1 son las rf 
dislintas rakes n-6simas dc J. 

6) Si z * 0 e$ cuftlqnief ndmero compkjo y j" - z, mmesift 
qiie las n disiirtcas raices A-esimas de i son 

S, Stl\ JUi 5 , fit 1 . . . , Jltf" " ] 

Descubrimiento * Debate 

94. Sunias el u raicos de la unidad Encuentne los valores 
exact os de las trcE raiccs cubicas dc I (v£ase el ejencieio 93 J 
y luego nfaneftas. Haga lo mtatno para las rakes cuarta, quin- 
ta, sexta y octxvn de 1, £ '.Cu,il considera qite sea la 

suma de las rakes ti-£slma& de 1, para cualquier nl 

95. Producioif d« la» rate#* do Ja unidad Hncuetnre el pro 
ducto de Las ties ratcos cdbicas de I (v£a$e d ejercicio 93). 
Haga !o mismo para las rafees cuarta, quinta, sexta y 
octava de 1 . ^Cuil cree que sea el producto de las rakes 
fl'i&imas de 1. para cualquier n? 

%. Co«flcl»rit» complejos y Is formula cuadrStica La 
formula cuadratica funciona si las coeficientes de la ecuadon 
son reales o complejos. Resue I va estas ecuacinnes usando 
la formula cuadratica y, si es neccsario, d leorema de 
DeMoivn!. 

a) z ‘ + ( 1 + i)z +i=0 

b) z 2 - k + 1 =0 

c) z 3 - {2 - t)z - ii ^ 0 


7fl, (VI - j)" 50 

74. (3 + V5 1) 4 
76. (1 
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que so amplitican l vease Mutemdricas en el m undo moderno en la patina 600) 
Muchos frac tales se pueden describir al ilerar funciones de numeros comp It - 
jus.. El fractal mis fanioso se ilusira en las figures 1 y 2. Se llama conjurt to de 
Mandelbrot, en honor de Benoit Mandelbrot el matemitko que lodeseubrio 
en la decada de 1950. 


Aquf estfi como se deline el eonjunto dc Mandelbrot Elija un mimero cotn- 
plejo c% delira ]a funcidn cuadratica compleja 


Conforroe se eontinua cakulando las iteraciones, una de dos cosas succdenin, 
dependiendo del valor de r Cualquiera de las it erac tones r 0 , i ]r . i 2t ij,... forman 
un eonjunto acoiado (es dedr, el mddulo de las iieraeiones son menos que algun 


L’Uta. Los ciiculdS de U Labia de la p&gina 606 mucstran que para t - QJ + 02L 
las iteraciones h rial me rite se estahiliznn alrededor de 0.05 + G.22r, mientras que 
para c - I - i , las iteradones rapi dame rile se vuelven tan grandes que una 
Ljltuladura no ptifide mancj arias. 



Figure 1 

Conjunto de Mandelbrot 


Fig ura: 2 

Octal le del eonjunto dc Mandelbrol 



Empe/ando con — 0. sc f unman las Uerac tones de f como sigue: 


i, = m = c 

h - M0)) = /(f) = f 2 + f 

=J - /(/(/( 0))) - i{c 2 + f) = (c : + cf + c 


numeno fijo K) f o de otro modo. con cl tiempo se haran cada \ ez mis grandes sin 


Material proleg ido por do roc. h os de autor 



SECClON 0.4 Vectores 


607 


1. Use s u caleuladoru como sc describe en el tnargett de La pSgina 606 para 
dec i dir si el numero complejo c esta en el conjunlo de Mandelbrot. [Para el 
incise Oh ealcule por lo menus 60 itcmcionesj 

a| c = 1 b) c — — J 

c ) c = -0.7 + 0*15/ d ) c- 0,5 + 0,5i 

e) c - i f) c - -1.0404 +■ 0,2509; 

2. Use el programs MAN&l&ftT con un recturtgulo de vision mas pequeno para 
aunientar una pardon del con junto de Mandelbrot cerea de su borde, (Guards 
la image ti final cn un lugar diferentc si desea man tuner complete la irnagen 
de Mandelbrot en l T 5 .} ^Ve mu* deialle? 

3. a) Escriba un programa de cakuladora que Lome como una enlrada un nii- 

mcro complejo t\ Ucre la furu.-i.6n f(z) - r + c turns cien voces y luego dd 
el sigwienle resultadn: 

' L N 0 A COT AO A e n N ”, si es b pri me ra iteraei dn cuyo mud u lo 

es mayor que 2 

“acot A t>A” si cadu iteracidn de z i a 2 J00 iietie modulo menor o 
igual a 2 

En cl primer caso* cl numero r no esiJ en cl conjunlo de Mandelbrot 
y el indice N indica la raptdez eon la que la iteracion se vuelve no 
acotada. En d segundo caso, es probable que r esie en el conjunto de 
Mandelbrot. 

b) Use su programs para probar cada uno de los numeros del problema I. 

c) Elija olios numeros complejos y use su program a para probation. 
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Vectores 


B 

u = 

A 

Figura 1 



En aplicaciones de maternal ieas, ciertas canlidades se determinan por complete por 
m magnilud; por ejemplo. longiiud, masa t £rea, tempt- ratura y energia, Se habla de 
una longitud de 5 m o una masa de 3 kg; so\o es necesario un numero para describir 
cada una de estas canlidades, TaJ cantidad se llama e scalar, 

Por otro lado, para describir el dtspiazamienlQ de un objeio* se requieren dos 
numeros: la magnitud y la direccidn del desplazamiento. Para describir la veloci- 
dad de un objeto en movimiento, se debe especificar tanto la ve locidad como la di- 
reccidn de! recorrido, Canlidades como desplazamicnto* vclocidad* accleracidn y 
fuerza que se relucionan con magnilud asi como direccidn se llaman cantidades dt- 
rigidas. Una forma de representor tales canlidades matemfsticamenle es a l raves del 
uso de vectores. 

Descripcion geometrica de vectores 

Un vector en el piano es im segmento de recta con una direccidn asignada. Sc bos- 
queja un vector como se muestra en la ft guru 1 con una liecha para especificar la di- 
reccidn, Este vector se denola por E3 puntoA es el punto inidat y B es el punto 


aterial profegido 


2rc 


IfJ': 


LU- 



CAPlTULO 3 Coo rd ena d a s pats res y vectored 


608 




A 

Figure 3 


terminii I del vector AB. La longitud del segmento de recta AB se conuce como la 
magnitud o longitud del vector y sc denota mediante | AB ]. Se usaii letras en negri- 
las para denotai 1 vectores, Asf„ sc escribe u - AB. 

Se considers que dos vectors s son igualts si tienen igual magniEud y la misma 
direccion. Por lo tanto, los vectores de la figura 2 son iguaies, Esta definicion de 
igualdad tiene sentldo si se imagina que tut vector re presenta un desplazamiento. Dos 
desplazamientosde este tipo son los mismos si tienen magnitudes iguales y la nrtisma 
direction, Asf. los vectores de la figura 2 se pueden imaginar como el mismo despla- 
zamiento aplicado a objelos en lug a res dLstiitlos del piano. 

Si el desplazamienio u - AB va seguidodel desplazajniento v - BC. entoncesel 
desplazamicnto resullante es AC como se muestra en la figura 3, En otras pakbras, 
el despta^amienio simple ntpresentado por d vector AC tiene el mismo efecto que los 
otros dos desplazamientos juntos. Se llama al vector AC la sum a de los vectores AB 
y BC y se escribe AC = AB + BC. (El vector cero + denotado por 0, no represenia 
ningun desplazamiento,) Asl\ para hallar la suma de dos vectores cualesquiera tty v, 
se bosquejan vectores iguales auy v con el punto initial de uno en el pumo terminal 
del Dtro (vease la figura 4a», Si se dibujan u y v empezando en el mismo punto, enlon- 
ces u + v es el vector que es la diagonal del paralelogTamo founado por u y v, como 
se i lustra en la figura 4b). 


Figura 4 

Suma de vectores 




b) 


Si a es un numero real y v es un vector, se define un nuevo vector av como sigue: 
el vector av tiene magniuid ] a | | v j y tiene la misma direccidn que v si a > 0 o la 
direccidn opuesta si a < 0. Si a = 0, entonces av — 0, eJ vector es cero. Este proce- 
so se llama multiplication de on vector por un escatar. Multtplicar un vector por 
un escalar tiene el mismo efecto de a fa rear o aeon ar el vector, En la figura 5 se mues- 
tran grrilicss del vector dv para diferentes valores de tf. Se escribe el vector (- I)v 
como —v, Asf, -v es cl vector con la misma longitud que v pero con la direction 
opuesta. 

La difertneia de dos vectores u y vse define por u - v — u + (— v). La figura 6 
muestraque el vector u - ves laotra diagonal del paralelogramo formado por u y V, 



Figura 5 

Multiplicacrtn de un vector por un escalar 



Figura 6 

Resta de vector 
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Observe 3-i distsneitin enlre el vtrior 
{a, b) y el punto (a, b). 



Figure 8 


Vectores en el piano coordenado 

Hasca aquf se ban cstudiado Jos vectores de manera geom&riea. Al colocar un vector 
en el piano de coordenadas 1 es posible describirlo de man era analitica (es decir, ptfr 
medio de componemes). En la iigura 7 a), para ir del punto inicial del vector v al pun- 
to terminal, se vao unidades a la derecha y h unidades hacia arriba. Se represents a v 
como un par ordenado de numeros reales. 

v - b) 

donde a es la components horizontal de v y h es la components vertical de v. Re- 
cuerde que un vector represents una magnitud y una direccidn. no una flecha particu- 
lar en el piano. A si, el vector (a y b) tiene niuchas representaciones distintas, lo coal 
depende de su punto inicial (vgase la figure 7b)), 




Figure 7 


Si se usa la ligura 8, la relacidn entie una Tcpresentacibn geom^trica de un vector 
y la analitica se puede expresar como sigue. 


Forma de componentes de un vector 


Si un vector v vc representa en el piano con punto inicial i y punto 

terminal vs), enionces 


V = {r 3 - .v,, _vn - y,} 


Ejemplo 1 Descripcibn de vectores en forma 
de componentes 

a) Eneuentre la forma de componemes del vector il con punto inicial (—2, 5) y 
punto terminal (3, 7). 

b) Si el vector v = <3, 1) se bosqoeja con punto inicial (2, 4), icuiU es su punto 
terminal'? 

c) Bosqueje representaciones del vector w = (2, 3) con puntos initiates en(O n 0), 
( 2 , ft(-2,-l)y(l,4)L 

Solution 

a) El vector deseado es 

u = (3 — (-2), 7 - 5) — (5,2) 


rial pro Edo id o pot derechos deaut 
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Figura 9 


b) Sea (i, v) el punto terminal de v, Entonces, 

fr-2,y-4) = (J t 7) 

Por to tiinto a — 2 = 3 y y — 4 = 7 o ,r = 5 y v = 1 1. El punlo terminal es (5, 1 1) 

c) Las representaciones del vector w se bosquejan en la figura 9, to 

Ah ora se dan las definiciones analiticas de las distintns operackmes en vectorw 
que se han descrito en forma geometries. Se comienza con la igualdad de vectores. 
Sc diet que dos vectores son i guides si ticnen igual magnitud y la misma dircccidn, 
Para los vectores u = (a 5 , by) y v = ^a 2T b 2 ), esto signifies que <?, = a 2 y fcj = b 2 . En 
otras palabras, dos vectores son iguales si y sdlo si stis components correspondien- 
tes son iguales. Asi, las fieebas de la figura 7b) representail el mismo vector, como 
las flechas de la figura 9, 

A3 aplicar el teorema de Pit4goras at triangulo de la figura 10* !*e obtiene la si- 
gn iente formula para la magnitud de un vector. 



M agn itud de un vector 


La mag n itud o Ion git in I de un vector v — b) es 

| v | = Vo 1 + b 2 

Ejemplo 2 Magnitudes de vectores 

Eneuentre la magnitud de cada vector. 

a) u = (2, -3) b) v - (5,0) c) w = (},*} 

Solution 

a) | u | = V2 2 + (-3) 1 = VT3 

b) I v | = \/5 3 + 0 ; “ VS = 5 

e) iwi-vW + ^-vT + l-i 

Las siguientes definiciones de simia, resta y multiplication por un escalar de vec- 
tores corresponds n a las descripciones geometric as antes dadas, En la figura 11 se 
muestra edmo la definicion analitica de suma corresponde a la geometries. 



bi 


fri 


Operaciones algebraicas en vectores 


Si u = (ej|, /-V >' v - (o 2t b 2 ), entonces 

11 +■ v = {a, + a 2r by + b 2 ) 

11 - v = (a, - a 2 . by - b 2 ) 
ell = {ra^cbj), r£R 


atarial proto g id c por derachos do autor 


Figura 11 




614 


CAPlTULO 6 Coordenadas pa I a res y vectores 


Ejimplo 7 Calcular una rut a 



Una mujer beta una Iancha desde la orilla de un rfo recto y quiere desembarcar en 
el pun to directamente en la orilla opuesta. Si la velocidad de la Iancha (con respecto 
al agua) es de 10 millas/h y el rfo fluye al este a la velocidad de 5 millas/h, ^en qu6 
diroccidn debe dirigir la Iancha a fin de tlegar al pumo deseado? 


V 

Jl N 

0 

, 

u X 


Solution Se eligc nn sistema coordenado con el origen en el punto initial de la 
iancha como se muestra en la tigurci 16. Sean u y v las velocidades del rfo y la Iancha* 
re speed vamente* Es ctaro que u = 51 y, puesto que la velocidad dc la Iancha es de 
10 millas/h, se tiene | v j = 10, por lo tanto 

v - (lOcos(J)i + (lOsen0)J 

donde el angulo 6 es como se muestra en la figura 1 6. El curso verdadero de la Ian- 
cha e$l£ dado por el vector w - u + v. Sc dene 

w = u + v = 5i + (10 cos 0)i + (10 sen 0)j 

= (5 + 10 cos 0)i + (lOsenfl)j 


Figura 16 Puesto que la mujer quiere tocar tierca en un punto directamente opuesto al rfo, su. 

direccidn debe lener un component horizontal 0. En otra.'s palabras, se debe elegir 
9 de sal manera que 

5 + 10 cos 9 = 0 
cos 9 = — \ 

9 = 120 s 


Por consiguiente, elk debe dirigir la Iancha en la direccidn 6 — 1 20 s (o N 30* W). ■ 


La fuerza [iimbien csti, repress mad a par un vector. De manera intuitiva, se pue* 
de considerar que la fuerza describe la accidn de empujar o jalar un objeto, por ejem- 
plo* un empuje horizontal de un libro por una mesa o la atraccidn hacia abajo de la 
gravedad terrestre sabre una pelota. La fuerza se mide en libras (o en newtons, en el 
si sterna m£trico)> Por ejemplo, un hembre que pesa 200 libras ejercc una fuerza de 
200 lb hacia abajo sobre el suelo, Si vaiias fuerzas actuan sobre un objeto, la fuerza 
results nte que experiments el objeto es la suma vectorial de estas fuerzas. 



Ejemplo S Fuerza resultants 

Dos fuerzas ¥ ] y F 2 con magnitudes 10 y 20 lb, respect ivamente, actuan sobre un 
objeto en un punto P como sc i lustra en la figura 17. Encuentre la fuerza res u haute 
que actua en P, 

Solucion Se escribe F, y F 2 en la forma de componentes: 

V2 V2 

F l = (lOcos 45°)i + (10 sen 45°) j = 10— i + 10 “j = 5V2i + 5V2j 

F 2 = (20 cos 150“)i + (20 sen ]50°)j - -20^1 + 20 (At 
= -10V3i + lOj 


Material proEegido por derechos de autor 


Figura 17 
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30 s respecto del suelo. Encuentre las componcnics horizon- 
tal y vertical de Ea fuerza. 

4tL Component's de una velocidad Un avidn de pnopul- 
si6n vuela en di recci un N 20° E con una velocidad de 
500 millas/h. Encuentre las componentes norte y esle 
de la velocidad. 

41. Velocidad Un rio fluye al snr a 3 mjllas/Ti. Un nadador que 
interna cruiar el rio se dirige al esle nadando a 2 millas/h 
respecto al agua. Encuentre la velocidad vcrdadera del 
nadador como un vector. 


2 milias/h 


3 millas/h 


42. Ve foe id ad Un salrndn migratorio se dirige en La direccidn 
N 45* E, nadando a 5 millas/h respecto al agua. Las corrien- 
tes que prevalecen en el oeeano fluyen al este a 3 millas/h, 
Encuentre la velocidad vcrdadera del pez. coma un vector. 

43, Velocidad verdadera de un avion Un piloio dirige su 
avidn at este. E! avidn tien* una velocidad de 425 millas/h 
respecto al aire, El viento sopla al norte con una veEocidad 
de 40 millas/h. 

a) Expresc la velocidad del viento como un vector en la 
forma de componentes. 

b) Expresc la velocidad del avion re spec to al aire como 
un vector en la forma de componentes. 

c) Encuentre la velocidad verdadera del avi&i como 
un vector. 

d) Determine la velocidad y direction verdaderas del 
avidn. 


d) Determine la verdadera velocidad y la dlreccibn del 

avion, 



45. V&loddad verdadera do un avion Encuentre la veloei- 
dad y la direccidn verdaderas del avidn del ejercicio 44 si el 
piloto dirige et avidn en la direccidri N W W. 

46. Velocidad verdadera do un avion ^En qu^ direccidn 
debe dirigir el avidn el piloto del ejercicio 44 para que el 
curso verdadeno sea al norte? 


47, Velocidad de un bote Un rio recto fluye al este a una 
velocidad de 10 millas/h, Un navegador comienzaen la ori- 
lla star del rio y se dirige en la direccidn MF desde la orilla 
(vdase la figura). El hote tiene una velocidad de 20 millas/h 
respecto al agua. 

a) Expresc la velocidad del rio como un vector en la forma 
de componentes. 

h) Express la velocidad del bote respecto al agua como un 
vector en la forma de componentes. 

c) Encuentre La velocidad verdadera del bote, 

d) Determine la velocidad y dirtecidn verdaderas del 
bate. 



44, Velocidad verdadera do un avion Un avtdn que vuela 
por un viento que fluye a una velocidad de 55 millas/h en la 
direccidn N 30° E (v£ase la figura), El avi6n tiene una velo- 
eidad de 765 millas/h respecto al aire, y e! piloto dirige al 
avifln en la direccidn N 45° E. 

a) Expresc la velocidad del viento como un vector en la 
forma de component**, 

b) Express la velocidad del avidn respecto al aire como 
un vector en la forma de component**, 

t) Encuentre la velocidad del avidn como un vector, 


48-. Velocidad de un bota El navegador del ejercicio 47 
quierc llcgai a un pointo en la orilla norte del rio directamen- 
te opuesto al purtto de part id a, (i En que dirceciOn debe 
dirigir el bote? 

41L Velocidad de un bote Un bote va en direccidn N 72* E. 
La velocidad del bole respecto al agua es de 24 millas/h, El 
agua fluye directameme hacia el sur. Se observa que la 
direct tdn verdadera del bote es hacia el este. 

a) Express la velocidad del bote respecto al agua como un 
vector en la forma de componentes. 
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Definicidn del producto punto 


Si u - (fl„ h ,) y v -- (flj, fej) son vectored entonces su produclo punto, 
denotado por 11 ■ v, se define como 

11 ■ V = fljflj + 



Asf que para hallar el produclo punto de u y v se tnultipLican las componentes 
correspondiemes y se suntan. El producto punto no es un vector: es tin mimero real 
o e scalar. 


Ejemplo 1 Calcufo de productos punto 

a) Si u = (3* -2) y v “ (4, 5) entonces 

U*v = (3)(4) + (— 2)(5) = 2 

b) Si u “ 2i + j y v — 5i — 6j* entonces 

u*v - (2)(5) + (l )(— 6) = 4 ■ 

Las demostraciones de ]as siguientes propiedades del producto punto se deducen 
con facilidad de la definicion. 



Propiedades del producto punto 


1 . u - v = v ■ ti 

2. (an i - v - a(u ■ v ) = ti * (uv ) 

3. (u + v) * W ” u* w + V ■ w 

4. u : = u ■ u 

■ Demostracion Se prueba sdlo la ultima propiedad. Las demostraciones de 
las otras se dejan como ejercicios. Sea u — {a, b). Entonces 

u *u = (a, A)*{a N ft) = a 2 + h 1 = | n \ 2 » 

Sean u y v vectores trice Ids con puntos iniciales en d origen. Se define al angu- 
lo 0 entre u y v como el mfe peqneito de lo& Angulos formado por estas representa- 
ciones de u y v (vease la figura 1). Asf, 0 £ 8 £ w. El siguiente teorema relaciona el 
atigulo entre dos vectores con su producto punto. 


Teorema del producto punto 


Si tf es d Angulo entre dos vectores no cero it y v, entonces 

u - V = [u I V I cos f? 


ial proteqido por d orach os do au 
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Figure 4 
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Figure 5 


Ejempto 4 Resolver una fuerza en componentes p-j 

Un automdvil que pesa 3000 lb se estaeiona en una entrada que tiene una 
inclinacidn de 15 a respecto a la horizontal* coma se muestra en la figura 5, 

a) Encuentre la magnitud de la fuerza requerida para evitar que el automdviJ se va- 
ya hacia atria* 

b) Encuemre la magnitud de la fuerza que experiment la entrada debido al peso 
del antondvil. 

So lu cion El automovil ejerce una fuerza w de 3000 lb directamente hacia abajo. 
Sc rcsuelve wen la sums de dois vectores uy v, uno para k'l o a la superiicie de la 
entrada y el otro perpendicular a £sta. como se i lustra en la figura 5. 

a) La magnitud de la parte de la fuerza w que cau&a que el automovil ruede hacia 
abajo de I a entrada es 

[uj = components de w a lo largo de u - 3000 cos 75 0 ^ 776 

Porconsiguiente* la fuerza necesaria para evitar que el automovil se vaya hacia 
atris es de alrededor de 776 Jb. 

b) La magnitud de ta fuerza que ejerce el automdvil en la entrada es 

| v | — eomponente de w a lo largo de v = 3000 cos 15® *■ 2898 
La fuerza que experimenta la entrada es de casi 2898 lb. ■ 


La componente de u a lo largo de v se puede calcular por medio de producto 
panto: 


| u cos 0 


v | a | cos 6 u ■ v 

|v| Ml 


Se ha mostrado lo siguiente. 


Calculo dc componentes 


Lu componente tie u a lo largo dc v es 


II ' v 


Material 
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Ejemplo 8 


Calcular el trabajo 



Una persona jala un carro horizon c a Imente ejerciendo umi fmerza de 20 lb en la 
manija Si la manija forma im angulo de 60 a con la horizontal , encuentre el trabajo 
hecho a I mover el c ano 100 pies. 

Solution Se elige un sistema cooidcnadn con el origen en la posictdn i racial del 
carro (vdase la figura 8). Es decir, el carro se mueve del punto P{0 t 0) al punto 0100, 0), 
El vector que represents este desplazamiento es 


F igura 8 


D = 10QS 

La fuerza sobre la manija se puede escribir en terminos de las componentes (vease la 
secei6n 8.4 como 


F * (20 cos60 D )i + (20 sen 60°)j = 101 + 10V3j 
De modo que el trabajo hecho es 

W - FD = (101 + 10 V3j) ■ (1001) = 1000 pies- lb 


8.5 


Ejercicios 


1-8 ® Encuentre a) u v y b| cl drgulo entre u y v ha&ta el 
gnado m&s proximo 

1. U - (2, 0>, v = a l) 

2. u = 1 + VIj. v = - V31 + j 
3* v = <2, 7). v = <3, 1> 


4. tt ** (-6,6), y = <L-L) 

5. u = a-2X 

6. u - 2i + J, v = 31 - 2J 

7 . u ™ ” 5 |, r ™ -l - V 3 j 

8. u = I + j, v = l - J 


9-14 B Determine si Ids vectores dados, son ortogonales. 

9, it = <6, 4} ( v - (~2 t 3) 10. u = (0, -5), v = {4, 0) 

11. u = (-2, 6). v = <4, 2) 12, u = 21, v = -7} 

13, u = 2i - Sj. v = ”121 ” 3j 

14. ii — 4i, v = -I + 3j 


15-18 ■ Encuentre La canlidad indicada, suponiendc que 
u = 2l+j t *-l-3jyw = 31 + 4J. 


19-22 ■ Encuentre la componcnte dc U a lo largo dc V. 

19. u “ <4, 6), v = <3. -4) 

20. u = {“3,5), V = a/V2a/V2) 

21. u . - 7i - 24], v = j 

22. it = 7i, v = Si + 6j 

23-28 ■ a) Calcuk proy v a. b> Rcsutlvau en u, y u ; , 
domic u, es paraido a v y it 2 es onogcnal a v. 

23. ii = (-2. 4), v = {U) 

24. a — (7, -4), v - (2. 1) 

25. o — (L 2), v-0.-3> 

2& u = (11. 3>. v=<-3.-2) 

27. u - (2, 9 ) t v = (-3, 4) 

2 v-<2, -l) 

29-J2 ■ Encuentre el trabajo hecho por la fuerza F al mover un 
objeto de P a Q. 

29. F = 4i - 5j; P(0,0). Q{3,8) 

30 . F = 4001 + 501 ; 0 ( 200 . L) 

31* F = 104 + 3j; P{2, 3), Q{6, -2) 

32. F ■= -4i + 20] ; P( 0. 10), Q{ 5. 25) 


12 rial 



IS. u * v + u ■ w 
17. (u + v)*(b - v) 


1*. u * (v + w) 

18, (ii-v)(u-w) 
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33-36 * Scan u. vy« vcclorcs v a un cscaiar. Pruebc h 

propiedad duda, 

33. u * v = v - u 

34. (zju ) ■ v = d(u + v) = u ■ (uv) 

35. (|E + V)+W = U'W + ¥'ff 

36. (ii - y)*(u + y) = ]u| a - |vf J 

37. Muestre que Iqs vcctore* proy v u y p - proy ¥ u son 
ortogociales. 

38* Evalde v » proy T u. 

Aplicaciones 

39, Trabajo La fuerza F = 4i - 7j mucve un objeto 4 pies 
:t lo largo del eje x en la direct: idn positiva. Encuentre el 
trabajo hccho si la uridad dc fucrza cs la libra. 

40, Trabajo Una fuerza constants F = {2, 8) mueve un objeio 
a lo largo dc una recta tksde cl pun to (2, 5) hasty el punto 
(11, 13). Encucrttic cl trabajo hccho si la distant: ia sc midc 
en pies y la fucrza se midc cn libras. 

41, Trabajo Una cortadora dc ctSspcd cs empujada una dislan- 
cia dc 2CN0 pics a Id largo dc una traycctoria horizontal pur 
una f ucrza consume dc 50 lb. La manija dc la podadora sc 
manlicnc a un ingulo dc 30* Jcs.de la horizonlal (vease la 
(igura). line uen ire d trabajo Itccho 



42. Trabajo Cieno autorndvil es cooducido 500 pies sobre 
una cametera que esta melmada 1 2 r " re spec to de la horizon* 
Lai. eo mo sc mucslra cn la Jicara. El aulomdvit pcs a 2500 lb. 
Ash la gravedad act ua had a abajo sobre cl autombvil con 
una fucrza cunstame F — -2500]. Encucntre cl trabajo que 
KaliZa d auloititfvil para venter la gravedad. 



43. Fuorta Un auiomdvil esi£ &ohre una entrada que es(4 
tnclinada 25 4 respectoa la horizontal. Si d autorndvil pesa 
2755 lb, cncuentre La fucrza requerida para evitarque ruede 
bscia atrzis . 


44, Force Un aulombvil esta sobre una entrada que call inch' 
nada 10* respccto a la horizontal. Sc requicrc una fucrza dc 
490 lb para cvilar que el automdvil ruede hacia atris, 

a) Determine el peso del auftonkfril. 

bl Calcuie la fucrza que ejerce el automdvit contra la 
entrada, 

45, Fuerza Un paquetc que pesa 200 lb sc coloca sobre un 
piano inclinado, Si una fucrza de GO lb cs suliciente para 
cvilar que se dcslice el paquetc, determine el angulo de 
Lnclinaeidn del piano. (Ignore les efectosde la fried bn, J 

46, Fucrza Un cairu que pesa 40 lb se coloca sobre una ram- 
pa indinada 15° re spec to a la horizontal. El camo cst3 
sosienido por una cuerda la eual dene un angulo dc 60* 
respecio a la horizontal , Como se mucstra en la figura, En- 
euensre la i'uerza que debe ejercer la cuerda sobre el earro 
para evitar que ruede por la rampa. 



Descubrimiento * Debate 

4". Distfi n cia des.de un punto a una recta Seal h recta 

2x + 4y = 8 y sea. P el punto (3, 4). 

a) Maestro que los puntos @(0„ 2) y R{2 , I ) sc ubiean 

sobre L. 

b| Sean u = QP y v - QR, como se mucstra en la figure. 

Encucntrc w = proy v u, 

e) Hosqueje una piffles que exptique por qu£ j u - w | es 
ladisianciade PnL Determine h distant; La. 

d) Bscriba un pirrafo cotta que describe los pasos necesa- 
rtos para hallar la distancia de un punto a una recta. 



:ial pi 
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CAFlTULQ 8 Cccrdenadas pobres y vectores 



PROYECTO PARA UN 
DESCUBRIMSENIO 



i 

Fig ura 2 


Navegar contra el viento 

Los na vegan les dependen del viento para propukar sus emhartseioncs, f , Pdo 
que pass si e! viento sopla en una direction opuesta a la quc quieten Lr7 Aunque 
ohviamcniL- cs trnposiblc navcgttjr dtrcctametvtc en contra del viento, ex posihle 
navegar en cicrto Angulo kaciu el viento. Emonccs cambiando de direction. 
es deeir, a l ir zigzag neando en I ados altemos de la di reed on del viento, un nave- 
gante puede a van zar contra el viento {v6ase la tigury I ). 



Figura 1 

Cambio de direction 


<;C6mo se debt alinear la vela, para propulsar la embarcacidn en la direction 
deseada hack el vienlo? Esia prtgunta se puede contcstar model undo el viento 
corno tin vector y estudiando stis eomponentes a So lareo de la quilla y la vela, 
Por ejemplo, suponga que un vdera que se dtrige al none tiene su vela incljna- 
da en la direction N 20 E, El viento sopla hueia la vela en la direction £ 45° W 
ton una tuer/a de mygnimd F (vease la Jigura 2)* 

1„ Muestre que la fUcrta efkaZ del vienlo sobre b vela es F sen 25-, Eslo se 
puede hacer al hallar las eomponentes del viento paralelas a la vela y perpen- 
dicubres a elb. La componente paralela a la vela se desliza v no propulsa a 
la embarcacidn, Solo la component 1 perpendicular empuju contra 3a vela, 

2 . Si la quilla de la embarcacidn esh'i alineada at norte. ^que fraccibn de la f'uer- 
za F propul .sa a la embarcacidn? Solo la componente de la fuerza haLlada en 
et problems 1 paralela a la quill a propulsa a la embarcacidn. 

< Bn la realidad, olios (adores, jnduycndu las propieda L les aerodiriiiinicas 
de la embarcacidn, lienen influencia en la rapidez de b embarcacidn,) 

3. Si un Kite con direct ion norte Eiene su vela melinada en la direccidn N or E, y 
el vienio sopla ton fuerza F en la direct idn S 0- W dondc 0 < a < 0 < ISO, 
encuenirc una formula pant la magnilud de la fuerza que en realidad impdba 
a la embarcacidn. 


Material protegidc por derechos do autor 
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Repaso 

Revision de concept os 

L Desctihu ctimo Las coordenadas polares represenmn in post- 
cidn de un punto en el piano 

2. ai <,Qud ccuackjiicii utiliza para eambiar de coordenadas 

rcciangularcs a potiau? 

b) ecuaciones util i/a para cambiar de coocdenadas 
rectaqgrtlares a pcdaies? 

3. ^Cdmo irsuta La grdfka de una ccuacitin polar r = / (fl)? 

4r £ ,Que lipo de ctirva litre j ra ccuucion polar de la forma 
dada? 

r — u cos tf o / = u sen fl 

b) r = d(l - cos 0) o r = a(l t. sent 0) 

c) r = $ ± h con fl o r — ti — h sets if 

d) r = o cos n$ o r = u sen ntt 

5. ^Cdrao gralfca un mijmero comp I e jo ;? i,Cui] es la forma 
polar de an ntimero compkjo r? £ j ,Cual es el modulo de -7 
£l Cual es el arguments de z? 

<k h| £l Cdmo multiplier dra numeros c ample jos si eslin dados 
en forma polar? 

b| ^Coino divide dos mimer 05 .de esle tipo? 

7. u| Exprese el leorenia de DeMoivre. 

b) ^Corno eneuentra las raices /j - 6s ini as de un numetocom- 
plejo? 


8 , a3 ;.CuiiL es ladiferenciaentie un cscalar y un vector? 

I>) Dihuje un diagrama para mosErarcdmo sumar dos 
vectored, 

c) Dihuje un diagrama para mostrar cdmo re star dos 
veclorcs. 

d| Dihuje un diagrama para mostmr cdmo mulliplicar Un 
vector por I us estulares 2 . \ , — 2 y “ i. 

"jf, Sa n = (fl], to,}, v = (a 2 , h 2 ) y res un escalar, escriba espne* 
siones para n + v. u v. cu y u | . 

10. ui Si v = (a, to), eseriba v en t&mmos de i y j. 

bl Escriba Las cumponemes de v en tirminos de Ea magnitud 

y direct idn de v. 

1 1. Si (1 = <U| H to, ) y v = {a 2 , to 2 ), (.eual es cl pruducio puniu 
de u * v? 

12. □} ( ',Cdmo usa el products punto para halLar cl angulo enlre 

dos vceiorts? 

b) j.Cdmo usa el prudutlo punto para determiner si dos ven- 
tures sun perpendiculares? 

J3. f'Cutil es La Lumpunentr de u a lo largo de v y cdmo la calculi? 

14. ("Cull es la proycceton dc u sotsne v y cdmo 1 a calc uL a? 

1 5, ^Cuanio (Fabajo reahza la fuerra ¥ al mover un ohjeto a lo 
largo de un despla/a m iento D? 



Ejercicios 


Mi ■ Se da un punto p(>% if) en coordenadas potares. al Grart- 
que el punto P. b| Encuenlre coordenades rectanguJ apex para P , 


1- {12. s) 

3. (-3.^) 

5. (4V3,-'f) 


2 . ( 8 , - J?) 

4. (-V3,^) 

6 . 


13-16 ■ ill Comvierta !a ecuaeidn a coonknadas polares y sim- 
pliliquc. b \ Gratique la ecuuciun. [Su^r/imEifl: use 3a forma de la 
ecuaeidn que encuemre m.ys lUcil grail car,] 

13* jr + y = 4 14, jcy = 1 

15, a* + y 1 = 4.r + 4y W. (j ; + y 2 ) 2 = 2ry 


7-12 ■ Se da un punto >*{ v. >•) en coordenadas nedartgu lares. 17-24 ■ aj Bosqueje Ea grilica de la ecuaeidn puiai. 

a) Grafique el punto P to) Exprese la ecuaeidn en cootdcnadas reciangulares. 


b) Haltur las eoordenadas ptilanes para P con r a 0, 
ci Encuertlru las eoordenadas polares para P con r ^ 0. 

17, r = 1 + 3 cos fl 

18. r — 3 sen fl 



19. r ~ 2 sen 20 

li), r=4 cos 30 

7* ( 8 , 8 ) 

8 . {- V'2, V' 6 ) 

21 , r 1 = sec 2 fl 

22. r 1 = 4 sen 20 

9. (-6V2, — 6V‘2) 

10 . (3V5,3) 


4 

11 . (-3, V3) 

12. (4, -4) 

23, r - sen () + con fl 

24, r - 

2 + cos 0 


3 -rial protsgicfo por derochos ds aulor 




62B 


CAPiTULQ 8 Coordenadas pul ares y vectores 


25-28 • Use un disposdivo de gralicacibn para tra/ar la ccua- 
cibn polar Elija el dominiod? tl para asegurapu; deque produce 
la priticiit complcta. 

25, r - cos (0/3 ) Hi, f = seo( 9/9/4 ) 

27. r — J + 4cos(tf/3) 

28, /* = W sen W, 

29-34 * Sc da un numcnt complcjo. 
li i Grafiquc el niimcro complcjo cn el piano cornplejo. 
b( Rncuentre el mdduloy el argutnenio. 
e) E^criba el nuntcro on forma polar, 

29.4 + 4/ Jfl. -10/ 

31. 5 + 3 i 32. 1 + v3/ 

33. - I + i 34. ^20 

35-38 ■ Uitfol teorema de DeMoivre para halilar la jwKncia in- 
d inula. 

35. (I - V3/) 4 36. (1 + if 

37. (V3 + :) J 3*. Q + if 

39-42 ■ Encuenlre las raices mdlcadas. 

39, Las raaces cuadradas de - 16/ 

411. Las raices cubicas de 4 + 4 V3 i 

41, Las raices sextas de I 42, Las raises octav&s de / 

43-44 ■ Encuenire | u | . u ■+■ v. u - v, 2u y 3u - 2\, 

43, u = (-2. 3), v = (ft. ]) 44. u = 2i + j, v = i - 2j 

45* Encucntre cl vector u con punlo inicial P(0, 3) y pun to 
terminal 03, — I Jt 

46, Encuentre el vector u que tiene Lorgitud | u = 2t> y 
direccion 8 - bCF. 

47, Si el vector Si — Kj se eoloca en el piano con su pnmo 
mid at P( 5, 6}. encuentre su punlo terminal. 

48, Encuentre la direccion del vector 21 - 5j. 

49, Dos remulcadures eslan jalando una barcaza. Uno jala con 

una luer/a de 2.0 x I0 4 lb en la dirtccidfl N 30° E y cl otno 

con una fuerza de 3-4 X It) 4 I hen la direccibn S 75 D E. 

a) Encucntre la fuerza resultant? sobre la barcaza coma 
un vector. 

b\ Determine la magnilud y dircceibn de la fuerza 
resultant*. 



5(1, Un avion va con rujnbo a I M WF E a una vdoeidad de 
600millas/h respecta al aare, Un vientDComienza a soplar 
cn la direction N 30“ W a 50 mi Hasd- 
ai l Lncuenlre la vdocldad del avion como un vector, 

1.0 Encuentre la vdocidad vendadera y (a direction 
del avi6n. 


30° 



51-54 ■ Encuentre | u |. u - u y u * v. 

51, u - (4, -3), v = {9, -8) 

52, y - <5, 12), v = (10, —4) 

53, u = -21 + 2j. v = 1 + j 

54, u = I Oj, v - 5i - 3 j 


55-58 ■ /.Son U y V ortogonalcs? En caso conlrario, encuentre 
el 4ngulo entire ellos. 

55* u = (—4, 2 ) t v - (3, 6) 

56. u = (5, 3), V * (—2, 6) 

57. u ^ 21 + J, v — I + 3j 

58. u - i - j. v = i + j 


59-60 ■ Sc dan los vectores u y V. 

al Encuentre d componentc de u a lo largo dc v. 

b-> F.ticuetnre proj ¥ u 

c| Resuelva u en dos vectores u, y u-., donde u, es paralelo 
a v y u, es perpendicular a v. 

59* n = (3,1), V — (6, — 1) 

64). u = (-8, 6), v = (20, 20) 

61. Encuentre cl irabajo hedio por la fuerza F — 2J + 9] al 
mover un objeio del ptmto (I , I) al pumo (7, - I). 

62, Una fuerza F con magnitud dc 240 lb ntueve un objeio cn la 
direect6n del vector D una dislancia dc 20 pics. Si el Irabu jo 
hccho cs 3800 pies-libna, encuentre el dngulo emre F y lx 
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1. s) Convicrta d punto cuyas coordcnadas pal arcs son (8, 5ir/4) a coordcnadas 
rectangulares. 

b ) Encucntrc das reprcsentacianes cn coordcnadas polarcs para cl pun to en caordcna- 
das reclangularts (-6 , 2 V's), una con r > 0 y otra eon r < 0, y ambas con 
0 ^ 6 < 2ir. 

2. a} Gratique ta couacidn polar r = 8 cos ...-Quc lipo dc curva es £sla7 
b) Convicrta Ea ecuacitin a coordcnadas rcctangulares. 

3. Sea z = 1 +■ V5n 

a) Grafiquc z cn eJ piano complejo. 

b ) Esc riba z on forma polar. 

c) Encuentrc el numeral complcjo 

„ J Itt . 7it \ „/ 5*r t . 5tt \ 

4. Sea Ei — 4 cos — 4- i sen — y = 2 cos — + i sen — I. 

V 12 12/ \ 12 12/ 

Encuenire i x i l y 

h 

5. Encucntrc las raiccs cubieas de 27i y bosquijelas cn d piano complcjo. 

6. Sea u el vector con panto inicial /\3, — i) y punto terminal Q[— 3+ 9). 
a) Expresc u en tdminos de i y j. 

b\ Enoicntrt la longitud de u. 

7. Sea u = (^ 3) y v = <-6 + 2). 

a) Encucntrc ti - 3v. b) Encucntrc j u + v | . 

c) Encucntrc It * V, d) y V son pcrpcndicul&rcs? 

8. Seau = (-4V5,4), 

a) Grafique u con punlo inicial (0, Djl 
b} Encucntrc la longitud y direction dc u. 

9. Un rio tluye al este a 8 millas/h. Una persona dirige su lancha dc motor En una dircccibn 
N 30“ E en cl rio. La vdocidad dc la lanclia con rtspecto al agua es de 12 millas/h. 

a) Expreae Ea vdocidad verdadera del motor como un verier. 

b) Encuentre la vdocidad y djfeccidn verdaderas de la lancha. 

30. Sea u - 31 4- 2 J y v = 51 ~ j. 

Encuentre d Angulo entre u y v r 

b) Enc Lie ntre la componente de u a lo largo de v. 

c) Encucntrc proj t u. 

TI. Encucntrc c! trabajo hccho par la facris* F = 31 - 5J d move? un objeto del punto (2 N 2) 
al punto (7, -13). 
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Proveccion estereografica 

En la proyeecidn esterrogr&fica se imagina a la Tiara colocada en el piano eoordenado 
con el polo sur en el origen. Los puntos sobre la Tieua estiin proyectados sobre el piano 
mediante ray os que email an del polo norte ( vease la figura 3). La Tierra se coloca de modo 
que d primer meridiano (longitud W 2 ) corresponds al eje polar, Como se muestia en la fi- 
gure 4a), un punto P sobre la Tierra en la Longitud of E y latitnd fF N se proyecta sabre 
el panto P'(r, 9) cuyas coordenadas polaies son 


Figure 3 

El punto P sobre Is superficie de La 
Tierra se proyecta sobre cl punto P r 
sobre el piano mediante un rayo desde 
el polo none. 


r 


2/f tan 



9 = a 


En la figure 4b) se muestra c6mo se obtiene la piimera de estas formulas 


Figure 4 



hi 


piimer menduiW 


polar 

a) Ptoyeccidn estereogrtfica 



I 


b) Secctdn transversal de la 
proyecmtin esterecigrdJica 


En la figura 5 se muestra un mapa estereografico del hemisferio sur 



Figura 5 

Proyeccidu estereogrdfica del hemisferio sur 


cllBI 
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7-fi “La ptoycccibn cslcrcogrlfica tambicn alarga las distancing m Leninas mis lejos eaten 
del polo sur, mis sc alargan (as distanciaa. Er estos problcmas sc cneuentran los (adores por 
Jos que Jaa distaneias catan distorsionadoa cn la pmyccdon estcreografica en vartos hi gates. 

7 Distancias proyectadas Eneuenlre la reladbn entre La distanda proyeetada sobre cl 
pin no y la di stand a real cn la esfera entn: las latitudes dadaa a lo largo dc an mcridiano 
(vlasc la tig ura a la izquierda). 

0} Entre la latitud 20° y 21° S 

b) Entre la laiilud 40 c y 41 D 5 

c) Enire la latitud 80° y Sl“ S 

8 distancias proyectfldas Eneuentre la neladdn entre la distanda proyectada sobre el 
piano y la distanda sobre la esfera a lo largo de la paolela de laiilud dada entre dos punlos 
quo estan apart ados 1 0 dc latitud (vease la tigura i. 

a) Latitud S 

b) Latitud 40° S 

c) Latitud 80° S 




S Line as de latitud y I pngitud En esle proyeeto sc ve edmo la proyeccibn transit ere 
Itneas dc latitud y longitud desde una esfera a una supcriicic plana. Sc necesilara un tazdn 
de vidrio redondo, papet dc calcar y una fuenle dc luz (un bombilio pequeno transparen- 
le). Use un mareador negro para trazar Itneas igualmenlc espaciadas de latitud y longitud 
Cn cl exterior del tarom. 

3 1 Para modelar h pruycccidn csEcrcogrufiCa, coloque cl tazbii sobre una boja dc papd 
dc calcar y use la fuente dc luz como sc mucstra cn la ligura a La izquierda. 
b) Para tnodclar la proyeccibn cilfndriea. cnvuclva cl papcl dc calcar alrededur del lazdn y 
use la fuentc dc luz como sc muesftacn la ligura siguienlc. 





■ 0 Otras proy ticci ones Hay muchas otras proyecciones de mapas r como la proyeccibn 
conic a de Albert la azimtilal, la cilfndriea dc igual area dc Bchrmann, Las proycccioncs 
isogril'tcas y ortogrllieas dc Gall, la proycecibn gnbmica, la proycecibn equivalence dc 
Lambert, la dc Mercator* la dc Mtollweidc, la rectangular y la sinusoidal. Invcstigue una 
de estas proyecciones en su biblioteea o cn la Internet y escriba un informe que explique 
c6mo se construyc el mapa y que de&eriba sus veniajas y desventajjas. 
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Sistemas de ecuaciones 

912 Sistemas de ecuaciones fineaJes 
con dos variables 

93 Sistemas de ecuaciones Uneales 
con varias variables 

94 Sistemas de ecuactones Hneales; 
matrices 


9.5 Algebra de matrices 

9.6 Inversas de matrices y ecuaciones 
matriciales 

9.7 Determinantes y la regia de Cramer 

9.8 Fracciones parciaies 

9.9 Sistemas de desigualdades 


Esquema del capitufo 



PudciiKiK ncsulvcr cs-tc si sterna cn 
forma grdficu. El puntu HO) 

■Lju-cd Li cn hi grcilicu s Ic catlu u na Jc 
las ccuac tones, dc modi) que satisfacu 
a in bus ccuuckttcs. 


Muchas de las situ adores del mundo real tienert demasiadas variables como para ser 
modeladas por una saia ecuacion. Por ejemplo, el clima depende de muchas varia’ 
bles T como la temperatura, veloddad del viento, presidn del aire, humedad, y asi 
sueesivamente. Para modelar el clima, y predecirlo, los cierttfficos usan muchas ecua^ 
clones* y cada una de ellas conticne varias variables. Estos sistemas dc ecuaciones 
trabajan juntos para describir d clima, Los sistemas de ecuaciones con cientos o 
tiasta miles de variables se us an tambien ampliamente en las industries de los viajes 
agrees y las telccomunicaciones para establecer horarios consistent^ y para deter- 
minar rutas e lie aces para las llamadas tele tunicas. Para entender como surge n estos 
sistemas, consideremos el siguiente ejemplo sene i No. 

Una gasolineria vende gasolina regular a 2.20 ddlares cad a galon y gasolina pre- 
mium a 3.00 ddlares el galdn. A I final de un dfa de trabajo se vendieron ISO galones 
de gasolina y se recibienon un total de 680 ddlaies. ^Cudntos galones de cada tipo de 
gasolina se vendieron? St fracemos que x y y sean las cantidades vend Idas de galones 
de gasolina regular y de gasolina premium, respectivamente, obtereuios el siguiente 
si sterna de dos ecuaciones: 

{ x + y = 280 Eeuflci&i dr P^-g^ones 

2.20.t + 3.00v — 680 Ecuscl&i dr d&'arzz 

Estas ecuaciones trabajan juntos para que podamos calcular x y y; ninguna ecuacion 
sola puedc seflalar el valor dc x o de y. Los valores x = J h ■ y y - i cumplcn amhes 
ecuaciones, de modo que son una soluciondel sistema. Por consiguiente, lagasoline- 
rfa vendid 200 galones de gasolina regular y 80 galones de gasolina premium. 

Tambi^n podemos representar un sisiema lineal mediante un acomodo rectangular 
de numeros que sc llama matriz, La matriz aumentada del sisiema anterior es 


1 1 280 
.2.20 3.00 680 


EcuadiSn dc \oc galone# 
Ecuflcidn de las db\mrm 


! 


s 

5 


x y 

La matriz aumentada conti ene la misma information que el sistema, pero de man era 
mis simple. Una dc las ideas importantes en cste capitulo es pensar en una matriz 
como un objeto simple, de modo que lo denotamos por medio de una sola letra co- 
mo A, ft, C, etcetera, Podemos sumar, restar y multiplicar matrices, igttfil que con los 
numeros ordinaries. Pondremos atencidn especial a la multi plicae ion dc matriccs T ia 
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cual se define de Lina manera que, a veces, parece complicada al principle, pero que 
peimite escribir un sisiema lineal corno una simple ecuacior r matricial 

AX = is 

donde X es una malriz desconocida, Como vera. resolver esta ecuacion matricial pa- 
ra determinar la matriz X es similar a resolver una ecuacion algebraica ax = h para 
determmar la cantidad x 

En este capitulo consideramos muebas aplicaciones de matrices, sin olvidar la 
aplicacidn al crccimiento de la poblacidn (iSobrevlvirdn las especiest* patina 688) 
y las imdgenes p<ir medio de compiuadoras {Imageries mediante computation: l , 
pagtna 700). 


Sistemas de ecuaciones 


En esta seccidn estudiamos Ea manera de resolver sistemas de dos ecuaciones con dos 
incognitas. Aprendetnos ires mdtodos distintos para resolver dichos sistemas: por 
sust itucion. por diminacion y por m&odos gr^ficos. 


Sistemas de ecuaciones y $us soluciones 

Un ststema de ecuaciones es un conjunio de ecuaciones que conticne las misma-s va- 
riables. Una solution de un sisiema es una asignacibn de va tores de las variables que 
hacen que cada una de las ecuaciones del sistema se cumpla. Resolver un sistema 
quiere decir cnconlrar tod lls las soluciones del sistema. 

En seguida se da tm ejemplo de un sistema de dos ecuaciones con das variables. 

{ 2jt -- y — 5 Ecuacion 1 

x + 4y = 7 Ecuacion 2 

Podemos comprobar que x = 3y y = 1 es una solucion de este sistema, 

Ecuacion i Kcuacidn 2 

2 x - y = 5 jt + 4y = 7 

2(3) - J = 5 J 3 + 4{1) *7 ^ 

La solucidn se puede expnesar tambien como el par ordenado (3, J). 

Hay que observar que las grAficas de las ecuaciones 1 y 2 son rectas (v£ase la 
figure l). Puesto que la solucion (3, I) cumple cada una de las ecuaciones. el punto 
(3, 1) estd en cada una de las rectas. Entonces. este es el punto de inEerseccidii de las 
dos rectas. 
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Metodo de sustitudon 

En el metodo de susnimcidn empezamos con una eeuacidn del sistema y despejamos 
una variable* que queda en rdrmmos de Ea oira variable. En el recuadro siguiente se 
describe el procedi miento* 


Metodo de sustitudon 


ii u vartab 1 e . Escoger una ecuaddn y despejar una de las 

variables. 

2 Sustituir Sustituya la expreridn que delermino en el paso 1 en la otra 
ecuaeion para abtener una ecuaeion con una variable* tuego resuelvala para 
obiener el valor de esa variable. 

3. Sustituir en la ecuacion de la variable despejada* Sustituya el 
valor que en.com rd en el paso 2 en la ex pres ion. que encontrd en el paso ! 
para deiemiiitar la variable Eattaiue. 


Ejemplo 1 Metodo de sustitudon 

Calcule todas las sol uc tones del sistema. 

J 2 x + y 37 L Ecuaeion 1 

L 3jt +4 y - 14 Ecutfet^ Z 



Despejar una variable 


Sustituir 


Sofucion Se despejay de la priinera ecuacidn. 

y - I — 2x Pffspcjsry en Ij 1 

En seguida se sustituye el valor de y en la segunda ecuacidn y se determine x: 

3.T + 4(1 — 2j) — 14 SustitLclon dsy = 1 ~2x er \s ccuacidn 2 

3jr + 4 — 8.i = 14 ftesarrollo 


Sustituir en la variable de&pejada 


Compruebe su respuestfl 

x - “2, y = 5 : 

f2£-2) +5=1 
\3(-2) + 4(5) - 14 S 


“5* + 4 = 14 Sirnpliftca^iiin 

“5v “ 10 RcsladcA 

X = ^2 Peterinlnacion de x 

Luego se sustituye .t = — 2 en la ecuacidn de y = 1 — 2r 

y — 1“ 2(— 2) = 5 Suetltuddrt 

Por \o tanto. _T = — 2 y y — 5, de modo que la solucidn es el par ordenado (—2, 5). En 
la hgura 2 se puede observar que las gr^ficas de las dos ecuaciones se cortan en el 
pnnto (— 2 1 5). 
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Ejemplo 2 Metodo de sustitucidn 

Calcule todas ks soluciones del sistema. 

(x 1 + y 2 - IDO EcLifld6n 1 
— y =10 Ecuaci^n 2 


Solu cion Inic i am os despej ando y de la s egund a ecuacidn . 


Deipejar um variable 


y = 3x — 10 De&pcje y de la ecuac\6n 2 

Luego se sustituye el valor de y en la primera ecuacitin y se determina el valor de x: 


Sustitucidn 


x 2 + (3x - 10) 2 = 100 
x 1 + {9x 2 - 60x + 100) = 100 
l(k 2 — 6Qr = 0 
L0jc(jc - 6) = 0 


Su^jtLidon dff y = 3 k — ID 
sn \a ecuaci^n 1 

Peeirrollo 

SimpliflMC'in 

F«etorte«cldn 


x = 0 o bten x = 6 


Pfftcrminaci^n de x 


Ahora se sustituyen estos valores de x en la ecuacidn y = 3r - ID. 


Susiitucitin en la. variable dcspejada 


Para, x = 0: y — 3(0) — 10 = “10 Sustltuci 6n 

Para x = 6' y — 3(6) “ 10 “ 8 Sustrtucidfl 


Entonces te nemos dos soluciones: (0, - 10) y (6 r S). 

La grdfiea de la prim era ecunridn es una circunfcrencia, y la grifica de la segunda 
ecuacidn es una recta; en 9a figura 3 se i lustra quc las grdficas se curtail en los dos 
puntos (0, - 10) y (6 T 8), 


Compruebe su respuesta 

x = 0,y = “10; 

f (0) 2 + (-10) 2 - ItXi 

13(0) - (-10) = 10 ^ 

x = 6. y = 8: 

f (6) a + (8) 2 = 36 + 64 = tOO 
1 3(6) - (8) - 18 - 8 « 10 



Metodo de eliminacidn 

Para resolver tin sistema por medio del metodo de eliminaciAci, se trata de combinar 
ks eeuaciones usando sumas o difereneks para eliminar una de las variables. 
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(Vtetodo de eliminacron 


1 , Ajustar los coefi dentes Se multiplier una o mis de las ecuaciones por 

cantidubcs adectrudas de modo que el coeftciente de una variable de imp 
ecuacitin sea el negative! de su coelivieme eu la otra ecuacibn. 

2 Sumar las ccuaciones Se suman las Jos ecuaeiones para eliminar una 
variable. iuego se resuelve para determinar el vaiOT sJe la variable re statue, 

3 Sustrtuir Se sustituye el valor que deiermind en el paso 2 en una de las 
ecuaciones originates, v sc resuelve para deiemiinar el valor de la van able 
re stan te. 



Ejemplo 3 Metodo de eliminacion 

Encuentre todas las soluciones del si sterna. 


f 3 j + 2 V — 14 Ecbac-inl 

\ Jf — 2 v = 2 EcuiicFcn 2 

Solucton Puesto que los coefidentes de los terminos eon v son negatives,. se pueden 
sumar las ecuaeiones para elimina r y. 


Ir + 2 y = 14 
x — 2 y ~ 2 

Ax - 16 
x = 4 


Sums 

Dc%erfn\nacl6fl de x 


Ahora se sustituye x = 4 en una de las eeuaciones originates y se delennina >, 
Escojamos la segunda eeuadon porque se ve mis sen cilia. 


x — 2y — 2 
4 - 2y = 2 
“2 y = -2 
>= 1 


Ecuador* 2 

SufltitueiiSn de n m 4 en la peuadbn 2 
t.c&ta de 4 
Prtcrminadbrs de y 


La solueibn es{4, I). En la figura 4 se muestra que las grificas de las ecuaeiones 
que form an el sistema se eortan en el punto (4, 1). 


Ejemplo 4 Metodo de eliminacion 

Hallar todas las soluciones del sisiema 

j ix 2 + 2y “ 26 Ecuacidri 1 
\ 5 jc z + 7y — 3 EenjM£i6n2 



Sol u cion Elegimos eliminar el termino de x, asf que multi pli cantos la primera 
ecuaddn por 5 y la segunda ecuacibn por - 3, Entonces surnames las dos ecuaeiones 
y determinamos el valor de y * 


f 15* 2 + 10> = 130 
\ -l5x 1 - 21y - -9 
-lly ■ 121 

y= 'll 


5 per ccaxc\6n 1 
{—3) por ecuacidn 2 
Suit, a 

t??termifladdn dsy 
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FigutA 5 

Las graficas de las funcioncs cuadr^ticas 
y — ax 2 + bx + c se Human pardtmiasi 
v£a&e la seccidn 2.5. 


Ahora se sustituye y = - 11 en una de Eas ecuaciones originates, por cjemplo, 
3jT + 2 y — 26, y se determina.f: 

3,i“ + 2{— 1 1 ) — 26 SuetltucMfo dey = —11 sn la cg \ mcl6r\ 1 

3jc“ — 48 Sumacs 22 


— 16 Division irit-rtS 3 

x = —4 obien x = 4 E^ettfnmlnaddn de x 

Entonces lenemos dos soluciones: ( — 4, — 1 1} y (4, - 1 1). 

Las grificas de ambas ecuaciones son parabolas. En la figura 5 se muestra que 
las grahcas se cortan en los dos punlos (—4, - 1 ]) y (4, - 1 1). ■ 


Compruebe su res pu esta 


jr - -4, v = “1 L: 

x = 4 r y = —11: 

(3{-4) a + 3C-11) » 26 

(3(4)* +2(-U) - 26 

ls(-4) J + 7{— 1 1) « 3 J 

\S(4) 3 4- 7{^1J) - 3 J 


Si Metodo grafico 

En el metodo graficu usa una caleuladora para graficar o una computadora para 
resolver el si sterna de ecuaciones. Observe que eon muchas de las calculations pa* 
ra graficar, cuaiquier ecuacitin se debe expresar prime ro en (ermines de una o mis 
funciones de la forma y = /(j) antes de que podamos usar la calculadora para gra- 
ficarla. No todas las ecuadones se pueden expresar facilmenie en esta forma, de 
modo que no todos los siatemas se pueden resolver mediante este mdodo. 


Metodo grafico 


1 G que c dd «• c y a c * m Ex pre se cada ec uac ion en la forma en que J a 

aeeptc la calculation. despejando v paru que quedc lodo en terminus de .r, 
Grafique las ecuaciones en la misma pantalla. 

2 C Ldcub; I o s pu nto s de in t e t s eccion Las soluciones son las coordena- 

das x y y de los puntos de inter see cion. 


A veces es mSs convenientc despejar x de las ecuaciones, En ese c&so. en el paso 1 
grab que jr en funcitin de y. 


Ejemplo 5 Metodo grafico 

Determine todas las solnciones del si sterna. 

f* S -y- 2 
U-i-y = - I 

Solution Despeje y en terminos de x para obtener el si sterna equivalence 

h = x 2 -2 

\y = 2x + l 


Material prole g id o por derechos c 
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Figura 6 


En 3 a figura 6 se i lustra que las grtfficas de estas ecua-ciones se cortan en los dos 
puntos, Si nos acercamos, vemos que las soluciones son 

(-1.-1) y (3,7) 


Compmebe su respuesta 


x = -1, y = - I 

r <-i) j -(-0= 2 

\2(-l) - (-1) 1 i' 


3 2 * 7 = 2 

m - 7= ”1 


y 


Ejemplo 6 Resolucion de un sistema de ecuactones 
por el metodo grafico 

Calcule tod as las soluciones del sistema con una cifra decimal. 

fx 1 + y 2 = 12 Ecuad&i l 
1 V ^ 2u 4 — 5 jc Eeuacicn £ 

' r" 

Sol ucibn La griflca de la primera ecuacton es una oircunferencia y La segunda 
es una parabola, Para graft car La cLrcunferenda en una calculadora es necesario 
despejar >« (v£ase la seccidn 2,3), 

x 2 + y 1 = 13 

y - st 12 — jt“ AleHam lento As y 2 en el primer miembro 

y — ± Vl2 — r ¥* Cfllculo raicee euadradas 

Para graft cur la circunfereocia, es necesario graficar ambas funciones: 

y - Vl,2 — x 2 y y — —Vl2 — x 2 

En la figura 7 9a gr^fica de la circunferencia nc mutstra en i jjt ■ y la parabola en 
a/ul. Las gr^iicas se cortan en los cuadrantes I y II. Efectuamos tin acercamiento 
o aplicamos el comando Inter s#ct t y observamos que los puntos de ititerseceidn 
aon (-0,559, 3.4 1 9) y (3,847, 1 ,974), Asimismo, parece que hay otro punio de imer- 
seccibn en el cuadrante [V. No obstante, cuando efectuamos un acercamiento, 
observamos que Iasi curvas se aeercan mucho entre sf T pern no se cortan (vtase la 
iigura 8), Por Jo tanto, d si&tcim tiene dos soluciones, que son las siguientes con 
una cifra decimal 

(—0.6, 3.4) y <2.8. 2.0) 


5 



Figura 7 

jr + .y 3 = 12,? = lx 2 - 5x 



-5 

b) 


-2 



-4 

Figura 8 

Acercamiento ■ 


Material proleqido por derechos de autor 
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5j + 2y = 22 

Figura 2 


Compruebe su respuesta 

x = 2.y = 6, 

f3(2) - (6)- 0 
15(2) + 2(6} * 22 



Figura 3 


GAB 


Ejemplo 1 Ur> sistema (meat con una solucion 

Resue Eva el si sterna y gralique las rectas. 

J 3 J ■“ y = 0 Ecuflciin 1 
\ 5 + 2y — 22 Ecuacidn 2 


Solucion Eliminamos y a partir de las ecuaciones y despejamos x. 

{ fur — 2y ■= 0 2 X icyacl^n l 

5j + 2y = 22 
I lx = 22 5uma 

x — 2 De&pciS As k 

En seguirfa sustittiimos en la primera ecuacidn y determinamos y: 

6(2 ) 2 y “ 0 Sue - tfcuc !( 5 n * — Z 

-2 y = ”12 F?est^ ds 6 x 2 = 12 

y = 6 Difftasninacldri de y 

La solucidn del sistema es d par ordenado (2, 6), es dccir, 

x = 2. y = 6 

La gr&fica de la figura 2 muestra que las recta s del si stem a se cortan en d 
V punio (2 t 6). * 


Ejemplo 2 Un sistema lineal sin solucion 

Resuelva d sistema. 

f Hjt ” 2y = 5 Ecuaddri 1 
12x + 3y = 7 EtJuaeldn 2 



Solucion Esta vez traiamos de deierminar una coittbinacidn adecuada de las dos 
ecuaeiones para eliminar la variable y. A1 multi plicar la primera ecuacidn por 3 y la 
segunda por 2 tenemos 


{ 24x — Gy =15 3 X eeuacl^n 1 

— 24x + 6y = 14 2 X ecuacidn 2 

0 = 29 Sums 

En este case, al sumar las dos ecuaeiones se eliminan tanto x comay, y t emu names 
con 0 ~ 29, lo cual obviamente es. falsa No importa qu6 valores asignemos a x y 
a y, no podemos hacer que este enunciado sea verdadero, de modo que d sistema no 
tiene solucitin. En la figura 3 se i lustra que las rectas del sistema son pa rale las y 
no se cortan. El sistema es inconsistent^ ■ 


Ejemplo 3 Un sistema lineal con cantidad infinite 
de soluciones 

Resudva el sistema 

{ 3jc — 6y ~ 12 Eeuacldu i 

Ax — 8y = 16 Ecuacidn z 


its rial proEogicio por rforecho 
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Figura 4 


Solution Multiplicands k primera ecuaciGn por 4 y la segunda por 3 para pre- 
par ar la resta d e las ecuaci ones a fin de eliminar x. Las nuevas ecuaciones son 

f 12 jc “ 24y = 48 4 X «u»c&i T 

1 12* - 24 y = 4$ 3^ eeuaetin 2 

Sc puede observarque las dos ecuaciones en el si sterna original son simplemeirte 
modus distintos de expresar k ecuacior de una sola recta. Las coordenadas de cual- 
qnier punto en tm recta son una .solucidn del sistema. Al escribir la ecuacidn en la 
forma de ecuacidn de la recta dada su pendiente y su ordenada en el origen, tene- 
mos y = Jx - Z Entonces + si r representa cualquier niimero real, so puede escribix 
la solucidn Como 

jt = / 

y = it~2 

Atiminin, $e puede escribir la solucidn en la forma de par ordenado coino 

(*. 5* “ 2 ) 

donde r es cualquier numero real, El sistema tiene una cantidad infinite de solucio- 
nes (v£ase la figura 4}. ■ 

En el ejemplo 3. para Ilegar a soluc tones especiticas te nemos que asignar valores 
a r. Por ejemplo, si r = 1 , se obtiene la soluddn ( L - 1), Si t - 4, se obtiene la solu- 
tion (4, 0). Para cada valor de t tenemos una solucton di fere me, (V&ise la figura 4.) 


Modelado con sistemas lineafes 

Con frecuencia, cuando se utilizan ecuaciones para resolver problems relaciona- 
dos con la Ciencia o con otros campus, se obtienen sislemas como Los que hemos 
e stud i ado, Cuando se models con sistemas de ecuaciones, se us an los emeries si- 
guientes, similares a los de la seccidn 1,6, 


Criterios para modefar can sistemas de ecuaciones 


1 Identificar lai /ariatales Idenrilique las cantidades que el problema pide 
determiner, Por lo regular, se deter minan mediants una lectura cuidudosa de 
las preguntas pl&nteadas al final del problem*. Introduce a la notation para las 
variables: ndmbrelas x y y □ otras letras. 

2. Express todas las cantidaries desconocidas en functor! de ras va- 

Lea el problems una vez mas y exprese todas las canlidades men- 
eionadas en el problems en funcidn de las variables que deltoid en el paso I , 

3 P ! a nte a r ur i s t em a d e e ci taci u i Encuentre los hechos decisivos 
en el problems* que dan las relaciones e nitre las expresiones que determind en 
el paso 2. Plante e uri sistema de ccuac tones, o mode to. que exprese esms 
rducioncs. 

4. Resolver el sistema a interpreter los resultados Resueha el siste- 
ma que encontro end paso 3. enmpruebe sus soluciones y de la respuesta 
final en Ja forma de una oraridn que responds a la pregunia phmeada en el 
problema, 

Los dos ejemplos siguientes ilustran c6mo modelar sistemas de ecuaciones. 


■later id I protoyido pot der echos de aulor 
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CAPlTULO 9 Sistemas de ecuacione& y desigualdades 


Ejemplo $ Un problems de mezclas 

Un vinatero fortifica vino que eontiene 10% de alcohol afiadiendo un a 
solution de alcohol al 70%. La mezcla resultants conticne afoora 16% de alcohol 
con la que Itena J000 botetlas de un litro. ^.Cudntos iitros (L) del vino y de la 
solucidn de alcohol utiliza? 

Solucidn Puesto que se piden las cantidadw de vino y de alcohol hacemos 

x - c ami dad de vino utilizada (L) 

Idecititique las variables v - cantidad de solucidn de alcohol usada (L) 

De acuerdo con el hecho de que el vino eontiene 10% de alcohol y la solucidn 70% 
de alcohol se dene lo siguiente: 



Ejtprejie todu las canti dudes 
dcscooocidas en funcidn de la variable 


En Ion gu a j a comun E n I eng u aje algebra ico 


Cantidad de vino usada (L) x 

Cantidad de solucidn de alcohol usada CL) y 
Cantidad de alcohol en e] vino (L) 0,1 CU 

Cantidad de alcohol en solucidn (L) Q.7Qy 


El volume ci de la mezcla debe ser el total de less dos voltimenes que el vinatero esti 
combinando, por lo que 

Jt + y — 1OQ0 

Asimismo* la cantidad de alcohol en la mezcla debe ser el total del alcohol con el que 
contribuye el vino y la solucidn de alcohol es decir, 

O.IQy + 0 , 70 y = ( 0 , 16)1000 

0-10-T + 0.70>' = 160 SimplihcaGion 

x + 7_y = 1600 MuftipfiGBC4(5n por 2 para elannilrwrdsGl males 


Por lo tanto T tenemos el sistema 


Flantee un sistema de ecuaciones 


x +■ y = 1000 Eeuaddn 1 

x + 7y = 1600 Ecm&fa 2 


Cuando se efectda ladifereneia entre la primera ecuaciOn y la scgunda sc elimina la 
variable jr t y tetiemos entonces 


Resue I va el sistema 


6y = 600 Realta de Is ecuacidn 1 de ta ecuac\6n 2 
y — 100 Determirfacian dey 


Luego se snsdtuye y = 100 en la primera ecuacidn y despejamos jt. 


x + 100 — 1000 5ustitucl(5n dey = TOO 


x — 900 tVtentiinacidn de x 


El vinatero utiliza 900 L de vino y 100 L de solucidn de alcohol. 
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CAPITULQ ^ Sistemas de ecuadones y desiflueldades. 


reuni 6 por las tarifas de la entrada fige 5050 sJdJares^ ^CuAnlos 
niroji y cuantos ad u I Los. usistieron? 

■17. Velocidad da tin aeroplane Un hombre vuela en un pe- 
queftfl aeroplane desde Fargo hasta Bismarck, en Dakota 
del blorte, q ue represents una dislantiadc ISO millas. Como 
vuela con viento en contra, e] viaje dura 2 horns. De regre- 
so, el viento siguc soplando a la mtsma vdocidad, de modo 
quc el viaje dc reEorno dura solo 1 h 12 min. ^Cudl es la 
velocidad del aeroplane con el viento en caltna y cu£l es 
la velocidad del viento? 

viento 

Bismarck Fargo 

f* 1 50 mi lias H 

441. Velocidad de urn bote Un bole que va por un nfo viaja 
durante una bora aguas abajo entre dos puntos, que esUin 
separados 20 millas. El viaje de regreso. contra la corriente, 
dura 2 h 30 min. ^.Cuil es la velocidad de la embarcacitin y 
cull cs la velocidad -de la corriente en el no? 


carrienit' 



h 20 millas *j 

49. Ejercicio de aerobicos Una mujer sc manticnc cn forma 
viajando en bide Iota y conicndo lottos los dias. El lunes 
dctlicd media bom a cada aetividad, y record 6 an total de 
I2j millas. El martes, corrid durante 12 min y mduvoen 
biciclcta 45 min, y reconi6 un total de 16 millas. Si supone- 
nios que sus velocidades al correr y a I andar en bide I eta no 
cambian dfa con dia. catculedichas velocidades. 

50. Problems de mezclas Un biotogo ticnc dos soluciones 
dc salmucra, Una contienc 5% dc sal y laotra. 20% de sal, 
^.Cuanlos mililitnos dc cada soiucidn debe mezclar para 
obiener I L de una sol uc ion que contenga 14% de sal, 

51 . Nutrictbfi Una invest Isadora ejecuia un expert memo para 
probar una bipdtesis que rtlaciona los nuin cates niacina y 
retinol. Todos los dias alimcnta a un grupo dc ralas dc Sabo- 
ralorio con una dicta pnccisa dc 32 un id tides de niacina y 
22 000 untdadesde retinol. Utilizados Lipos de alimentos 
comefciaks, El alimento A eontiene 0,12 unidades de niacina 
y 100 unidadcs de retinol por gramo. El alimcnlo B conuenc 
0,20 un 2 Judes dc niacina y 50 urni dados dc retinol por gramo. 
^Cuinlos gramos dc cada alimento debe administrar a su 
grupo de ratas todos los ill as? 


53. Meida de cafe Un cliente de una cafeteria eompra una 
mezcla de dos tipos de caf& uno proven iente de Kenia que 
cuesta 3.50 delates cada libra y uno de Sri Lanka, que cues- 
ta 5.60 drilares la libra. Compra tres libras de la mezcla, que 
1c cucsta 1 1 .55 ddlares, ^Cuintas libras de cada clase de 
caf£ van en la mezcla? 

53, Problems die mezclas Un, quimieo ticnc dos grandes 
reclpierues de solution dc Acido sulfiirtco, con diferentes 
coneentracioncs dc Acido cn cada contenedor Al mezclar 
300 mL dc 9a primera solucidn y 600 mL de la segunda ob- 
tiene una mezcla que es Acido at 15%, en tanto quc 100 mL 
de la primera mezclada con 500 mL dc la segunda da una 
mezcla de &ddo al I2i%. ^CuAlcs son las concentraciones 
de Acido sulfdrico en los reripientes originalcs? 

54. Jnversiones Una mujer invierte un total de 20 000 ddla- 
res en dos cuentas, una da 5% y la otra 8% de interns simple 
al ana. Su i molds anual es H 80 ddlares. iCuAnto invirtid a 
cada tasa? 

55. Inversion's Un bombrt invierte sus ahomos en dos cuen- 
tils. En una rccibc 6% y cn la otra 10% de interns simple 
por ano. Pone el doble en la cueitta de menor renditniento por 
ser la de menor lie&go, Su inceids an ual es 3520 ddlarcs, 
^CuSnto Invirlid a cada ias a? 

56, Distancia, velocidad y tiompo John y Mary salcnde su 
casa al mismo tiempo, pero toman dircccionc;? opucstas. 
John guia su automdvil a 40 millas/tiora. El recorrido dc 
Mary toma J 5 min mis. quc el dc John, ^Cuinto tiempo 
maneja cada uuo dc clios su automdvil? 

57* Problem a die mimeros La suma de los numerosde un 
nitmera de dos digitos es 7. Cuando los dlgitos se invierten, 
el numero aumenta en 27, DeiermiiW el niimeru 

58. Area de un triangulo Cakule el Area de Urt triAngulO que 
se encuentra en el primer cuadrance y cuya bast queda sobre 
el eje de las x: ademfc, estA li mitado por las rcctas y = 2*r — 4 
y y = -4 jc + 20. 



Descubrimiento * Debate 

59, La recta de mmimos cuadrados La recta de ttiiniMtu 
cuadmdas o recta de rvgresidn es la recta quc mejor se ajusLa a 
un conjunto de pantos en el piano. Ya estudiamos esta recta en 
Enfoque en el model ado (v6asc la pagina 240). For medio del 
cilcuto inliditesimal se puedc dcmoslrar quc la recta quc mejor 
se ajusia a los n puntos (j h y,) v (jj, y 5 ), fa, yj es ia rccia 


Material Drotecndc Dor d orach os do autor 




SECCI6N 9.3 Sistemas de ecuaciones Lineales con varias variables 


6SH 


y — ax +■ b< dotlde lOS COClic tcrt les ay b cumpltn con cl siguiqn 
ic par dc cc jacsoncs lineales. [La nolacidn 2*-i*i signifies la 
suma de tudas las x Wasc la scccidn M . I cn dondc bay una 
descripcibn cCunpleta dc 3a notaddn (2)d 

f 2 *l) a + * 1 * ~ 2>i 

/ i ■ I 

2 X * + ( 2 1* = £ *L>'l 

t=k / V *-t / ft-| 


Par medio dc cstas ecuadanes calcule la recta d? minirnos cua* 
drados para los pantos siguientes. 

(1,3), {2 ,5), (3,6), [5,6), (7,9) 

Local ice los pantos y trace la recta para contirmar que dsta sc 
ajusta a los pantos. Si su calculadora delermina rectas de regre- 
si6n, verifique si genera La misma recta que Las formulas. 



Sistemas de ecuaciones 
lineales con varias variables 


Una ecuaeibn lineal con rr variables es tins ecuacion que se puede expresar en la 
forma 

dl*i + + ■ ■ ■ + aj n - c 

donde flj, a 2 , . . „ , a n y c ndmeros reales, y jr„ Jtj, , , , , x„ son las variables. Si te nemos 
srilo ires o euatro variables, usamos por 3o general x T y, z y w en lugar de x lt j 2t Xj y 
jj, Dichas ecuacion es reciben el nombre de lineales porque si tenemos sdlo dos va- 
riables la ecuaritin es o , x + n 2 v — c k que es la eeuacidn de una recta, En seguida hay 
algunos ejemplos de ecuaciones con ties variables que ilustran la diferencia entre 
ecuaciones lineales y no lineales. 


Ecuaciones lineales 

6ij - 3x a + V5x 3 - 10 

j + y + r= 2u? — | 


Ecuaciones no lineales 

x 1 + 3y - Vs = 5 

jf]X 2 + 6xy = ~6 


N;o as lineal penque um variable 
eats s\ cuaAr&day hay una 
rs fz Gu&draaa tie etna. 


No es lineal portent contiene ur 
prod unto de variables. 


En estfi seeci6n estudiamos sistemas de ecuaciones lineales con ties o mis variables. 


Resolution de tin sistema lineal 

Los dos ejemplos que sigtien ilustran sistemas de ecuaciones lineales eon ires varia- 
bles, El segundo sistema cs dc forma triangular; es dear, la variable x no apareoe 
en la segunda ecuacidn y las variables x y y no est£n en la tercera ecuacidn. 


Un sistema de ecuaciones lineales Un sistema de forma triangular 


x - 2y - z = 1 
— x + 3 y +3 t - 4 
lx — 3y + z — 10 


x - 2y - z = 1 

y + 2z~ 5 
t - 3 


Es facil resolver un sistema que estd en 3a forma triangular iisando la sustitucibn. En- 
tonees, el objetivo de csta seccidn es etnpezar con un sistema de ecuaciones lineales 


erial protegido por derechos 
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CAPITULO 9 Sistemas de ecuacfonee v desigualdades 


Interseccion deltas pianos 

Cuando esitidic edleuln o d.3 pchrii lineal, 
uprentleru que la grfiku dc unn ecua- 
tri-sin lineal con tres variables cs un 
plarw en el sistema (ie coo rdenada^ 
mdirticnsiorul. For ki quo loca a un sis- 
icmu (II- Erc^i ecuaciones con ires varia- 
bles, surgen las attuadones siguienles: 

I, Los tres plimtw eotiuii en un solo 
punto. 

El ‘iisiona tiene una wlucidn uiiita, 



2* Los ties pianos sc cortan cn mis 
de un punEo. 

El sistema tiene unacaniktaJ 
in Anita de solve tones. 



3. Los Ercs pianos earcecn de un punto 
en comilrt. 

El sisiema no dene soludon. 



Numero de soluciones de un sistema lineal 

Al igual que en el caso de dos variables, un sislema de ecuaciones con van as varia- 
bles puede tener una soluddn, ninguna solution, o bien, tma cainidad inftnita de so- 
luciones. La interprets ion grttficu de las soluciones de an sistema lineal es analogy 
a la de Eos sistemas de ecuaciones con dos variables (vease nota al margen). 


IMumero de soluciones de un sistema lineal 


Para el caso de un si sterna de ecuaciones lineaies, ex act a me nle uno de tos 
siguientes, enundados es verdadcro. 

1. LI sistema tiene exacinrrterue una soludbn. 

2. El si sterna no tiene solucidn. 

3. El sistema tiene una cantidad infinita de soluciones. 


Se dice que un sistema que no tiene solucibn es inconsistente y que un sistema 
con una cantidad infinita de soluciones es dependiente, Como se puede observaren 
el ejemplo siguiente* un sistema lineal no tiene solution si obtenemos una ecuacirfn 
falsa despuds de aplicar la eliminacidn de Gauss al sistema. 


Ejemplo 3 Un sistema sin solution 

Resudva el sistema siguiente, 

x + 2y — 2i = I Ec jaclbn i 

2jt + 2y ~ 2—6 Eeuaelbn 2 

3x + 4 v — 3 z “ 5 Ecu^clbn 3 

Sokicibn Para porter este sistema en forma triangular, se empieza per eliminar 
Ids tbrminos en Jrdc la segunda ecuacidn y de la tercera, 

r x+2y-2z= I 

^ — 2y + 3z = 4 Etuaelin 2 + (—2) X ecujcldn 1 ■ nueva a&tMGfSn 2 

I3x + 4y — 3z = 5 

{ x + 2y — 2z = I 
—2 y 4- 3z = 4 

~2y + 3z = 2 Ecuaddn 3 4- (—3) X acus-cliSri 1 ■ nueva eoujciSn 3 

Ahora se elimina d tdrmino en y de la tercera ecuacidn, 

{ x + 2y-2i= 1 

-2y + 32 = 4 

0 = — 2 Ecu«cl5n3 + [-1) X ecujicldfi 2 = nueva ecuflcl&i 3 

El sistema esta abora en forma triangular, pero la tercera ecuacidn eslablece que 
0 = -2„ lo cual es falso. No imports qu£ valores asignemos a jq y y i, la tercera 
ecuacton nunca sera verdadera, Esto quiere decir que el sistema no tien€ 

Sotuci&n, m 



Material proiegido por d Grech os de autor 



658 


C APIT ULQ 9 Siste mas de ecuac io nes y de s i g u a Ida ri#s 


It- 1 4 ■ Efecttie m& operation en el sictema que permiia elimi- 
nar la variable indkada. Eseribael sislema equivalents nuevo. 


* — 2_y — 2=4 

11. { x — y + 32 = U 
l 2j 4 y 4 2—0 

x 4 v - 3z ™ 3 

12. ^ -2* + 3y 4 2 — 2 
jc - y + 2z = 0 


13 . 


2jc — y + 3r = 2 
jc + 2 y “ i — 4 
. — 4 jt + 3 y + z = 10 


14 . 



Elhmoe et term] no en x 
de la segunda ccuadbn. 


Eliminc el tormina en, jc 
de la segunda equation, 


Etimine e! Ermine en .t 
de la teroera ecuacitiin 


Elimine e| termi no en y 
de la tercera ecuacitfn. 


15-32 ■ Cakule la soluttdn completade! sisteim lineal o 
tfcmuefitre que es incunsi&tenfc. 

j + y + z = 4 
15. { x + 3y + 3: = 30 
,2x + y — 2 = 3 

jc + y + 2 = 0 
Ifc { -x + 2y 4 5z = 3 
It — y =6 


17 . 


jr ■“ 4 r = 1 
2jc — y — 6; =. 4 
„ 2 x + 3v -2 2 = 8 


18 , 


x - y + 22 
3.r + v + 52 
{Zx - y - 2s 


2 

8 

-7 



2jc + y - r 
20. ^ — x + y 4 i 
'2-t 4 4 t 



2 

-4 

1 

-8 

3 

18 

0 

2 

-1 


22 . 



23 + 



3 

-3 

—2 

1 

-3 

4 


' -x 4 2y + 5: = 4 
24. < jc - 2^ =0 

4jc - 2y - I |j = 2 


25 * 



jt — 2y - 3z = 5 

26. < 2* + y “ r - 5 
.4* - 3y - lz = 5 

Jf 4 y - z = 0 

27. 4 x 4 2y - 3 j = —3 
,2t + 3y - 4i = “3 

jr — 2y 4 z — 3 

28. { 2c — 5y + 6: = 7 
,2 jc - 3y - 2z - 5 

x 4- 3y — 2z = 0 
2% (2x+ 4z = 4 
l 4a 4 6y - 4 

2jt+4y - j=3 
30. ^ x 4 2y 4 4z = 6 
jc 4 2 v — 2z = 0 


J 


jc 4 2 + 2ar = 6 

y “ 2z = -3 
jc + 2y - z = —2 
2jt 4 y 4 32 - 2m = 0 


32. 


J* 4 y + : 4 u?^0 

jc 4 y+2; + 2ii? = 0 

2je 4 2y + 3z 4 4eir = I 

b 2jc + 3y 4 4z 4 = 2 


M aterial proleg Ido por derechos de autor 


SECClQN 9.3 Sistennas de ecuacioncs hneales can vanes variables 


659 


Aplicaciones 

33-34 * Finances Una inversionisla tiene 100 OOOdtiiarcs 
para invertir eti ires tipos de bonus; coito plazo, plain interrnc- 
<tio y largo pUtzo ^Cuinlu debe uwertir en eada tipo de modo 
que se cumplan Eas condic tones dadas? 

33. Los bonos de coito plazo dan tin rend ini Lento de 4% anual. |os 
bonos de plazo intermedio 5%, y las de largo plazo, 6%. La 
inversionista desea lener un ingreso annal total de 5- 1 con 
cantidades iguales invertidas en bonus de eorto plaza y de 
plaza intermedia. 

34. Los bonus dc carlo plazo dart un nendimienta de al ario, 

I os bonus dc plazo intermedia dan 6% y los de largo plazo 
dan $%, La inversion! sta dcsea Eerier una utilidad annal total 
dc 6700 dolares dc su inversion. en la que invert iria eanlidades 
iguales en las bonus dc plazo intermedio y dc largo plazo. 

35. N krtrici on Una blbloga est& efeetuando un experiment so- 
bre k» efectos de wins eombinaciories de vitaminas, Quien? 
alimentar a eada uno de sus conejos de laboratorio eon una 
dietaque cantenga exae tame rite 9 mg de niacina, 14 mg de 
tiamina y 32 mg de rihoflavina. Tiene tres tipos disiintos 

de marcas come re tales de all men to; su eon ten i do vitaminico 
por onza sc proporciona en la tabla. ^Cuantas onzas de eada 
tipo de at j memo deben comer todos los dias los conejios 
para cumplir con los requisites del experimented 



Upo A 

TipoB 

TipoC 

Niadna (mg) 

2 

3 

1 

Tiamina jrrig) 

3 

1 

3 

Riboflavina (mg) 

$ 

5 

7 


36. Electrieidfld Por medio de Las leyes de Kuxhhoft se pue- 
de detnosirar que las corrientes / }l / 2 e I 3 que pas&n por las. 
ties ram as del otreuilo de la figura euinplen eon el si sterna 
lineal dado. Resuelva el sislema para determmar / 2 e/ 3 , 

f /,+ i t - I 3 = 0 
< 16/, - B/j *4 
[ B/j + 4/ 3 = 5 



37. Agriculture Un granjero tiene 1200 acres de tierra en los 
que cultiva matz, trigo y soya. Le cuesta 45 dblares por eada 
acre culuvar maiz, 60 dolares eultivar irigo y 50 do lares si 
quicre soya. Debtdo a la demanda del mcrcado cultivari el 
doble de acres de Lrigo que de mafz. Ya desiind 63 750 ddla- 
res para los costos del cultivo de sus cereales. ^Cuanlos 
acres de eada cereal debe plantar? 





i 


3B. Opciones de inversion Un inversionista posec lies gru- 
pos de acetones: A, B y C, Los predos de las acetones al 
citric en Ires dfas ct>Tnen:iales conseculivos se pruporuion;in 
en la tabla. 



Acciones A 

AccionftsB 

Acciones C 

Lunes 

$10 

$25 

$29 

Maries 

^12 

$20 

$32 

Miercoles 

$16 

$15 

$32 


A pesar de la volatilidad en los precios de las acckrnes. el 
valor total de las acetones del inversionista permaneee sin 
cambios en 74000 dblares al final de eada uno de esios ires 
dias, ^Cudmo posee de eada accibnei inversionista? 


Descubrimiento • Debate 

39. ^Puede un sistema lineal tener exact amen te 
dos soluciones? 

a) Suponga que (1% y & - 0 ) y (jEj, y u r,) son soluc tones del 
si sterna 

{ fl]jr + fr t y + CtZ = d\ 
fl 2 X + J>iV + C 2 Z = fifj 

a^x + h 3 y Cj? = dj 


^ f + 4] y Q + y L \ 

Demuestre que [ — - — T ~ — - — , — - — J es tambten 

una solucidn. 

b) A partir del resultado del ire iso a) demucslre que si el 
sistema tiene dos soluc ioncs di stint as. cntonccs tiene 
una cuntidad inbnita dc solucioncs. 


eriai protsgido por d enrich os dc autor 
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Mejor ajuste y ajuste exacto 


I 


Dados van os puntos en el piano, podemos deferminar la recta que mejor se ajusta 
j ellos ( viase Enfoifue en el tnodefaikh pagina 239). Claro, no tudos I os pantos 
quedunin en b rcclu. Asimismo. podemos delemiinur el polinormo cuiulrdlieo que 
mejor se ajusta a los pantos. Una vez mas. no todos los puntos quedaran en la 
grdiEiica del polinaniio, 

No obstante, si te nemos solo dos puntos, entonces podemos detenu inar una 
recta que ajuste macro., es deck, Lina recta que realmenie puse por umbos puntos. 
He munera similar, dados trc- puntos, no todos en la misma recta, podemos de- 
temitnar el polinomio cuadritico de ajuste exacto. Por ejemplo, suponga que 
icncmos bs ires puntos siguientes: 


el polinomio cuadratico que se ajusta exactamente a esios puntos. El polinomio 
debe lener b forma 


A1 apltear la eliniinacidn de Gauss obtenemos la solution ui = 1, b ~ —2 y 
C = 3. Lmtonces, et polinomio nequeri do es 

y “ x ~ — 2x + 3 

Dc ac tier do con la figura _ vemos que la grade a del polinomio pasa por los 
puntos dados. 


(-14 0’4 ( 2 * 3 ) 

A pnrtir de b figura I vemos que los puntos noquedan en una recta. Encontremos 



V = tit 2 4- bx + l 




-i 


-1 


conic ngu los puntos dados. A I sustituir los puntos dados en la ecuacton Ucgamos 
a to siguiente. 


Figura 1 


Punto Sustitucidn Ecuador* 


Ecuacion 


(-1,6) y = 6 6 ■ a(-1}? + — I ) + c 

(1*2) ,x = 1 , y = 2 2 = ^l) 3 +fi(l) + c 

(t 3) Jr = 2. y = 3 3 = a{2)- + bp) + c 


Estas ires ecuackmcs se dmplifican en ct $n sterna siguientc 


a - b + r = 6 
a + b + c = 2 
4a + 7b + c = 3 



4 


Figura 2 


“I 
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1. Determine el polinomio cuadralico v = a.x z + bx + r euya graflca pan por 
las puntos dados. 

a) (—2, 3), (-1,1), (1,9) 

b) (-1,-3). (2,0), (3,-3) 

2. Dcierminar d pdinomio cubfcov = ax 3 + bx 2 + cx + d cuya grifica pasa 
por los puntos dados. 

a) (-1,-4). (1,2), (2,11), (3,32) 

b) (-2,10), (-1,1), (1,-1), (3, 45) 

3. Se lanza hacia arriba una piedra con. vdocidad tfdesd.e una aEtura h. Su deva- 
cion J por arriba del sudo en d [tempo i esti repre sen Lada por 

d = ar + ur + h 

La de vac ton se mide en tres t tempos diferentes como se muestra a 
continuation. 


Tiempo (s} 

L0 

2.0 

6.0 

Elevation <pie&) 

344 

\92 

64 


a) Determine las constants a, v y h. 

b| Determine la devacidn de la piedra cuando l = 4 s. 

4. a) Encuentre la funcidn cuadritiea y - o.t : 4- bx + c cuya grjlliea pasa por 
los puntos dados. Esta es la curva cuadiitica que se ajusta aactamente. 
Grab que los puntos y la curva cuadrftica quo encontrd 

(- 2 , 10 ), ( 1 .- 5 ), ( 1 - 6 ), ( 4 ,- 2 ) 

b) Ah ora use d comando Quad Re g de su caJcuiadora para detenninar la 
curva euadrilica que mejor sc ajusta a los puntos del snciso a), ^C6mo 
cs en companies fin con la funcion que encontro en el inci&o a)? 

cl Muestre que ninguna funcion cuadrattca pasa por los puntos 

(- 2 , 11 ). ( 1 ,- 6 ), ( 2 ,- 5 ), ( 4 , - 1 ) 

d) Use el comando QuadRey de >u caLculadoni para determi nar la curva 
cuudralica que mcjor se ajusta a los puntos de! inciso b). Grafique los 
puntos y la curva cuadnirica que hylld, 

e| Ex pi i que qu£ tan to diEiere la curva de ajuste exact o de la curva de 
mejor ajuste. 
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Forma escalonada y forma escakmada reducida 
de uria matriz 


Una maniz estS en la forma escabnada cumplc can las amdicioncs siguietucv 
1» HI primer numero no cem de catki religion. de izquieixta :i derecha, es I . 

Se denomina element n pr -incipuE. 

2. El elements principal de eada rcnglon esia a lu derechn del dememo 
principal en e] religion mined iutameiue am ha de £1. 

3", lining Im re rig I ones que constan total mctitc de ceros csi.in eri ta parte 
inferior de la matrix, 

Una matriz esta en 9a tormn escalonada rcducidu si esta en la forma esea- 
lonada y ademas cample can las condiciones siguienies, 

4, Todos los ndmeros por axfiba y par abajo tie coda dement® principal es H, 


Bn las mat rices rigui ernes la prim era matrix esia en la forma cscalonada reducida, 
pero la segunda esta sdlo en la forma escalonada, La tercera matrtz no esta en la for- 
ma escalonada, Los eknicmos en rojo son Ins elemcntos prind pales. 


Burma escalonada 
reducida 


Burma escalonada 


No esia en la forma 
escalonada 


“I 

3 

0 

0 

0" 


‘1 

3 

—6 

10 

o" 


‘0 

l 

1 

2 

0 

7“ 

0 

0 

1 

0 

—3 


0 

0 

1 

4 

-3 


1 

0 

3 

4 

-5 

0 

0 

0 

1 

i 


0 

0 

0 

1 

1 

1 


0 

0 

0 

1 

0.4 

_0 

0 

0 

0 

0_ 


.0 

0 

0 

0 

0_ 


,0 

i 

I 

0 

0_ 


Los 1 pnrlppnlcs 

to* t pone.'palc-: 

1 principal :rs 

tifltfH p£>r 

..■k-'.itHazan * u 

no 5U fitepl^iOiri 

4tTl P3 y ghflj <3 

,Jerech* <rn los 

9 1 a r-Jenponp tf n lo^ 

Ac sl:-36. 

nerMjlone* SjCcSiirO*. 

nengJanos ^ucsSivfJ'j. 


A coiuinuacitfn se prtsenia una forma sistemilica de pouter una matriz en la for- 
ma escalonada clectuando operaciones demen tales con los renglones: 

* El principle es obtener un 1 en la pane superior izquierda, Luego obtenemos 
ceros abajo de ese 9 sumando multi pins adecuados del primer renglcn a los ren- 
clones abajo de el. 

■ A continuation. se obliene un I principal en el siguiente renglon y luego forma- 
rtios ceros abajo de ese 1 . 

■ En cada etapa es necesario lener la seguridad que cada elemento principal estd a 
la derecha del tiemento principal que sc eneuentra end renglbn superior: reuco- 
mode los renglones si es necesario. 

■ Continue cstc process haste que lerjgu una matrix escalonada. 


El proceso funciona como so indica en seguida en una noatriz 3 X 4: 


^1 

■ 

■ 

1 " 


r i 

■ 

■ 

a' 


i 

a 

a 

a’ 

0 

■ 

■ 

m 

— + 

0 

1 

a 

a 


0 

i 

a 

a 

_0 

■ 

■ 

m . 


^0 

0 

a 



,o 

0 

j 

a_ 


Tras que la matriz aim tented ll esta en la forma e&calonada* podemos resolver el sis- 
tema lineal correspond] ante mechanic sustention. I.sta iccniea se denomina elimina- 
cion de Gauss, en honor a su inventor, el matemitico aleman C. F. Gauss (v&ase la 
p^gina 294). 
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CAPiTULO B Si stem as da ecuaciones y desigualdades 


Resolucion de un sistema usando la el tm in acton de Gauss 


l . Matriz aitmentada. Bscriba la matriz aumentada del sistema, 

2 Forma Gscalonade Aplique las ope raci ones elenie males em ]qs renglo- 
nes para cambiar h matriz aumcntada a la forma cscalonada. 

3 Sti st ituci 6 it Esc ri bu e I nue vo * j $te m a tie ec uac iones q ue comesponde a I a 
forma escalonada de la matriz aumentada y resuelva por sustituddn. 


Ejemplo 3 Resolution de un sistema usando 
la forma escalonada 

Resuelva un sistema de eeuaciones usando la climinacidn dc Gauss. 

( 4x + Sy — 4z = 4 

J 3jc + 8y + 5z = “11 
[- 2x + y + 12? = “17 



So I u cion Prtmero se escribe la matriz aumentada del sistema y, luego, efectuamos 
operac iones elemeatales con los renglones para llcgar a la forma cscalonada. 


f Ft 3 


Rj 3R| — * Rj 
Ri, + 2R| +Rl 


f k. 


’ © 8 

—4 

4 

3 S 

5 

-LI 

2 1 

12 

“17 

r 1 2 

-x 

1 

© 8 

5 

-11 

L O i 

12 

-17 

"l 2 

-1 

r 

0 ® 

8 

-14 

Lo 5 

ID 

— 15. 

1 2 

-1 

r 

0 1 

4 

^7 

Lo © 

10 

-15. 


Aqui neM^itamcie 
un 1. 


A^ui nccffei^picie 
Gcm& 


Necceitamce 
un 1 a<tul 


Nec#&ltwitt» 
tin 0 equl 


R, - 

— * 


3 2 —I 1 

0 1 4 —7 

l_Q 0 Q3> 20. 


Nccoeitamos 
un 1 aqur. 






i 2 -I 1 
0 1 4-7 

0 0 1 “2 
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refltA]) 

in z -1 i : 
co i z 

£001 -2 11 


Figura t 


Ahora tenemos una matriz equivalents en la forma escalonadp v y el sistema de 
ecuadones correspond] ente es 


(x+2y- z= I 
s y + 4z “ — 7 
[ Z-- 2 


Reciirrimos a la sustitucibn para resolver el si sterna 

y + 4(~2) = —1 SuetJtueldn de z = -2en Iaecuaci6n2 

y — \ ftet^rrnlnacl^ridey 

jc+ 2(1) — ( “2 ) = 1 SiietituclAn de y — 1 y z = -2 en \a ecuaclSn 1 

x — —3 Oeterrriiflad^n de x 

Entonces, la solucibn del sistema es (-3 t 1,-2), 


Las calculadoras que graft can poseert tin comando “row* echelon form" (forma 
escalonada) que convierte a una matrix en la forma escalonada. (En laTl-S3 T el co- 
mando es re f .) En el caso de la matriz aumentada del ejemplo 3, el comando ref 
proportions el resuttado que se i lustra cn la figura L Observe que la forma escalo- 
nada que se obtiene mediante la calculadora es diferente al que sc llegd en el ejem- 
pio 3. La razon es que la calculadora utilizada ejecula operas i ones distintas a las 
qua efectnamos, Dd>c comprobar que la forma escalonada de su calculadora es la 
misma solueibn que la del libro. 


Elimination de Gauss-Jordan 

Si ponemos la matri?. aumentada de uir sistema lineal cn la forma escalonada redu- 
cida, entonces no necesitamos suslimir para resolver el sistema. Para expresar una 
matriz en la forma esealonada rcducida seguimos los pasos sigulentes, 

■ Efectuamos operaciones ekmeruales con los rengtones para poner la matriz er 
la forma escalonada. 

“ Obtenemos eeros amba de cada elemento principal anadiendo multiples del 
rengldn que contiene ese elemento a los renglones que se encuentran amba 
de 6\. Empezamos con el ultimo elemento principal y trabajamos hacia arriba. 

En seguida se muestra cbmo funciona el proceso ee una matriz 3x4: 


‘I 

■ 

■ 

■ ' 


'1 

■ 

0 

■" 


"l 

0 

0 

■1 

0 

1 

■ 

■ 


0 

l 

0 

■ 

-* 

0 

L 

0 

■ 

,0 

0 

L 

■, 


.0 

0 

l 



.0 

0 

1 

■ 


Aplicar la forma escalonada reducida para resolver tin si sterna reeibe el nombre de 
eliminadbri de Gauss-Jordan, Ilutframos este proceso en el ejemplo siguienie, 

Ejemplo 4 Resolution de tin sistema usando 
la forma escalonada reducida 

Resue] va el si sterna de ecuadones lineales, usando la eliminacidn de Gauss-Jordan, 

{ Ax + 8y ~ Az — 4 

3x + 8y + Sz — -11 
— 2x+ >■ + 12 j = -17 

Solution En el ejemplo se apliea la eliminacibn de Gauss a la matriz aumetitsda 
de este sistema para obtener una matriz equivalent: en la forma escalonada. Se con- 
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6 os 


linua efectuando operaciones element ales en los renglones de b illiima rnatriz del 
ejemplo 3 para llegar a ana matrix equivalents en la forma escalonada re due id a. 


I 2 Q) I 
0 1 @ -7 

0 0 1-2 


•“-■p.Lif son riecesarlps 
unoe ceroz 


R, - 4 R,-*R ? 

I 

Ri + Rj — r R | 


'i © o -r 
0 10 1 

0 0 1 - 2 j 


A^ui necce nos 
un 0 


R, - 2R : ^ Rj 


1 0 0 “3 

0 10 I 

_0 0 1 — 2j 


Ahora se tiene una matriz equivalents en la Forma escalonada reducida, por lo que 
el si&tema de ecuaciones equivalents es 


Pucrsto que d sistema eslii cn la forma 
escafonada reducitla, no sc requierc lit 
susdlucinn para llegar a la solution. 



rrel (CA3) 

tCl 0 0 -3] 
CO 1 0 1 3 
CO 0 1 -2 33 


Figure 2 


De donde llegamos en forma inmediata a la solucidn (-3, 1,-2), ■ 

Las calculadoras que proportion an grSficas tambi£n tienen un comando que 
convierte una matriz en la forma escalonada redudda. (En la TI-83, este comando 
e$ r r # f ) En el caso de b matriz aumentada del ejemplo 4 T el comando r r e f pro- 
porciona los resultados que se ilustran en la Agura 2. La calc ulad ora prepare iona la 
misma forma escalonada reducida que la obtenida en el ejemplo 4. La razdn es que 
eudu matriz dene urm forma escalonada reducida unica. 


Sistemas inconsistentes y dependientes 

Lossistemasdeecuaciones linealesque estudiamos en los ejemplos 1 a 4 tienen exac- 
tamente una solucidn. Pero de acuerdo con la seccidn 9.3, un si sterna lineal puede te- 
net una solution, ninguna solution o unit cant id ad in Anita de soEutiones. Por fort una. 
la forma escalonada de un sistema nos permite determinar de cu£i de estos cases se 
trata, como se explica en el siguiente recuadro, 

Primenc es ncce&ario presentar unos tt-rminos. Una variable principal de un s is- 
le ma lineal es una que corresponds a I elemento principal en la forma escalonada de 
la matriz aumentada del sistema. 
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Las sofuciones de un sistema lineal en la forma, escalonada 


Suponga que 3 a matrix aumenlada tie tin si si emu lineal se transform^ me di ante 
lit diin iliac ion de Gauss en la forma escalonada. Entonces. uno de [os siguiertes 
emtnciudns es verdadeiO, 

1. N laguna solution* Si Ea forma cscatonadu con tiene m rercgldn que repre- 
senta la eeuadbn 0 c donde c no es cero, entonces el sistema no tiene 
soluL’ii'vn. [ l n sislerna sin snludVin se llama inconsistent^. 

2. Una solueidn. Si cudj variable en la forma escalonada cs una variable prin- 
cipal, cntonces el sistema tiene exactamcftte una solution. que se determina 
mediaitte sustitueitfn o per medio de la elimination de Gauss -Jordan. 

3. ( anlidad infinity de soludones. Si L:is variables en la forma escaJonada no 
son variables principal**, y si el sistema noes inconsistent?, entonces tiene 
una cantidad intin ita de soluc tones. En esie caso. el si sterna se denomina 
dependinue. El “vis tenia se resuelve com irriendo la matriz en la forma esealo- 
nada redueida y despues las variables prindpales se espresan en funcibn 

de las variables no principals. Las variables no prindpales pueden tomar 
cualquier valor de niirilero real- 


Las matrices que siguen. todas en la forma escalonada, dust ran los tres casos des- 
critos en el recuadro, 


Sin solucion 


Una soludon 


Cantidad infimta 
de miIu done* 


12 5 7' 


— * 

O'. 

1 

fa^i 

W 

l 


r 

fO 

1 

fS 


0 13 4 


0 1 2 -2 


0 1 5 -2 


.0 0 0 1, 


^0 0 i 8^ 


^0 0 0 0. 


La filtlfiui eeusd&i 

Carfa variable es 


La z no es una 

d;cc que 0 = 1. 

una variable ■principal. 

vgnjble prjtlfipal. 


Ejemplo S Un sistema sin solucion 

Resuelva el sistema. 

( x - 3> + 2c = 12 
< Zjc - 5y + 5z = 14 
[ x — 2y + 3z = 20 

Soluc ion Se transforma el sistema en la forma escalonatla. 



r i 

-3 

2 

1 2*1 





r i 

-3 

2 

12" 









Kj - 2K| 

-»R, 







2 

-5 

5 

14 




-> 

0 

1 

1 

-10 



_! 

-2 

3 

20, 



Rj-Rj 

— ► Ri 

.0 

1 

J 

8_ 





r * - 

3 

2 

1 2 1 

i _ 


r i 

-3 

2 

1 2 1 

R, 

K-s ■*-+ Ki 













— -¥ 


0 

I 

1 

-10 

— ■+ 


0 

1 

l - 

10 




.0 

0 

0 

18^ 



.0 

0 

0 

]j 
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CAFiTULO 3 Sistemas de ecuaciones y desigualrfades 


ref (CA3) 


m "2,5 

2.5 7 3 

CO 1 

1 -10] 

fO D 

0 1 33 


Figura 3 


Esta ultima matriz esta en la forma escalonada, de modo que se puede detener el 
proceso de diminution de Gauss, Ahora, si pasamos el dltimo rengldn de nuevo a 
la forma de ecuacibn, se obtiene Cbr + Oy + 0; = l o bien, 0 = I , Jo cual es falso. 
Sin importer los valores que eseojamos para.t s y y zja liltima ecuaribn nunca date 
un enunciado verdadero. Esto quiere decir que el sistema no tiene sohtcidn. m 

En la figura 3 se ilustra la forma escalonada que proporciona la calculadom Ti*83 
para la matriz aymentada del ejemplo 5- Debe comprobar que da la misma solucibn. 


Ejemplo 6 Un sistema con una cantidad Infinite 
de soluciones 

Determine la solucibn complete del sistema. 

{ -3x - 5y + = 10 

-jr + lz= 5 
x + y - lfc - —4 

So I yc ion Transfonnamos d sistema en la forma esealonada redudda. 


Forma eacalonada nducidt que se 
obtiene en lacalculadora Tl-83 


r r * f C C A 3 > 


C Cl 0 -7 

-5] 

CD 1 -3 

1 1 

[0 0 0 

0 33 


'-3 

-5 

0 

36 

7 

10' 

5 

R, «- Ri 

1 

-1 

1 

0 

-to 

7 

—4* 

5 

I 

1 

-10 

—4. 


.-3 

-5 

36 

10. 


Rj + R, ^ Rj 


R, + W, — R^ 


1 

0 

0 


1 —10 -4 
1 -3 1 

-2 6 “2 


R t + ZR ; — * R* 

P 


1 1 

0 1 
0 0 


-10 -4 
-3 1 

0 0 


Rj ■” Rj Ri 



1 0 -7 -5 
0 I —3 I 

0 0 0 0. 


El tercer renglbn corresponde a la ecuacibn 0 = 0. Esta ecuacibn es siempre verda- 
dcra, sin que importe qub valores tomen x, y y Como la ecuacibn no afiade infor- 
macibn title va con respeeto a las variables, se puede diminardd sistema. De mudo 
que la ultima matriz corresponde al sistema 


lx - 7z = -5 
\ y — 3z = l 

i 

Variative principles 


Ecuactiiri 1 
Ecuacibn z 


En seguida se determinan las variables principales x y y en funcibn de la variable no 
principal z: 


x = 7z — 3 Osspeje its k dt la eeuscibn 1 

y = 3r + | PB#pej# (Jeyd* peswCi^n 2 
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Jgualdad de matrices 

Dos matrices son iguaks si tienen los mi sm os cl e memos en k>s mismos Ingares. 


Matrices igyaies 


1 

Si 

i J 

hi 



'2 

4 1 

r 

P 

1 

1 — s 


i 

L 2 

\ o. 


Matrices diferarttae 


I 

3 

5 


2 

4 

6 


1 

2 



Jgualdad de matrices 


Las matrices A -- [a, | y B - [b, I son Iguules si y stMu si lienen In mismadi- 
mens ion m ■ n. y Ins elementos conespondienles son iguales, es dedr. 


c *'i' ” 


paru / — 1 , 2 . , T . , m y j = 1 . 2, , T . . w. 


Ejemplo 1 Matrices iguales 

Determine a, h> c y d si 


a b 


1 

-i 

3 

_c dl. 


.5 

2. 


Solution Pueslo que las dos matrices son iguales, las elemenios comespondien- 
tes deben ser iguales, Asf debemos tener G z =J,b = 3,c = 5yitf=2. ■ 


Adiciort, sustraccion y multiplication 
©scalar de matrices 

Dos matrices se pueden sumar o restar si tienen la misma dimensidn. De no ser asu 
la simia o Ea diferencia no esta delinidn. Se suman o restan las matrices simian do o 
re stand o element os correspondientes. Para multiplicar una matriz por un numero, se 
multiplica cada uno de los elenientos de la matriz por dtcho numero. Esto se llama 
praducto esratar. 


Adicion, sustraccion y pro due to escalar de matrices 


Scan A - kj V H = (bj matrices de igual dimension m X n y sea c 

cuakjuier numero real. 

1. La sumu A • B es III matriz m X K obiertida a I sumar elemenloj eorres- 
pondientes de A y H. 

A + B = + by] 

2. I a rlifrrcnciu - \ ~ Hcs la m.jiri/ m x n obtenida al rcsiar el e Mentos 
correspondientes de A v B. 

A- B- [ay ~ b fJ ] 

3. I I pnvrluetn eseabir rA es la rnutri/ ffj X ?r ohlcnida al muillipjiear cada 
elemento de A por c. 

rA = [cay] 
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CAPfTULO 9 Sistemas de ecyaciones y desiguafdades 


Mo son igualc^ pdr to tamra 
el producto no esta aeftn Ac 

2X3 2X2 


m*CBJ 

EC-1 17 23] 
Cl “5 -231 


Figura 1 


De igual rrtanera calculamos los ektnentos renames del producto; 

Elemento Producto interior dc; Valor 

1 *5 + 3 .4 = 17 
1 - 2 + 3 * 7 = 23 
(-1 )•(-!) + 0*0 = 1 



1 3| 

l 

SJ 

- 1 

c t2 

-1 oj 

0 

'-I 

— 


1 3 1 

[-1 5 2' 

C \ 3 

.-1 oj 

[ 0 4 7. 


' 1 31 

[-1 5 2 

c a] 

-I oj 

[ 0 4 7. 


1 3 

r-i 5 2 

c u 

.-i 0 . 

0 4 7. 


1 3 

i-l 5 2 

CJ3 

.-1 0 . 

.047. 


(" 1 } ‘ 5 + 0-4 = —5 


(-1 )-2 + O'? = -2 


AB — 


- 1 17 23 

l -5 “ 2 


Put lo tan to, ienemos 
El producto BA no est& dehnido porque las dimensioned de B y A son 


Matrix producto 

-1 

17 


-1 

17 

23 

M 

17 

23] 

l 1 


J 

r-« 

17 

23] 

L 1 

-5 

J 

h 

17 

23 1 

[ 1 

-5 

“2J 


2X3 y 2X2 

Los dos ntimeros interiores no son iguales, de modo que los reng tones y las colum- 
nar no correspondenan a I iratur de calcular el producto. a 


Las calculadoras grMcas y las computadoras son capaces de ejecutar operaciones 
algebraicas con matrices, Por ejempto, si introducimos las datos de las matrices del 
ejemplo 4 en las variables de la matrix C a 3 y Ce7 cn la calculadora TI-83, entonces 
£sla determina el producto como se muestra en la figure 1. 


Propiedades de la multiplicacion de matrices 

Antique el producto de matrices no es conmutativo, sf sigue las propiedades asocia- 
tiva y distributiva 


Propiedades de ta multiplicacidn de matrices 


Sean A , B y C matrices para las cuales los productos siguientes esldn delini- 
dos, Entonces 

A(BC) — (Afi)C Propiedad asociativa 

A(B 4- C) = AB + AC 

Propiedad distributive 

(B + C)A = BA + CA 
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tall a o rejilla que usamos es muy amplk y no proporciona una buena resolucsbn de 
k imagen, En k pr&ctica, las cdmaras digitales de aha resolueibn disptmibles en ia 
actu alidad utilizan matrices con dimensiones de 204 S X 2048 a mayores. 

Una vez que k imagen estft almacenada en una matrix se puedc manipnlar efee* 
tuando operaciones matri dales. For ejemplo. para oscureeer la imagen, surnames una 
consume a cada element® de la mairiz. Para aclstrar la imagen, resumes, Para incre- 
mentar el contrasie. oscurecemos las zonas mas oscuras y uclaramos las mas eleras, 
de niodo que podriamos sumar 1 a cada elemento que sea 4, 5 o 6, y restar 1 de eada 
elemento que se desee 1, 2 o 3. Ob&6rvese que no podemos oscurecerim elemento de 
valor? o aclarar uno de valor 0. Al apiicar este process a la matriz de la figura 3c) se 
genera una nueva mairix de la ligura 4a). E&to genera la imagen de alio contraste que 
se ilustra en la figura4b). 


0 0 0 Q 0 0 0 1 10 

0000005761 
0 0 0 0 1 22662 

000026572 1 
0 0 0 0 0 12 1 10 

0000022100 
0 0 00005000 
0 0 0 0 115 111 

112 6 6 112 5 5 
2225212225 


a) Matriz modifkada para b) Itnagen de atlo contraste 

Figure 4 aumentar cl com taste 



Otras maneras de represents y tnanipular imageries usando matrices se esuidian 
en el Pmyecto Descubrinoento de las paginas 700 y 792, 


9.S 


Ejercicios 


1-2 ■ Determine si Las matrices A y B son igualcs . 


1 -2 0 

r i —2 

J 6 o. 

+ li 6, 



1 

l 

o' 


l 

r 

h. 2 

1 

0 

1 

+ 

2 

i 


.0 

1 

L 


.3 

i. 


1. 


A = 



In 1 

„ ro .25 O' 

3 . 

■ S "lv3 iJ 


3-lfl ■ Ejecutc operac tones con las matrices o si es impossible 
csplique la razbn. 


3, 


2 


-5 




'2 6 


i 

1 

u 

l 3 


3 6 

r — 

tJ 

4*. 

L 


,-2 0 . 


S. 


2 1 2 
6 3 4 





a i r 


2 1 -]" 

II 

1 2' 

1 

-2 J " 

4 . 

.1 3 0. 

‘ 

Li 3 -2 

7 * 

.-1 4 

.2 

2 -1, 



\ 

2" 


"2 

-3’ 


" < ' 

5* 3 

4 

-1 

to. 

0 

1 


.i. 


J 

Q 


.1 

2„ 



she 


rtrv 
"J L* 


autor 
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CAFiTULO 9 S isle mas de ecuadones y desigualdades 


4H. a) Demuesirc que s-i A y B son matrices 2X2, ententes 

(A + fl) 1 = A 1 + AB + fiA + if 1 

hi Si Ay B son matrices 2X2, es necesariamente cierto 
que 

{A + B) 2 £ A 2 + TAB + B- 

Aplicaeiones 

49, Veritas da bocadillos Una pequeba eadena que vende 
hamburguesas, hfit 4ogt y nialleadas po«ee nestauranles en 
Santa Mdnica. Long Beach y Anaheim. Ciertedia, (as ven- 
tas se distribuyeron de aeuerdo eon la matriz siguiente, 


Debido a Jos incrementos de ]os salaries, las ganancias de 
febrero fueron nienores que las de enero. La ganancm por 
automdvil se tabula por modeio en la mauiz siguiente. 



Enero 

Febrero 

Modeio K 

' $ moo 

$500* 

Modeio FI 

52000 

$1200 

Modeio W 

.$1500 

$1000. 


a) CaleuleAB, 

b) Si suponemos que los vehfculos producidos sc vcndie 
non, i.ensi] fue la ganancia di aria en enero en la planta 
de Biloxi? 

cj ^Cudl fue la ganancia diaria por tas ires plarnas en 
febncra? 


Canti-dact de hocadillos vendidos 


Santa Monica Long Beach- Anaheim 


Hatnburguesas 

"400O 

1000 

3500 


Hot dogs 

400 

300 

200 

- A 

Maheadas 

„ 700 

500 

9000, 




Et precio de cada bncadillo se proporciona en la matriz 
siguiente. 

Hamburg uftsas Hot dog Malteud9$ 

[50.90 $0.80 Si JO] = B 


51, Empaeado de productos do jitomate Jaeger Foods 
produce salsa y pasta de jitomate, y las empuca en recipient 
les pequeftos. medtos, grandes y gigantes. La mauiz A 
proporciona el tamafioen onzas de cada recipient?, 

Pequerio Medio Grandes Gigante 
Onzas [6 10 14 28] — A 


a I Calculeei products BA . 

b) Inlerprele los elemenlos de ta matriz prod uc to BA. 

5CI< Ganancias por la fabricacidn de automobiles Un 

fabricate de automdviles de 3ujo iiene plantas en Auburn, 
HiLoxi y Chattanooga. Produce ires modeio*. y ta produc* 
ci6n diaria se presenta en la matriz siguiente. 


Automdviles producidos diario 
Modeio K Modeio R Modeio W 


Auburn n 

Biloxi 4 

Chattanooga j a 


10 

4 

9 



La matriz B tabula la produccidn de un d£a de salsa y pasta 
de jitomalr. 


Latas de 
sake 

Latas de 
pasta 

Pequerio 

^2000 

2500] 

Medio 

3000 

1500 

Grande 

2500 

1000 

Gigante 

,1000 

500 j 


a) Calcule et producto de AB, 

b) Intcrprc te Ids dementos de la matriz producto A B 
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, Ventas de pmductos Los [Tea Itijos ilc US granjem, 
Amy, Beth y Chad alicndcn tres pucsEOs ul lado dc la 
carrot era durante los mescs del verano. Un (in de semana, 
Eodos venden sand fas, calubuza amarilla y jiEomatcs, Las 
matrices Ay B tabuhin la cantidad de libras de cada unu 
de los protfuctos vendtdra por cada uno de to? hijos en el 
s&bado y el domingo. 

Saba do 

Sandras Celsbaxas Jito mates 


Amy 

120 

50 

60 

Beth 

40 

25 

30 

Chad 

_ 60 

30 

20 



Domingo 



Sandies Calabazas Jitornates 


Amy 

r too 

60 

30 " 


Beth 

35 

20 

20 

= n 

Chad 

. 60 

23 

30. 



b) Determine liii-j matrix que represents unu version aids 
oscura dc la imagen de la figtira. 

e) El negative* de una imagen se obtiene tnvirtiendo luz y 
oficuridad, oomoen el rregattvo de una fotografla, Deter- 
mine lit matrix que represents el negative de la image n 
en li figura. ^Ctimo cambsarii listed loselementos de la 
matrix para create l neptivo'? 
dj I'ncnemente el conLraste de la imager cambiando cada I 
en f) y cada 2 en 3 en Ja matrix que encontrd en el inci w 
h). Dibuje la imagen. representada por la matrix resultants. 
i$e aclara la image n? 

e) Dibuje la imagen represent ada por la matriz /, ^Es 
capaz. de idcntlficar lo que cs? Si nu es asi, Erale de 
aumenlar cl contrasts 

12 3 5 2 0 “ 

0 3 0 10 1 

13 2 3 0 0 

1 " 0 3 0 10 1 

1 3 3 2 3 0 

0 1 0 I 0 I 


La matriz C proportions los preeios por libra, en ddlares, de 
cada tipo de pToduclo que vender 


Precio por libra 


Sandias 
Gala bazas 
Jitomates 


0.10 

0.50 

1.00 


= c 


Descubrimiento • Debate 

54. iCuando estan definidos am bos productos? ;.Que 
debe ser eserln con respeclo a las dimens i ones de las matri- 
ces A y B si ambos productos AB y BA estan definidos? 

55. Potencies de una matriz Sea 


Elect tic las. siguientes opcracioncs con las matrices c inlcr- 
prelc los elcmenlos cn cada roultudu. 

a) AC b) BC e> A + B dj (A + B)C 

53, Imagines digitalis A continuacifai se muestra una csca- 
la de grises de malic nivelcs 


0 12 3 



a) UtLlicc la cscala dc grises para cncutilrar una matriz 6X6 
que represents digiiahnence la iniagen de la figUrj. 



A = 


1 

0 


I 

I 


Calcule A 2 . A\ A 4 p , , . hasta que detects un patr&n. Escnba 
una formula general para A“, 


56 


Potencies de una matrix Sea A ■* 


. Calcule A A\ 


A 4 , hastaque detente un patron. Escriba una formula 

general para A". 


57. Raicaa euadradas da matrices Una raiz cuadrada dc 
una matriz if cs una matriz. A con la propiedad dc que A 1 = 
B. (Es la rnisnu del ini cion que para la rafz madrada de un 
numcru.) Calculc tantas farces cornu pueda dc cada matrix: 


U ol 

1 5 

lo 

— i 

£Tl 

Q 


[Sugervticia: 5i A — 


a 

c 


b 

d 


escriba la.secuaciones que a. 


b. c y d reudrian que saiEstaeer si A es la raiz cuadrada de la 
matriz dada.| 


rial pr 




e aul 
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Ejemplo 1 Matrices identidad 

Los siguientes produces de matrices muestran cbmo al muUipiicar una matriz, por 
una matrix idem i dad de !a dimension adeeuada no modifies a la matriz. 


1 0| 

3 5 

6 

3 5 

6 

.0 1 J 

l-l 2 

7, 

[-1 2 

7. 


i 

1 

-a 

1*^1— 

i 


"1 0 0’ 


1 

l-J-l— 

12 I 3 


0 1 0 

= 

12 l 3 

.-2 0 7_ 


.0 0 l_ 


.-2 0 7, 


Si A y B son matrices n x n, y si AB = BA = entonces se dice que B es la 
inverse de A t y se escribe B = A El concepto de 3a inverse de una matriz es anblogo 
al del recfproco de un nd inert). 


Inverse de una matriz 


Sea A una matriz cuadrada n > rt . Si existe una main/ A que sea n x n eon 
la propiedad de que 

AA~'=A 'A = /„ 

entonces deetmos que ,4 1 es la inversa de A . 


Ejemplo 2 Comprobacibn de que una matriz es una inversa 

Verilique que B es la inversa de A , donde 



Solucion Se efectuart las multi plicaciones de matrices para mostrar que AB 
y que BA - t 



-I 

2 

L 

3 


'2-3 + !{-5) 

2(— 1) + 1-2 

= 

1 0 

.5-3 + 3(-5) 

5(-l) + 3-2. 


.o i. 

’3-2 + (-1)5 

3-1 + (-1)31 

= 

J o 

.(-5)2 + 2-5 

(-5)1 +2-3. 


i. 


/ 


Determination de la inversa de una matriz 2x2 

La regia siguientc proportion* una mancra send lla de determinar la inversa de 
una matriz 2x2, cuando existe. En el caso de matrices grander, hay un procedi- 
mien to mas general para determinin' inversus, el cual se trata mas ad el ante en esta 
seccibn. 


Inversa de una matriz 2x2 


a b 

4 _, 1 

d 

—h 

c d . 

entonces A 

Oil - be 

— f 

a, 


Si ad - lx — 0, entonces A notiene inversa 


Material prategido por derechos de autor 





SECCitiN 9.6 Irversas do matrices y ecusciones matricides 


595 


Ya demostramos que la eoiacioii matricial AX = B se puede resolver mediante el 
mdtodo siguicnte. 


Resolution de una ecuacion matricial 


Si A ess una matrix, cuadrudu n X n cuya in versa es A ' 1 y si X es una matriz 
variable v B una matrix conocida. ambas con ft ren clones. entonces la solution 
de la ecuacion matricial 

AX = li 


csta dada por 


X- A~'B 


Ejemplo 6 Resolucidn de un sistema usando 
(a inverse de una matriz 


-Z— 


a) Escriba el sistema de ecuaciones como una ecuacidn matricial, 

b) Resuelva el sistema detcrminando la solucidn de la ecuacidn matricial. 


\2x — 5y - 15 
\$x- 6y = 36 

Soludon 

a) Se escribe el sistema como una ecuacidn matricial de la forma AX = fl.‘ 


'2 “5' 


= 

15' 

.3 -6. 

.y. 


,36. 

A 

X 

- 

3 


b) Si se aplica la regia para determinar la in versa de la matriz 2 x 2 t oblenemos 


'2 —5" 

- 1 l 

r-6 -<-3)i _ i r 6 5i 


r-a ii 

.3 “6^ 

2(-S) - (-5)3 

-3 2 J 3[-3 2. 


l-i |J 


Al multiplicarambos miembros de la ecuacidn matricial per esta matriz inverse 
se obtiene 


X 


f— 2 3 

15 


30 

y. 


,-i 1 

.36. 


. 9. 


X « A' 1 a 


s-ne 


lido porrisrechos de autor 


Ententes x = 30 y y = 9, 
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CAP ITULQ 9 Sistem as de ecu aci ones y d esifju aids des 


Matematicas ©n 
el mundo moderno 



Ecolcgia matematica 

En los ano* setenrn Jcl siglo w, Ins 
ballenas jorobadas se com irtieron 
en un punio de controvert, Los 
ambit Mali si as opinaban que la 
caza Je ballenas ame na/aba a estns 
animates con una inminente extin- 
cidnr Ids cazadores de balleou 
consult: raron que su medio de sub 
sislcncia se vcia arrtcnsi/ado por los 
i memos de detener la cacrria de 
hallenas. -.Realmenie tacaza de ba- 
Hen as amenaza con extmgutrlas? 

nivd de eaza es secure para 
gLuanlizai ]a supcrvivcncik de las 
balienas? Esias preguntxis ocasio- 
rtamn que los maiem&kos estudla- 
nrn con mayor deicnimienlo los 
patrones poblacionaks de las ba- 
llenas y olxm espccies. 

Ya por los, aflos veince del siglo 
pasadu, Allred J. Locka y Vile VoJ- 
terra crearon el campo de la biolo- 
gfrl mate niitica que plante aba los. 
model as pcedador/presa. Sus mo- 
deless. los euales se apoyan en una 
ram a de las matenviticas llama- 
da ecuaciones direrencialcs, toman 
cn cocnta la vclocidad a l,i cual el 
predador consume a su presa y la 
tasa de crecimiento de cada pobla- 
cidn. Tenga en euenia que cuando 
el predador se come a su presa, la 
pobladdu de la presa disttliriuye; 
csto signifies. que hay mentis ali- 
merto para los prcdadorrs h de modo 
que su poblaeion cnnpkza a de 
crecer; con menos pnedadetFes. la 
poblacnin dc las pre%as empieza 
a incrementarse. y asf sueesiva- 
mente. For lo regular, se genera 
tin c SI ado de equilibria, y las dos 

(cemtin&a) 


Aplicaciones 

Suponga que es necesario resolver varies sistemas de ecuaciones con la misma ma- 
triz de coetkientes, Bnlonccs. transformar los si stem as en ecuaciones matriciales 
pro pore iona una manera ericaz de Itegar a las soluciones porque solo necesitamos 
encontrar una vez 3a inversa de la inatriz de eoeficientes. Este procedi mi ento cs con- 
vent erne en particular si usamos una calculation de grSIkas para efectuar las opera- 
ctones con matrices, como en el ejertiplo que sigtie. 


Ejemplo 7 Modeled© de las cantidades de nutrientes 
necesarias usando ecuaciones matnciales 

El dueho de una trenda de animates aliment a a hamsters y jerbos con diferentes 
mezclas de ties lipos de alimento para roedores: Kay Dee Food. Pet Pellets y Rodent 
Chow. Quiere alimentar a sus uni males con la cantidad correct a de cada marca para 
cutnplir exactamente con las necesidades dtarias de proteirias, grasas y carbohidra- 
tos. Suponga que los hamsters requieren ttxlos los dias 340 mg de protein as. 280 
mg -de grasa y 440 mg de carbohidratos, y los jerbos necesitan 4S0 mg de pnoteinas, 
360 mg de grasa y 680 mg de carbohidratos. La cantidad de cada nutriente. en 
miligramos, en un gramo de cada marca se propore ton a en la tabla siguiente. 
;,Cuantos gramos de cada marca debe dar diariamente el due ho de la tienda a sus 
hamsters y jerbos eon el fin de cumplir con las nocesidades nutricionales? 



Kay Dec food 

Pet Pallets 

Rodent Chow 

Proteina (unql 

10 

0 

20 

G rasas <mq) 

10 

20 

10 

Carbohidratos (mg) 

5 

10 

30 


So I uc ion Sean jc, , x 2 y xi, las cantidades en gramos de Kay Dee Food, Pel Pellets 
y Rodent Chow que deben comer los hamsters y y ( , y 2 y las cantidades corres- 
pondientes para Los jerbos. Luego resolvemos las ecuaciones maLriciales 


10 0 20" 




340 

10 20 10 


*2 

= 

280 

_ 5 10 30. 


-Jfs, 


.440. 

"10 0 20" 
10 20 10 


y\ 

yi 



"480" 

360 

i 

S 

o 

i 


-Vl- 


.680^ 


Ecuaek^n pdra los hamsters 


Lcu&ctfm pa-a los j*H»s 


Sea 



‘10 

0 

20 ■ 


^340 

A - 

10 

20 

10 

. B » 

280 


. 5 

10 

30. 


_ 440 . 



480 




y ! | 

C — 

360 

.680. 

• x = 

*2 

-*3- 

. r = 

>‘2 

->J- 


)F Oc 


in I 


por 


jorirji. 
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pobliiciones alterrmn e li tre tin mihi- 
nw y un maxlmo. Observe que si lets 
predatores se comen 3 su presa 
demasifttfo rJpido sc qucdariiji sin 
alimcnto y se cnciuttinun a sit propin 
extinririn, 

Desde la 6poca tic Lotto y Volte 
rra se han desa mill ado modelos 
mateniAticos rniis detalbdos de Ills 
public tones de an Imalcs. Por U> que 
t oe a a mochas cspftcies. la poblueion 
sc divide cn vaiias etapas: inmadu 
rus, juveniles, adultos, etcetera. La 
proporeidn de eada etapa que swbre- 
i ive o se reproduce en urt tietnpo da- 
do se introduce en una matrix, que 
se llama matrix tie e ran sic ton. I ue- 
go se Lisa la mul Li plicae km de mairi 
ccs para predecir la pobbekm cn los 
periodos exilosos. (Vkase cl Pmvt'ctn 
para un descitbrimienln, pdgma 688. \ 
Como sc pussde observer, el po 
dcr dc his maiemtiticas para model ar 
y predecir es una berram tenia inva- 
I uabte en el debate actual sob re el 


Luego se pueden escribir estas ecuadones matnciales eomo 

AA' — B Enuflcl6n para loe hfimstcrfl 
AY — C Ectuotin para losjerbos 

Se quiere determiniir X y Y„ a.sf que se muhiplican umbos miembros decada ecuacibn 
por A la inversa de la matrix de los eoeticieiites. Fodemos determinar A 1 en 
forma manual, peroes itiejor usar una calculation* graficadora como sc muestra en la 
figure 3 , 




ca: -^* cc] 


niiod 
zi ] 

C M 31 


ECS 1 
CA 3 

CZ 033 


Figura 3 


a) 


b] 


De acuerdo con los resultados que da la calculation! vernos que 


anibknte. 

X — A ~ l B = 

r 

1 

V _ A “ li" — 

8" 

4 


- J jHI L 



J2. 


_ 20J 


Por lo tanto. cada hamster debe comer diario 10 g de Kay Dee Food, 3 g de Pet 
Pellets y 12 g de Rodent Chow; y cada jefbo debe comer tod os Jos dias 8 g de 
KayDee Food, 4 g de Pel Pellets y 20 g de Rodeni Chow. ■ 


9.6 


Ejercicios 


t-4 ■ Caleule los products AB y BA para verificar que B es b 
inverse de 


2, 



1 1 
’•J S|j 

L i 

¥ 

B = 

r 1 

W hh 

i i 

— MIA** 






' 1 


3 

-r 


3 

-3 

4' 

X 

A “ 

1 


4 

0 

( B = 

-2 

1 

-I 



.”1 

— 

3 

2_ 


. 1 

0 

L 


4, A = 


3 2 4 

1 1 -6 

2 1 12 


B = 


9 -10 -8 

"12 14 It 

-1 J 


fML ■ De [ermine lu ioversa dc b main/ y verifique que 
A"M = AA 1 = hyB^B = BB^ =l y 


LA ~[t l\ fl = 

2 ~f 

-1 4. 

5. A “ 

i r 

rj 

i*. 

■ 

6. fi - 

1 3 2" 

0 2 2 






. -2 - 1 


7-22 • Determine La anversa de la nrtainz, si existe. 


St, 


IK 


5 3 
3 2 

2 

-5 


b 

■8 


5 

-13 

—3 

-I 


8 . 


10. 


12 . 


'3 4 
.7 9 

■ _ 7 4 
8 -5 

1 1 i 
2 5 

5 4 
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CAPfTU LO 9 System as de ecu aci on es y desi g u alda des 


IX 


14 , 


15. 


16. 


17. 


18, 


19. 


24). 


21 . 


22 . 


0-4 -1,2 
0.3 0.6. 

"4 2 3" 

3 3 2 
J 0 1. 

24 r 

-L 1 -I 

„ I 4 0. 

*5 7 4" 

3 -1 3 

.6 7 5. 

! 2 3' 

4 5 -I 

.1 -1 ~ 10 J 

'2 1 O' 

1 I 4 

.2 1 2_ 

"0 -2 1 
3 I 3 
J -2 3,| 

"3 -2 O' I 

5 l l 

_2 -2 0, 

1 2 0 3" 

0 111 

0 i 0 i 

Ll 2 0 2_ 

'1 0 i O' 
0 10 1 

1110 

1111 


23-30 ■ Rewelva e] sistetna de ecofloones tramformandolo en 
Lina ecuacirin malncial y u.s.amlo la inversa de la matriz de Los 
coelicLcnlts comfr cn cl cjcmplu 6, Use las irtversas de !us cjcrci- 
cios 7 a 10, 15. 16, 19 y 21. 


23, 


24. 


f5* + 3y = 4 
\lx + 2y - 0 

f 3x + 4y = 10 
1 7 j 4- 9y = 20 


3y - 2 

13y = 20 


f ™ 7i + 4y = 0 

l 8x - 5y = 100 

f ix + 4y + z = 7 

— js +■ y — 2 “ 0 

x + 4y = -2 


'5i + 7y + 4z - 1 
28. < 3* - y + 3: = 1 
,6r 4- 7y + 5r = 1 

-2y + 2z - 12 
29* < 3a + y + 3z = -2 
j - 2y + 3* s 8 


30. 


f x + 2y + 3«) * 0 

y + t +■ if — 1 
y + ut = 2 
+ 2y + 2ur - 3 


31-36 ■ Median le una ealailadura que puede ejecuEar operacio- 
ncs con las matrices resuelva cl sisicma, cornu en el ejemplo 7. 


31 . 


32 , 


33* 


34. 


x + y - lx - 3 
2x + 5? =11 

.2* + 3y — 12 

1 3x + 4y - z = 2 

2x — 3y + 2 — ^5 
5.r — 2y + 2: — —3 

12a: + }y - It = 21 
I U — 2y + 3z - 43 
13 jt + y — 4z = 29 

* + b - U = * 

i-b+b “ ^ 

,x + y — : = “6 


35, 


x + y 
X “2 Z — 

2v - 2 + uj — 


- 3it' = 0 
- S 


[2x + 3y 


- 2ur = 13 


36. 


y + t + m = 1 5 

y 4- 2 - - 5 

2y + 3z + 4ui — 26 
2y + 3 2 — 4«f — 2 
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CAPfTULO 9 Sistemas de ecuaciones y desiguaJdades 




PROYECTO PARA UN 
DESCUBRUVUENIO 


Imageries mediante computadora I 

El algebra de matrices es b hermmienla fundamental que se usu cn la computadoru 
para man [pul ar imageries en la pantalla. Vemos cdmo la multi plicae ton de matrices 
sc puede usur para “mover' 1 un panto en el piano hasta un iugar determmado. A1 
combiner dichos movimtentos podemos esiir&r. eornprimir. girar v hacerotro tipo 
de transformaciones en una figura, coma vemos en las imageries que siguen. 



imager 


Cninprimida 


Girada 



Alaigumknto 


Puntos que se desptazan en el piano 

Represent emos el punto {*, v) en el piano mediante la matrix 2X1: 


(x. y) 


l y 


Por ejemplo, el punto (3 > 2) en la figura se representa con la nratriz 


P = 


- — i 


0 . 


0 , 2 ) 


i i 1 


x 


Al multiplkar por una malm 2 x 2 el pu nto se mueve en el piano. Por ejemplo, si 

1 0 

0 -1 


T- 


entonces al multi .plicar P por T tenemos 


TP = 


1 0 

3 


3 

o ~i. 

.2. 


.—2, 


- 4 - 4 - 


0 . 


■ 4-4 


* 


(3,-21 


Vemos que el punto (3.2) se desplazo al punto (3, 2). En general, la multiplication 

por esta matri/ T refleja puntos en el eje _r. Si eada uno de los puntos de una 
imagen se mulriplica por esta math/., entonces la imaged completa Gambia bms- 
■camente de arriba hacla abajo con re spec to al eje x. La multi plicae ion matridal 
"transforma" un punto en otro punto nuevo en el piano. Por esta razdn, una ma- 
in/ usada tie esta inunera se llama transformation. 

En la tab] a I sq propore ion un algunas transform actones y sus e t ec [os en el 
cuadrado gris en el printer cuadrante, 
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labia 1 

Transformacion matricia! 


Efeuto 


I 0 
0 -I 

Reflext6n en e] cjiejr 


T = 


<; 0 
0 I 


T = 


I c 

0 I 


Cunanic o alargarnicriio 
scigudu cn la dircccidn x 


y* 


Expansion, o bien, coniriiccidn 
en Ll dircccion del eje x 


M . 

0l i * 


0 




1 ■* 


y* 

1 


i 


V + 

1 




Figure 1 


Imageries que se desplazan en el piano 

Los dihujos sencillos de line a como la casita de la Jigura 1 constsien en una colee- 
cidn de vertices que se unen mediante segmentos de recta. La imagen complete 
de la Jigura i se puede repnesertim- en una computadora mediante la matrix de 
datos 2x|| 


D - 


2 

0 


0 

0 


0 2 
3 5 


4 

3 


4 

0 


3 

0 


3 

9 


2 

2 


2 

0 


3 

0 


Las columnas de D representan las vertices de la irnagen, Para dihnjar la casa 
unimos las puntos sucesivos (columnas) de D mediante segmentos de recta, 
Lnego podemus transfomw la casa entera se multiplicamos D por unu main/ 
adecuada de transformacidn, Por ejemplo, si aplicamos la Iran sformae ion dc 


cortante T 


1 0.5 | 

o i y 

_ r i o.; 
.0 L 


obtenemos la siguiente matrix 


0,5 

'2 0 

0 2 

4 

4 

3 

3 

2 

2 

3’ 

L J 

.0 0 

3 5 

3 

0 

0 

2 

2 

0 

o. 

0 1 

.5 4,5 

5.5 

4 

3 

4 

3 

2 

3" 


0 

3 5 

3 

0 

0 

2 

2 

0 

0. 
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b) Del ermine 7^ L . 

e) tQui efecto bene T 1 en d cuadrado gns? 

d) (i Que sucede en el cuadrado si primern aplivamus fy luego T '7 


4. a) Sea T = 


b) Sea S 


3 0 

0 1 

I 0 

0 2 


. ( ,Qiui efecto tiene 7' en et cuadrado gris de la labia 1 7 


, I'.Qijt: dee to tiene S end cuadrado gris de 3 a labia 1 1 


c) Aplique S a los vertices del cuadrado y luego aplique Fal re suit ado, 
i.Cudl es el efecto de ta transformation combi nada? 

d) Determine la matrix producto W — 75. 

el Aplique la transformation Ual cuadrado. Compare con el re suit ado final 
del ineho cl, ,,Que observa? 


5. l a tig nra muestra ires version es de la Icira F. La segunde sc ubtiene de la pri- 
mer a encogiendolu horizontal memo por un factor de 0.75, y la teroera es el 
resultadn de estirar 3 a primera, es decir. up dearie horirttfliilmciHc un cun an- 
te, en un factor de 0.25, 

a) Determine una matrix de dates D para la prim era letra F. 

b) Kneuentre la matrix de iransformacidn 7" que comieite la primeru F en 
la segunda. Caleule TD y verifique que es una matriz de datos para la 
scgumla F. 

cl Caleule la matriz de transformation S que convierte la primera F en la ter 
cera. Caleule tumble n SD y comproebe que es tma matriz de dates 
para la tercera F 





&, He aquf una matriz de dales para un dibujo de lines. 


0 12 10 0 
0 0 2 4 4 0. 


a) Dibuje la imagen que represent a D. 


b} 

c) 


Sea 7’ = 


. Caleule el producto matneial TD y dibuje la imagen 


1 1 
0 -I 

que representa este producto. i.Cual es e3 efecto de la transformation 77 
Exprese T como un producto de matriz de cortaiue y una matriz de 
reltexida (V&ise d problcmu 2J 
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Criterio de inverstbtlidad 


Si A es una matri/ niadrada , entonces A iienc una inversa si v solo si den A ) 0. 


No demostraremos este hecho > peroa partir de la fdrmula de la inversa de una ma- 
triz 2X2 (pdgina 704) usted puede observer por qut! es verdadcro eci e] caso de 2 X 2, 


Ejemplo 4 Uso del determ inente para mostrar 
que una matriz no es invertible 

Demuestre que la matriz A no tiene inversa. 


A = 


12 0 4” 
0 0 0 3 
5 6 2 6 
2 4 0 9 


Sol union Empezamos por cal cu tar el determinants de A. Puesto que todos me* 
nos UiXj de los dementos de segundo renglfin son cero, expand imos el determinants 
a partir del set undo rengldn, Si asf lo haeemos, de acuerdocon la siguiente eeuacidn 
vemos que sdlo el cofaelor A 2A tendr4 que ser calc lU ado r 


det(A) = 


12 0 4 
0 0 0 3 
5 6 2 6 
2 4 0 9 


- “0*A 23 + 0-A n - 0 *j4 b + > k A 24 = 3A 24 

1 2 0 

-35 6 2 EnpafUiHr esta^ p^rtlr^s la cdiumns 3 

2 4 0 

1 2 


= 3(-2) 


2 4 


= 3(— 2>(l -4 - 2*2) = 0 


Como el determinante de A es cero, A no puede tener una inversa, de acuerdo con el 
criterio de la i nversibi I id ud . ■ 


Transformaciones de renglones y columns® 

HI ejcmplo anterior itiuestra que si expandimos un determinant? con respeeto a un 
rengldn o una columns que contiene machos ceros, el trabajo se reduce en forma no- 
table porque no tenemos que evaJuar los cofactores de los elementos que son cero. 
Con frecuencia, el principio siguiente simpliflca el proceso de cafcular un determi- 
nant? mediante la introduccidin de ceros sin eambiar su valor. 
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Para diminar 3a variable y, multiplicamos la printers ecuacidn por d y la segunda 
por b , y restamos. 

adx + bdy = rd 
bcx + bdy - bs 
adx - bcx = rd — bs 

Al faclorizar el primer miembro, obtenemos {ad — = rd — bs. Si suponemos que 

ad — be ^ 0. ya podemos eneontraf el valor de x\ 

rd — bs 
ad — be 

De igual manera, determinamos que 

flj — cr 
ad — be 

El numerador y el denommador de las fracciones de x y de y sou determinants de 
matrices 2x2. Entonces podemos e x pres ar la solucidn del si&fema usando determi- 
names como sigue. 


Regis de Cramer para sistemas con dos variables 


El se sterna lineal 


tiene como soludftn 


{ ax + by — 
cx + dy = 


b 


a 


d 


c 


a b 

y “ 

a 

b 

c d 


€ 

d 


siempre que 


c 


b 

d 


*- 0. 


Si usamos 3a notation 


D-\‘ b \ 
Lc d J 

_ \ r b 

d. 

D,= 

a r 

c s u 

Wfltrtz de 

place te 


15 esm place \s 

COflficIfflltSB 

prirrera efltomna 


segundfi columrifi 


de D por ry s. 


de D por ry &, 


podemos escribir k solution de l si sterna como 


10,1 

10,1 

' lo| 

y y= |0( 
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CAPfTULO 9 Srstemas de ecuaciones y desigualdades 



Emmy Noether £. l!-(82-l935i fue 
uno dc los matemiticoK mis desta- 
csuJos tic los inicios de] sigio xx. 
Su Erabajo innovfldor cr algebra 
abstract proportions grar parte 
de los Limicnlos dc este eampo, y 
s-u Lmbajo cn la icon a invarianie 
file cscncial en 9 a formuiacibn de la 
icon a general dc la rclalividad de 
Einstein, Aunqae a tas mujercs no 
sc les perm Lila csLudiar cn las uni- 
vcrsidadcs alcmanas en esa £poca, 
el la tomb curios como oyenie y 
con timid basta que rectbtrt un doe- 
la rado summa cum faude en Er- 
langen. a pesar de la opcwicibn 
del Conscjo Acad^mico, c] eoal de- 
claim que las m Liiercs ustudi antes 
"dcsmanickirfiut ctxJts el orden aca- 
d&mccT Pwleriormente fue riuies- 
ira de nmtemiticas cn Gdllingen, 
Moscu y Frankfurt En 1931 aban- 
donb Alemania para eseapar dc la 
perseeucidn de los nazis. y accplb 
Irubapr cn el Bryn Mawr College 
en los suburbios. de FiladelfiaL. Fue 
maesiTj alii y c n c! Institute for Ad- 
vanced Study de Princeton, Nuevu 
Jersey, hasia su temprana tmierte 
en 1935, 


Ejemplo 6 Uso de la regia de Cramer para resalver 
un sistema con dos variables 

Aplique la regia de Cramer para resolver el sistema 



Zr + by * - 1 
x +■ 8y = 2 


Solucitm En el caso de esie sistema te nemos 


I D 
I D, 
! D, 

La solucidn es 


1 2 6 1 

|l al 

-1 6 
2 8 

2 -i 

l 2 


2*8 - 6- 1 — 10 


= (-1)8 - 6-2 = -20 
= 2*2- {-1)1 = 5 


x — 


y = 


I Ox I 

to| 

1 0,1 

\D\ 



10 2 


La regia de Cramer se puede generalizar para que se aplique a ctialquier ?d sterna 
de n ecuaciones Imeales con n variables en el cual el detemiinanfe de la malnz de C De- 
ficient es no escero, Como ya vimos en la seccidn anterior, cualqutera de tales sistemas 
se puede escribir en la forma matricial como 


(*11 a l2 ' a l* 




r bi' 

a n a n ■■■ (Jin 


. . >+ 

— 


a ■ J J 

Lfl„t <2*2 *“ 


* 

- ^ n - 


1 


Por analogic con la deduce itin de la regia de Cramer en el caso de dos ecuaciones con 
dos incognitas, sea D la matrix de coelicientes de este sistema T y D x , la matriz obte- 
nida al reemplazar la j-£sima columna de D por las ntimeros b x > b 2 , , , . . b n que aparece 
a la derecha del signo de igual. Emonees la regia siguiente proporciona la solucitin 
del sistenia. 


Regia de Cramer 


Si uti sistema de tt ecuaciones Imeales con n variables j ]t , , .r n equivale 
j la ceuactdn matricial DX = if. y si |D| / 0, emonees sus sol uri ones son 

_ _ iD„| ID,.! 

*' |D|’ H |0|* •**■ *’ | D | 

donde D n es la matriz obtenida al reemplazar la /-&ima columna de D por la 
matrix & n X I. 
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SECCI6N 9.7 Delerm5nante5 y Ha regia de Cramer 


9,7 


icios 




1-8 ■ Determine el de term inane dc la matriz. si cxisic, 27, Sea 


1 . 


2 0 
.0 3 


3. 



2 . 

4, 


0 -I 

,2 0 . 

-2 I 
3 -2 


S. [2 5] 





5 = 



3 

-3 

0 



u.| Evalijc dcttfi) por expansion del scpntk rengldn. 
b) Eneuentic deU/f t por expan siftn dc la lercera column a. 
e) ^Coneueidiui sms rcsulladtrs de] inciso a| y del inciso b)? 

28. Coosicterc el sistemu 


9-14 ■ Ev aide el me nor y e] cofaetor medianie la matriz A. 


9. M||,j4|| 
12 . M(),An 


A 


\ o r 

-3 5 2 
0 0 4. 


1ft. 


11. 3^12.^12 

13. 

Mjy A 2 J 

14. 


15-22 ■ Bneuemre d detemninante de la matriz. Investigate si la 
math}; tiene inversa. pero no la cakule. 


15. 

"2 

0 

1 

-2 

o' 

4 

16, 

0 

2 

-1 

6 

o' 

4 


.0 

1 

—3, 


.1 

0 

3. 


17. 


1 3 

2 0 
0 2 




18. 




l * 

i 


0 

1 



"30 

0 

20 


1 

2 

5’ 

19. 

0 

- 10 

-20 

M 

-2 

-3 

2 


.40 

0 

10, 


. 3 

5 

3j 


21 . 


13 3 0 
0 2 0 1 
-10 0 2 
16 4 1 


22 . 


“ 1 2 0 2 
3-404 
0 16 0 

_ ! 0 2 0 


23-26 • E value d delenninanlc por medio dc opcraeioncs cn 
[O'y ren clones o cn las columnar siempre quc sea posiblc para 
riuipiilicard rrabajo. 


23. 


0 

0 

4 

6 


—2 

3 

-1 

7 

2 

1 

1 

3 

24. 

4 

6 

-2 

3 

2 

1 

2 

3 

7 

7 

0 

5 

3 

0 

J 

7 


3 

-12 

4 

0 


25. 


1 

0 


2 

2 


0 0 


4 
6 
6 

0 0 0 4 
0 0 0 0 


3 

4 
3 


5 

8 

9 

8 

5 


26 . 


■I 

2 

■2 

l 


6 4 
—2 5 
10 8 

1 4 


{ x + 2y + 6z = 5 
-3? - tiy + 5: - 8 
2x + 6y + 9z = 7 


a I VeriJiquc quc J = - 1, y = 0. z = I cs una ana solueldn 
del sL&teiru. 

h> Halle el determlninte de la matrix de cotfieienies, 
cj Sin resolver el sisiema determine si bay otras solucinoes. 
d> ^Sc puedc util tzar la regia dc Cramer para resolver este 
sistema? ^Por qu£ si o por que no? 


29-44 ■ Aplique la regia de Cramer para resolver tin stslema. 


29. \ 2 * / 

31 . {/ “ ? = 

( 3x -I- 2y = 


- -9 
= 8 


3ft. 


32. 


„ f 0.4r + L2y = 0.4 _ f 

lt.2* + 1.6* - 3.2 M ' { 


6.v + 32y = 33 
4x + 7y = 20 

jx + y = i 

1 Ox - I7y = 21 
20r - 3h - 39 


35- 


37. 


x - >■ + 2; = 0 
3 x + : = 11 
-x + 2y = 0 

r 2 j , + 3 xj — 5 ij — I 


x, 


-*2 " 
Zr 2 + 


J 3 “ ^ 
Jf * = 8 


i* = 


39. i - 


■ 

id 

1 1 

10 

9 

5 


36. 


38. 


' S jc - Jy + : 

4y — 6: 
,7x + lOy 


6 
22 
- - S3 


40. < 


-2a + c= 2 

« + 2b — c = 9 

3 a + 5 £ +■ 2 c = 22 

2 .t - y - 5 
5.v 4- 3z = 19 

4y + 7z = 17 


41 , 


l 4je + 7y 


3y + 5: = 4 
- z = 10 
= 0 


r 2x - 5y =4 
42. { x + y — ?=8 
Xv + 5z ^ 0 
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b) Calculc cl Area deb [nangulu rqjo mcdianlc la diferen- 
Cia dc ire as dc I os Ires [ri ting u Los jz ides y el area dd 
rectanguki. 

c) Media rue csla respuesta dd incise b) mucslrc que d 
ires dd in Angulo rojo e$[A dada poc 



(VTL Puntos collnealss y determinants 

a) Si ires puntos quedan sobre una recta. (r i ui! es cl area 
del "sriAngulo” que definen? Uliliee la respuesta a es-ta 
ptegunta junto con la formula del detenminante que da 
el area de un EiiAngulo para explicar por qu£ los punlos 
(a,, ^i), (tfj. bi) y (crj.i.0 son colineaktf si y sdlo si 


flj 


! 

a i 

h 

1 

flj 

&3 

1 


b> Ultlicc un delcrminanle para venfiear si cada conjunto 
de puntos cs colineal. Graffquelos. para CQTnpmbar su 
respuesla. 

i) (—6, 4), (2, 10). (6, S3) 

ii) (“5. 10), (2,6), (IS, -2) 


61. Ecu scion de una recta en forma da determinant# 


a) Medianie d resultado del ejercicio 60a) nuiestre que la 
ecuadrin de la recta que contiene Son puntos y 

(Jt 2 ,y ; )es 


* y i 
*i yi i 
x 2 y l i 


= 0 


b) Util ice e! resuliado del indsn a) para encontrar una 
ecuacidn para la recta que contiene los puntos (20, 50) 
y (-10, 25). 

62. Matrices con determinant# cero Utilice la deli ni cion 
de determinant y las operaciones elementales con renglo- 
nes y col u tunas para esplicar pot qw£ el determinante de las 
matrices de los- lipos siguientes esO. 

a) Una niairiz eon un rengldn o una columns que consist 
totalmeme en ceros. 

b) Una matriz con dot; reng lories iguaks o do* columnar 
tguates 

c) Una matriz en la cuai un rengldr es multiple de otro 
rcngltin, o bicn, una columna cs un multiple dc 

otna columna. 

f*X Resoluc)6n de si stem ns Unealet Suponga que dene 
que resolver un sistema lineal con cinco eeuac tones y cinco 
variables, sin la ayuda de calculadora ni computadora. ^Quc 
met lkJo preferiria: la regia dc Cramer o la climinacidn de 
Gauss? Escriba una breve e\ plication acerca de las razones 
que sustentan su respuesta. 


9.8 


Fracctones parciales 


Pnni escribir una suma o diferencia de expresiones fraud onartas como una sola frnc- 
cion, se bu.se a un denominador cornu n, Por ejemplo, 

I | (2jt 4- 1) 4- (x- l) _ 3 jc 

-v — I 2jt + 1 (jt - 1 )(2j + 1) 2x 2 — x — l 


Com kin denominador 

1.1 3x 


x — t 2 x + 1 2.r 2 — x — J 



Fraud ones parciales 


Pero para el caso de algiinas aplicaciones del algebra al cllculo, es necesario revisar 
este process, es decir, se debe expresar una fraecion eomo 3t/(2jr - x - I ) como 
la suma de fracciones mh sencillas l/(j - I ) y l/(£jt + 1 ). Estas fracciones mis 
sencillas se Hainan fracciones pare iaies. En esta section se esfudia la manera de 
determ in arias. 


Wale rial proicgido por dorechos de autor 
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Ejemplo 2 Factores lineales repetidos 

jt 1 + i 

Determine la decomposition en fracciones parciales de — r. 

x[x ~ 1 y 

Solution Como el factor x - I se repite tres veces en el denominador, la des- 
composicitin en fracciones parciales dene la forma 

x 5 + 1 _ A B C D 

x(x ~ 1) J x je — ] (x — l) 2 (x — l) 3 

Al multiplier ambus miembrcs por el comun denominador, *(x - l) 3 , tenemos 

x 3 + I = A{x ~ 1 f + Bx(x ~ 1 ) 2 + Cx{ x ~ 1) + Dx 


- A(x J - 3* 2 + 3 jt - l) + B( x 3 - lx 2 + x) + C(x 1 - x) + Dx 
= (A + B)x* + (-3A “ 2B + C)x 2 + (3A + B - C + D)x - A 


Al igualar Ids codicientes, $$ obtiencn Las ecuationes 


r A + B = 0 

-14 -1 B + C =1 

M+ B - C + D = 0 

l -A m l 


Caerfltierttes ds jr 5 
Coeflctetti*!* dc 
Coeficieirtee de x 
Coffficierkss cort&ftsfltae 


Pts^rratlo 
Sepaw Sfin 

fito lsnnfnD& 
eemejantes 


Si se reacomodan estas ecuaciones poniendo la ultima en primer lugar, podemos 
ver con facilidad. usando la sustitucibn. que la solution al sistema es A = - 1 , B = 1 , 
C = Q t D — 2, y, entonces, la decomposition en fractiones parciales es 

x 3 + 1 - 1 I 2 

x(x ■***■ 1 ) J x x - I {x -* 1) J 


Case 3: El dertommador tiene factores cuadraticos 
irreducibles, ntnguno de Ids cuales se re pit e 


Suponga que la factorization de Q(x) contiene el factor cuadrdtico 
ilx 2 + hx + c, el cuai ya no se puetfe faetorizar mas, Ententes, en corres- 
pondencia con lo anterior, h decomposition en fractiones parciales de 
Pix)/Q(x) lendra un (emit no de la forma 

Ax + B 

ax 1 4 - bx + c 


Ejemplo 3 Factores cuadraticos dist infos 

nr trt 

2x 2 — x 4" 4 

Determine la descomposicidn en fracciones parciales de — ■ 3 ^ 

Solucion Como x 3 + 4x — jc(x 2 + 4) t la eual no se puede factorizar mis, escri- 
btmoB 

2x 2 - x + 4 Bx + C 

x J + 4 j x x 3 + 4 


Material Droteaido Dor d orach os do autor 
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A I multiplkar porj^-* 2 + 4), se obtiene 

ii 2 - * + 4 = A(x* + 4) + (&t +■ C). r 
= (A + B)x 3 + Cx + 4/1 

Luego de igualar los coeficientes Eenemos 9as ecu adores 

{ A + B = 2 CcsflCLFitttfB dff x 2 
C ~ “J Coeflfiient«3 dc x 

4A “ 4 Coefic';ente& constante® 

y entonces A — 1 k B — 1 y C = - LLa descomposicidn en fracciones pare i ales es 

lx 1 - x + 4 \_ j - I 

t i 4 4x ~ X x 1 4 4 


Caso 4 : £! denominacior tiene tin factor 
cuadratico irreducible repetido 


Suponga que la factorizacidn complete de Qi v) eonliene a! luetur 

(d.r 2 + bx + c)* P donde ax 1 + bx 4 c ya no se puede facto rizar mis. Hnton- 

ees la JcscompoMcidn era trace ion es panel tiles de Pix)/Q(x) tendril los [ermines 

A\X + AjX + _ A k x + 

«r a 4 bx + e (tor + bx 4 e) 3 (nr 2 + bx + c) 4 


Ejemplo 4 Facto res cuad rati cos rep el id os 

Escriba la forma de la descomposicidn en fracciones pareiales de 

- 3x 2 + \2x - 1 
* 3 (* 2 + x 4 l)(jr 3 + if 


Sofucion 

- 3jt* 4 \ 2x ~ 1 
x*{x 2 + x + IJfjc 3 4 2) J 

A B C Dx + E Fx + G Hx 4 1 Jx A K 

~ X + * 2 + ^ + *= + x + I + * J + 2 + (* 5 + 2) 2 + (* ! + 2 ) ] ■ 

Para determinar los valores de A, B, C, D, E t F, G, H „ /, J y K del ejemplo 4, se ten- 
dm que resolver un si sterna de 1 1 ecuaciones lineales. Es posible tiacerlo, ;pero se 
requerida ana gran cantidad de irabajo! 

Las uknicas que yaexplkamos en esta seccidn se aplkan s6lo a funciones racio- 
nales P(x}fQ(x) en las cuales el grado de P es me nor que el grade de Q. Si no es el caso, 
enforces es necesario usar ptimero la divisidn larga para dividtr (J entre P. 


/ 


Material dm 


QIC 


ac 
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x 4 + x J + x 2 - x + I „ 2x 2 — x + 8 
’ V+O* ' (jr J + 4) 2 

- 2 jt* + g>+j + 5 
x 3 -2* 3 + *-2 
j- - 3.V 1 + 3 a~ - 4v 7 + 4\ + 12 

U - 2JV 1 + 2) 

Determine A y S en tfrminqs de a y b: 

cm + h _ A 8 

X* - I “ JT- 1 + j+ 1 

44. Determine A , B, Cy Dcti tannines dc a y b\ 

ax\+bx 2 ^ Ax + B + Cx+_ D 
{x 1 + l) 2 ^ x 1 + L + (j? z + I)* 

Descubrimiento * Debate 

45, klentrficacion de las descomposicicmes de fraentones 
pa reifies Para cada expression, -determine si y a es una 


descomposiddn cn fracciorcs parciaJes u si se puede des- 
eomponer mis. 


!) 7T 


Jf I 

+ 


I X + 1 


x 4 J (jf + I ) ! 


b) 

d) 


{A + 1) 3 
Jf + 2 

(* 3 + l) 3 


4(i Ensemble y desertsambie de fracdones parciales La 
express siguiente es una de scomposicitin en fracciones 
parciaks: 

2 1 i 

x - 1 (j - 1 ) 3 + x + I 

Udlcfi un eomun denomioador para combioar los ifrmitios 
dc una truce ion . Luego aplique las tunicas de esta seccidn 
para detenninar su descomposicifin en fraeciortes parciaks, 
t,Obtuvo de mievo la expresibn original? 


Sistemas de desigualdades 




a) y a jf 1 

Figura 2 


En esta seccidn esiudiamos los sistemas de desigualdades con dos variables desde el 
pun to de vista grafieo. 

Grafica de una desigualdad 

Iniciamos const derail do la gr&fica de una desigualdad sendlla, Ya sabemos que la 
grdfica de y = x 2 , por ejemplo, es la pardbofo de la figura I . Si reemplaz&mos el sig- 
no igual por el sfmbolo a, obte nemos la desigualdad 

y £ X 2 

Su grafica cons isle no solo en la parabola de la figura 1, sino tambi^n en todos los 
puntos cuya eoordenada y es mayor que x 2 , La solucidn esti en la figura 2a) mediante 
los puntos sombneados por aniba de la parfbola. 

De manera similar, la grifica de y ^ x 1 de la figura 2b) consta de todos los pumos 
sobre y par abaft de la pardbola. No obstante, las grdfkas de y > jr 2 y y < jr 2 no 
incluyen los puntos en la parabola en sf h como se indica mediante las curvas discon- 
dnuas de las figures 2c) y 2d). 





'i 


1 




•4 1 h- 


c) y > x 1 



d) y < x 2 
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CAPlTULG 9 Si sterna s de ecua clones y desigualdades 


En general, la grafica de una design jldad consiste en una region en el piano cuya 
frontera es la griSfica de la ecuacidn obienida al reetnplazar el signo de desigualdad 
(£, ^, > o <) cor un signo igual. Para determinarcuai lado de la grafica proporcio- 
na el conjunto solucitin de la desiguuidad, sdloes necesario verificar unos puntos de 

prueba, 


Graficacion de desigualdades 


Para graficar ana desiguaidad se efectiian los pasos siguiemes. 

1, Ecuador* de La grafica. Se grafica la ecuaridn que corresponds a la desi- 
gualdad Se utilize una curva discontinua para > o <, y una curva continua 
para ^ o 

2, Puntos de prueba. Pruebe un pun to en cada region formatla por la griiti- 
L'a en el paso 1. si e! punto satisfaeu la de signal dad, entrances COilras Ins puntos 
de esa region cumpkn con lit desigualdad. En ese caso, se sombre j la region 
para indicar que es parte de la grade a, Si el punto de prueba no dimple con !a 
desigualdad, entrances la regidn no es parte de la grafica. 


>* 

J. 



Figura 3 


EjempLo 1 Graficas de desigualdades 

Grafique cada una de las desigualdades 

a) j 5 4- y 1 < 25 b) x + 2y ^ 5 

Solution 

a) La grafica de x 1 + y 2 = 25 es una circunferencia de radio 5 con centro en el 
origen, Los puntos de la circunferencia no cumpkn con b desiguuldud porque 
es de La forma < b de modo que graficanios la circunferencia con una curva dis- 
continua como se muestra en la figura 3. 

Para determinar si el interior o el exterior de la circunferencia cumple con 
la desigualdad. utilizamos los puntos de prueba (0, 0) en el interior y (6, 0) en 
e! exterior. Para hacerlo, susrituimos las coordenadas de cada punto en la desi- 
gualdad y verificamos si el resultado satisface la desigualdad. (Observe que 
cualquier punto fuera o adentro de h circunferencia puede servir como punto 
de prueba. Hemos escogido estos puntos por facilidad,) 


Punto dp prueba 

j 1 + y < 25 

Conclusidn 

(0.0) 

(6.0) 

0 2 + = 0 < 25 

6 1 •+ O 3 — 36 < 25 

Parte de la grafica 
No es pane de la grafica 


For consiguiente. la grafica de x 1 + y 1 < 25 es el conjunto de todos los puntos 
denim dc la circunferencia (v^ase la figura 3). 
b) La griiica de x + 2y = 5 es la recta ilustrada en la figura 4. U samos los puntos 
de prueba (0, 0)y (5, 5) en los I ados opuestos de la recta, 


Punto de prueba 

x +2y ^5 

Conclusion 

(0,0) 
(5, 5) 

0 + 2(0) = 0 5 

5 + 2(5) = 15 s 5 

No es parte de la grafica 
Pane de la grdfica 


Material prolegidc por derechos do autor 
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La verificacibn serial a que 3 os puntos arrtba de 3a recta satis keen la desiguatdad. 

Qtra posibilidad es e-Kpnesar 3 a desigualdad como cuando tenemos pcndiente y 
ordenada en el origen, y grade aria direetamente: 

r + 2 v > 5 

2 y -Jt + 5 

y a -j* + | 

De acuerdo con esta fonna vemos que la grdfiea incluye todos los puntos cuya 
cuordenada y son may ores que los que se encuentriin en la recta y — — jjr 4- es 
decir, ia grdfica consiste en los. pantos de esta recta o arrtba de elht, como se ilustra 
en La figura 4, a 


Sistemas da desigualdades 

Ahora considercmos los sisienuis de desigualdades. La solution de ta! sistema es el 
COtljimtO de todos los pun los en el piano eoordenado qne c ampler! loda desjgualdad 
del sistema. 



a) 


Ejemplo 2 Un sistema de dos desigualdades 

Graft que k solucibti del sistema de desigualdades. 

jr 2 + .y 2 < 25 
x + 2y a 5 

Soiucion Son las dos desigualdades del ejempfo I . En este ejemplo queremos gra- 
ficar s61o los puntos que satisfacen en fonna simultinea ambus desigualdades. La 
solution consiste en la intcrseccibn de las gidlicas del ejemplo 1. En la figura 5a) 
mostramos las dos regiones en el mismo piano coordenado. pero con diferentes 
colores, y en la figura 5b) mostramos la interseccibn. 

VERTICES Los puntos (—3, 4) y (5, 0) de k figura 5b) son los vertices del conjunto 
solution. Se determinan resol viendo el sistema de ecKactones 

x 2 + y 2 “ 25 
j + 2y « 5 




b) 


Figura S 

|jc j + y 2 < 25 
\x +2 y ^5 


Resoivemos esi c sistema de ecuaeiones mediame sustitucidn. Al despejar x de la 
segunda ecuacibn tenemos x = 5 — 2y, y al sustituir lo anterior en la primera ecna- 
cidn tenemos 


(5 - 2yf + y 1 = 25 
(25 - 20y + 4y 2 ) + y 1 = 25 
—20y + 5y‘ = 0 
-5y(4 - y) = 0 


Sustitiiddn de * = 5 - 2y 
Peesrndlo 
Simplffleaclbn 
Facton'zscitSn 


Por lo lanto, y = 0 o y — 4. Cuando v = 0, tenemos que x =• 5 — 2(0) - 5, y cuando 
y — 4 1 tenemos t = 5 - 2(4) = -3. Entonces, los puntos de interseccibn de estas 
curvas son (5, 0) y ( ~3. 4). 

Observe que, en este caso, los vertices no forman parte del conjunto solucidn, 
ya que no cumplen con la desigualdad x 2 4 y 2 < '25, por lo que se gralican como 
cfrculos abiertos en la figura. Simplemente muestran dbnde quedan las "esquinas'' 
del conjunto soiucion. • 


]-■ 


ma 
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8 
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Figure 7 


Ejemplo 4 Un sistema de desigualdades lineales 

Graltquc el crunjunto solution del .sis [emu. 

{ X + 2y £ 8 
-JT + 2>' s 4 
3* - 2y ^ S 


Solution En necesario gralkar las rectas que corresponden a estas desigualda* 
des y luego sombrcar las regiones adecradas, como en el ejemplo 3, Usamas una 
calculation para graft car, de mode que primer) tenemos que tislar a y en el lado 
izquierdo de cada desigualdad. 

fys-b + 4 

( y < \x + 2 
l v a |jr - 4 


A I apliear la caracteristica de sembreado de la calculation obienemox la grafica de 
la figura 7, HI conjumo soluti on es la regidn triangular que cst£ somtoeada con las 
ires patrones. Luego usamos trace o el comando Intersect para determinar 


los vertices de la region, El conjunto sol uc ion se grafica en la figura 8. 



Cuando una regidn del piano se puede abaicar por un circulo suficientemente 
grande, se dice que estd acotada, y si no es asf se Ee llama no acotada. Por ejemplo, 
las regiones graft cad as en las figures 3, 5b), 6b) y 8 son acotidas, en tanto que las 
de las figures 2 y 4 son no acotadas. Una region no acotada no puede ser "encerrada'\ 
ya que se extiende basia el infinito por lo menos en una direccitfn, 

Aplfcacion: regiones factibles 

En muchos problemas aplicados hay rtstricciones en las variables. Por ejemplo, el 
gerente de una fibriea tiene s6lo una caniidad de trabajadores que pueden ser asignados 
a ejecuianareas en el piso de la fdbrica. Un granjeno que esti pensandoqu£ eultivos sem- 
brar tiene s61o una cierta cantidad de tierra que puede trabajar. Por lo regular, dtehas 
resUricciones o limitations* se pueden expresar como sistemas de desigualdades. 
Cuando se trabaja con desigualdades aplicadas, por lo general se llama at conjunto 
solution de un sistema regidn factiblt porque los puntos del conjunlo solution repre- 
senian valores factibles o posibles de las eantidades que est&n siendo estudiadas. 


Ejemplo 5 


Restriccion de sustancias eon lamina rites 


Una fabrics produce dos plaguitidas A y B para uso en la agriculture Por cada barril 
de A, la fabrics emite 0,25 kg de monoxide de carbono (CO) y 0.60 kg de didxido de 
azufre (SOj). En cuanto a B, por cada barril produeido la fSbrica emite 0.50 kg de CO 
y 0,20 kg de S0 2r l^ts leyes contra la contamination restringen la emanation de CO de 
la fdbrica a un maximo de 75 kg y S0 2 a un maxinio de 90 kg por dia. 

a) Piantoe un sistema de desigualdades que describa la caniidad de barriles de cada 
plaguicida que la f&brica puede product r y cumpltr con las leyes contra la 
contamination. Grafique la region faetible. 

bl j^Seria legal que la fibrica produjera lOO bairiles de A y 80 barrites de B por dia? 

c) <\Seiia legal que la fibrica produjera 60 barriles de A y 160 barriles de B por 
dfa? 


fotegido pot dsrochos o c autoi 
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CAPlTULQ 9 Sistemas de ecuaciones y desigunldades 


Descubrimiento * Debate 

4^. Ragiones sombreads* no daseadas Para graficar La 
sol uc ion de un m sterna dc dcsiguaidaekii hemos sombrcadu 
La soluci 6n dc cada dcsiguatdad dc un color dislinto. La 
.solucidn del solemn cs La region donde todus las partes 
sombreadas sc sobreponen. He aquj un m^lodo distinto: 
por cada dcsigualdacl. sombrec la reg Lon quo no satisfacc a 


la desjgualdad. Explique por qud la parte del piano que se 
quedrt sin sombrear cs La wlucidn del sistema, Resue tva el 
sistema sigu iente por ambos metodos. L .Cudl preftene? 

I jc + 2y > 4 

+ y < 1 

x + 3y < 9 
x < 3 



Repaso 


Revision de concept os 


L Supongaqut se te pide resolver un si sterna de dm ecuackh 
nes. no neeesariuiticntc linealcs, con dos variables. Explique 
ctfmo resolverfa el sistema: 
a,l por d mftodo de sustituetdo 
l>> por d nnStodo de diminacidn 
c) por el nietodo gratieo 

2, Suponga que se le pidc resolver un sistema de dm ecuacio- 
nes Hneales con dos variables. 

a) ^Preferirfa aplicar el mdodo de susdiucion o el rneiodo 

de eliminacidn? 

b) ^Cufatas soluriones son posLbles? Dibuje un diagrama 
para ilustrar las posibilidades. 

A. £Qu£ operaciones se pueden efeetuar en un sistema lineal 
que den eomo rcsullado un sistema equivalent? 

4, Explique edmo funciona la elmdnactdn de Gauss. Su expN- 
caeidn debe incluir un ttnAlisi& de los pasos que se siguen 
para obtener un sistema de forma triangular y efectuar la 
suslilucidn. 

5. £Qu£ queremos dar a cnicnder cu&ndo decimos que A es tma 
matrix de dimension m X rtl 

6. ^.Cuil es la mairiz aumcniada de un sistema? Describa el 
papel de lasupcradun.cs clementales con los reng Lorres, la 
forma esealonada, la sustiruciOn y las variables princi pales 
cuando se resuelve un sistema en forma de matriz. 

7, a) ^Qne si gnibca sistema inconsistente? 
b) ^.Quc signifies sistema independence? 

S. Suponga que usd la elimination de Gauss para iransformar 
en la forma escalonada la matrix aumentada de un sistema 
lineal. iCdmo sabe que up sistema tiene 

a) exactamente una solucidn? 

b) ninguna solucidn? 

c) una caniidad infinita de solutions s? 


9, ti C6mo sabe que una matrix esti en la forma escalonada 
reducida? 

t®. ^Cudl es la diferencia entre eliminacidn de Gauss y elLmin.a- 
ciOn de Gauss-Jordan? ^.Qud ventujas ofrcce la dimiitacidn 
de Gauss-Jordan . 5 

l L Si A y 8 son matrices con la niisrna dimension y k es un nu- 
mero real, ^edmo calcula A + 8„A - fiyM? 

12, a) ^Quc debe scr cierto de las dimensiuncs dc A y B para 

que el products AB estd definido? 
b> Si el producto AB esii definido, ^edmo lo calcula? 

13. a) es la matriz identidad /„? 

b> Si A es una mairiz cuadrada n X n, ^cudl es la matriz 
inversa? 

c) Escriba una formula para la mvena de una matriz 2X2. 

d) Exp Li que c6mo se puede encontrar la inversa dc una 
matriz 3 x 3. 

14 a) Explique edmo se express un sistema lineal como una 
ccuacidn matricial AX — B1 

b) Si A tiene una inversa, ;?cdrno resoLverfa la eeuacidn 
matrici al AX — B? 

IS. Suponga que A cs una matriz n X n. 

a) ^Cuil es el anenor del element*? 

b) iCuJil es el cofactqr A 9 ? 

e) ^C6mo calcula el determinantt de Al 
d) ^Cdmo sabe que A tiene una inversa? 

1ft. Establczca ha regia dc Cramer para resolver un sistema 
de ecuaciones UdhIh en t^miitios de detenninantes, £,Pre- 
bcrc apLicar la rcgLa dc Cramer o 3a diminacidn de Gauss? 
Explique. 

17, Explique edmo cakular 3a descomposicidn en fracciones 
paiciales dc una expresidn rational, lucluya cn su cxplica- 
cidn un andlisis de cada uno de los cuatro casus que surgen. 

18, (.Cdmo grafica toted una desigualdad con dos variables? 

19, ^Cdmo grafica el conjunto soluddn de un sistema de desi* 
gualdades? 


iter ial proleqido pordereef 
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Ejercicios 


1-4 ■ Se proporcionan dos ecuadones y sus grdficas, Determi- 
ne los puntosde unosKckki de las grdfkas resoiviendo el 
si sterna. 


f2x+3y^7 f3x + y^8 

\ j - 2y * 0 2 ' \y = x 2 - 5x 


16. 

17. 


rVl2x-3V5y = 

1 7 1 37jc + 393ly = 

fx - > 2 = 10 

U = 22 y + 12 


660 

20000 


IS, 


y = 5* + x 
y - x 5 -f 5 



I £-24 * Se proportions una matrix, 

a] Determine (a dimension de la matrix. 

b) i,Estd la main/ cn la forma cscalonada? 

t) ^La matrix csti cn la forma escalonada neducida? 
dl Eseriba cl si sterna de ecuac tones para el owl la main/ tlada 
cs La matrix au men Lada. 


1% 


21 . 


I 1 

0 I 

1 0 

0 I 

0 0 


-5 

2, 

8 0 ^ 
5 -1 
0 0 


23* 


0 1 
I 1 

1 2 


-3 4' 

0 7 

1 2 


2ft, 


22 * 


24, 


1 0 6 

0 1 0, 

1 3 6 2' 

2 10 5 

0 0 3 0 , 

18 6 "4 ^ 

0 1-3 5 

0 0 2 -7 

.11 I 0_ 


5-1 ft • Resin: I va el sisiema de ecuaciones y graft que las re etas. 


5. 

f 3x “ y - S 


fy - 2..v + 6 


l.2x + y - 5 

Ly = -x + 3 


7. 

fix - 7v » 28 
{ y = f j - 4 

8. | 

ii II 

□S' <N" 
1 + 
i H 

s£j 

1 

1 


(2x- y = 1 

1 

f 2x + 5y = 

9 

9. 

< x + 3y = 10 

10, 

-x + 3y - 

1 


[lx + 4> = 15 

1 

II 

l 

14 


1 1 -(4 » Resuelvael si sterna de ecuadones. 



12. 

14, 


i* + y 3 = 8 
y « x + 2 

x 1 + y 2 = 10 
x 1 + 2y 2 - 7y = 0 


15—18 ■ Use uoa calculiadora para gralkar a unn eompiiladora 
para resolver cl sistema eon una aprosimacidn a la ceni£siitia 
mis ccreana. 


“P 


32x + G.43y = 0 

7x - 12v — 341 


25-46 ■ Calcule la soluddn complete del sistema o demuestre 
que el sistema no tiene soJud6n. 


{ x + y + 2z — 6 
2.i + Si ■ 12 

x + 2y + 3r - 9 

{ x - 2y + 3i = 1 
x - 3 v - x = 0 
2x - 6: = 6 


{ x ~ 2 v + 3 1 - 1 
2x - y + x = 3 
2x ~ ly + II: = 2 


t 

28, < 


x + y + z + if — 2 
2x -3 x = 5 

Jt — 2y 4- 4w - 5 


k x y + 2r + 3u.? - 5 


{ x + 2y + 2 1 = 6 
x - y - -1 
2x + y + 3: — 7 

{ x — y 4- 3 = 2 
x + y + 3 j = 6 
2y + 3: = 5 
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CAPlTULO 9 S i ste ma 5 de ecuac io ires y desig u a f dados 


f x - 2y + 3: — —2 
3L | lx - >■ + z = 2 

Ux - ?>■ +11: = -9 


x - y + z — 2 
32. x + y + 3: = 6 
l 3x - y + 5s = 10 

j + y 4- z +■ m ™ 0 

x “ y - 4 : “ a - — 1 

x - 2y + 4xu = "7 

[lx + 2_y + 3: + +t' = —3 


33 . 


34 , i 


+ 3z = —I 

y - Aw = 5 

2y + z + w = 0 

2x + y + 5z — Aw = 4 

= 4 

3 


r j ; - 3 y + i = 

*' l4x - y + 15: = 


^2x — 3> + 4: = 3 
30. 4x - 5y + 9: = 13 
2x + 7:—0 

-x + 4 v + i - 8 

37. { 2x - 6y + i = -9 
x - 6y - 4: = -15 


x+ y — z — w = 2 
x - y + : - w - 0 
2x + 2w = 2 

2x + 4y — 4: — 2w — 6 

{ x - y — 2z + 3k 1 « 0 
y — z + w = 1 
3x - 2y - 7: + lQw = 2 



47. Un hombrc invierte sus ah ottos en do? cuentas. Una da un 
inlcrfri dc b% al ano y La otra proporciona 7%. Tiene el do- 
ttle i overt i do en Ea euenta que da el 7% quc cn la cucma quc 
pro pone k aa 6%, y el rend t mien to amial ea 600 dtil&rts. 

; r C u&nlo tiene invertido en cada euenta? 

48. Una alcantfa conliene 50 tnonedas todas de 5,10 y 25 cen- 
tavos. El valor total de las monedas ea 5.60 delates, y el 
valor de las moredas de 10 centavos es cinco veees el valor 
de las monedas de 5 centavos. ^Cu&nlas monedas de cada 
tipo hay? 

49. Oarissc invierte 60 000 d6lancs en cuentas del mercado 
de valorem en lies buncos distintos. El banco A paga 2% de 
inters atiual. el banco B paga 2.5% y el banco C duel 3%. 
Decide mvenirel dobte en el banco B de 3o que invierte en 
1-os otro? dew banco?. Despu£sde un afio Clarissa gain 1575 
d&ares de interest . ^Cu^nto invirtiO en coda hanco? 


x —:+«?— 2 
2 x + y - 2w = 12 

1 3y + z + iv = 4 
x + y - z =10 


{ x — y + 3: = 2 
2x + y + z — 2 
3* + 4; ^ 4 


fx — y = I 

40. < x + y + 2z = 3 
lx - 3y - It = - 1 


{ x-y+z-w™ 0 
3x - >' - z — w = 2 


42. 


43. 


x - > = 3 
i 2.x + y = 6 
l x - 2 v = 9 

r x - y + : 
i 3x + 2y - t 
k x + 4y - 3z 



50. Un pescador comerciak pcsea abadejo, robalo y pargo. Lc 
pagan 1 .25 ddlares por una libra de abadejo, 0.75 dblarcs 
por una Libra de robalo y 2 ddlarcs por cada libra, de pargo. 
Ayer capture 560 lb de pc.scado que valfan 575 d6lares. El 
abadejo y el pai^o juntos valEan 320 ddlaies, ^Cuintas libras 
de cadi especie pesed? 


Si— 62 « Sean 

A = 

C = 

E = 
C = 


[2 0 

‘ 1 

2 

2 


L-i 

[ 5 ] 



3 

1 


l a 

-I 

1 


B = 


D = 


F = 


1 2 4 1 

~2 1 oj 

'l 4' 

0 -1 
3- 0. 

4 0 2' 
-1 I 0 

. 750 . 


Efeclue la operation indicada o expLique por qn^ no se puede 
efectuor. 


x + 2 y + 3r = 2 
2x — y - 5: = I 
4x + 3y + s *= 6 


51. A + 5 52. C - D 53. 1C + 3 D 

54. 5B - 2 C 55. GA 56. AG 
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CAPfTLLO 9 Sistemas de Muaciones v dasiguafdadas 


97-100 ■ Grafique la desigimldad, 

97, 3x + y £ 6 9*. y > x 2 - 3 

99, jr+/>9 100. jr - jr < 4 

101-104 ■ La figura i lustra la grifica de las eaiuboCii quc 
earrcsponden a Ins desiguaidades dadas, Snrribree Ea region del 
coojunto lotucidn del sistenia de destgualdade*. 



105-108 ■ Grafique el eonjiinto soludon del sistema de desi- 
gualdades. Caleule las coordenadas de lodos tos vertices y deier- 
mine si el conjunto sotucidn es aeotado o nnacotado. 


105. 


IV + y 2 < 9 
U + y <0 


107. ■ 


j 0, >' £ 0 



x 1 ^ 4 
v < 20 


{ .T >4 

X + y I> 24 
j r S 2v + 12 


109-110 ■ Determine jr, y y z en funcion de a, b y c. 


x 4- y +■ 3 = a 

109. ^ x-y + z -b 
x + >■ - : = c 

ax + by + cz=*a~h + c 

1 10. J bx + by + c: = c (a * b. h # c. c * 0) 

L cx + £>' + cz a c 


j i + y i 2 

103. jy-J[S2 
1 * £ 3 


f v ^ -2x 
104. fvsl? 

Lv s -Jx + 2 


111, Para que valorem de k las sigiuentes tres reetas iienen uti 
punto comun de intersection? 

x + y = 12 



Jbr - y = 0 
y — x = 2k 

1 1 2, ^Para qu£ valores de k el siguietile sisiema ticne una canfi- 

dad infinite de soIuchhbs? 

{ kx + y + 3=0 
x + 2y + kz — 0 
-x 4- 3z = 0 
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CAKTULQS Evaluation 


1 1 1 Sdlo un a de las matrices siguientes tiene inversa. Calciile el determinnnle de cada matriz 
V dado para ideiililtcai la matrix que liene invensa. Encuentre lucgo csta mversa. 


1 

'1 

4 

r 


1 

4 

0" 

A - j 

0 

1 

0 

B = 

0 

1 

0 


.1 

0 




0 

1. 


12. Resuelva aplicandc la regia de Cramer: 

2 jc —i =14 
3je - y + 5: * 0 
t 4 dt + 2 y +■ = -2 

13, Determine la descomposiriftn en fraccioncs parciales de la funcido racional. 


a) 


4x- i 

U - 1 «* + 3 ) 


b\ 


2x - 3 

x 3 + 3jt 


14. Grafique cl cofijunto solucidn del sbtema de desigualdadcs, D£ las coordenadas de los 
vertices y nimbrelus, 


(lx + 

^ x - v £ 


y ^ s 


b> 


fjf 1 + y 5* 3 

\y £ 2* + 5 
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La progrurnacidn Lineal es unu tecnica de modelado usada para determmar ia asig- 
nacitin dptima de recursos en Los negocios. la milicia y otras areas tie las actividadcs 
human as. For ejemplo, un fabric ante que produce varies produetos diversos de La 
misma materia prima puede aplicar la programacidn lineal para determinar cudnto de 
cada products debe sex producido para maximizar la ganancia, Bs probable que esta 
tunica de modelado sea la apLicacidn prictica mas importance de los si sterna s de 
desigualdades lineales. Bn 1975 t Leonid Kantorovich y T. C. Koopmans recibieronel 
Premia Nobel en economic por su trabajo en el desarrollo de esta t£cnica. 

Aunque la programacidn lineal se puede aplicar a problems muy complejos con 
cientos o hasta miles de variables, consideramos solo algunos ejemplos para Jos cua- 
les se pueden aplicar los m&odos grdficos de La sectidn 9.9, Bn el case de grandes 
cantidades de variables, se usa un metodo de programacidn lineal basado en matri- 
ces. Exami nemos un problema representativo. 


Ejemplo 1 Manufactura para obtener una ganancia maxima 


Kie^u que l« *s. luutM^jncH vnn toi quo 
prupurciniriFi mils gun a ik 1st pur ccula 
pur. pareccriJi que In niejor vs product 
vf>lu mftcjisiriev Peru para iinestra 
Mirprevi. l:h|w w> rcMjjta kv lu solaca'in 
niiSs rentable. 



Un pcqueflo fabricante de zapatos produce dos esiilos de wtpalos: zapatos de agujetas 
y mocasines. Utiliza dos miquinas en el proceso: una miquina cortadora y una m;i- 
quina de coser. Cada tipo de zapato requiem 15 min por cada par en la cortadora. Los 
zapatos de agujetas tequieien 10 min de cos run* por par y los mocasines requieren 20 
min de costura por par. Como el fabricante sdlo quiere contratar nn operador por mi- 
quina, cada proceso esti disponible solo por & h al da a. Si la ganancia es de 15 ddlares 
por cada par de zapatos de agujetas y 20 ddlares por cada par de mocasines* ^cuin- 
tos pates de cada tipo debe producir por dfa para tener una ganancia tnixima? 

S o I u c ion Primero organ i zamos los dates en una tabla, Para ser congruentes, 
convertimos todos los tiempos en horas. 



Zapatos die agujeta 

Mocasines 

Tiempo disponible 

Tiempo an la 
certadors (h) 

i 

4 

i 

4 

8 

Tiempo en le miquina 
de coser |h) 

l 

6 

I 

3 

8 

GandOCia 

$15 

m 



Describimos cl modelo y resolventos el problema en cuatro pasos. 

ELECCION DE LAS VARIABLES Para fomtular un modelo matemitico* primero 
dames nombres a las cantidades variables, En el caso de este problema hacemos 

x = cantJdad de pares de zapatos de agujetas fabricados diaho 
y — cantidad de pares de mocasines fabricados diario 

DETERMilMACIdM DE LA FUNG ION ORJETIVO El objerivo es determinar qu£ 
valores de jc y de y dan la ganancia maxima. Puesto que cada par de zapatos de 


r ial 


ul 


. ; r I 


735 
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Enfoque en el mode I ado 


agujetas genera 35 ddlares de ganancia y cada par de mocasines genera 20 dolares, 
la ganancia total se represents con 

P = 15* + 20y 

esta funcidn se denominaytirtcidfi abjetivo . 



grAfica DE LA REGI6N FACTIBLE Entne mas grande scan x y y t mis alia es la 
ganancia, Fero no podemos escoger en forma arbitraria valores grandes para estas 
variables debido a las restriction's del problema. Cada restriccidn es una desiguai- 
dad de las variables, 

En este problems, la cantidad total de horas de corte necesarias es + |y. 
Puesto que s6to hay 8 horas disponibles en la coitadora, tenemos 

\x + Jy ^ S 

De igual manera, al considerar la cantidad de tiempo necesario y disponible en la 
maquina de coser tenemos 

+ \y S 

No podemos producir cun ri dudes negativas de zapatos, de modo que 

j > D y 0 


Por to tamo, x y y deben cumplir con las restrieciones 

fU + jyss 

|x + jy£8 

, yid 


Si muLtiplicamos La prime™ desigualdad por 4 y la segunda por 6 obtenemos el sis- 
tema simplifkado 

r 'x+ y s 32 

x + 2 y s 48 
x > 0 
y > 0 


La solucidn de este sistema se presenta en la figura L en donde los vertices ya con- 
tienen las coordenadas, Los uni cos valores que satisfacen las restrieciones de! pro- 
blems son los que corresponded a l os ptintos de Ea region sombreada de la figura I, 
Se denomina rtgidn factihle del problem a. 


OEtERMlNACiON DE LA GANANCIA MAXIMA Cuando x y y se incremental!, 
tambien aumenta la ganancia. Por lo tamo, parece razonable que la ganancia maxi- 
ma oeurra en un pun to cn una de las orilks extemasde la region factihle, duudt es 
imposibte incrementer x y y sin sdir de la regidn. En efecto, se puede demostrar que 
el valor maximo ocurre en un Venice, Esto quiere decir que necesitamos comprobar 
la ganancia sdloen los vertices, El valor mds grande de P se presents en el punto 
(16, 16), donde P = 560 ddlares. Por lo tanto, el fabricante debe hacer 16 pares de 
zapatos de agujeta y 16 pares de mocasines para obtener una ganancia maxima 
diaria de 560 ddlares. 


Venice 

P - 15.r 4- 20_v 

(0,0) 
(0,24) 
(16, 16) 
(32,0) 

0 

15(0) + 20(24) = $480 
15(16) + 20(16) = $560 
15(32) + 20(0) = $480 


Gana r c ia rnaxjma 
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DETERMINACi6l\l DEL COSTO MINIMO Comprobamos e! valor de la funddn ob- 
jetivo en cada Venice de la regi&n factible. 


Vertige 

C - 1260 - lCLr - I5y 

(0, 12) 
(3, 12) 
(10.5) 
(10.2) 

1260- 10(0) -15(12) = $1080 
I260 - 10(3) - 15(12) = M05N 
1260 - 10(10) - 15(5) = $1085 
1260 - 10(10) - 15(2) =$1130 


Costo minima 


El costo mini mo se presents. en eJ punto (3, 12). Por lo lanto, el comereiante debe 
embarcar 

3 automdviles desde Millville a Camden 
1 2 automdviles desde Millville a Atlantic City 
7 automtiviles desde Trenton a Camden 
0 autombviles dcsdc Trenton a Atlantic City m 

Per I os anos cuarenta dd siglo pasado. las mate mat teas crearon metodos matrix 
dales para resolver problemas de programacitin lineal que contienen mas de dos va- 
riables. E&tos metodos fueron aplicados por primera ve£ entre los Aliados, en la 
Segunda Guerra MundiaJ, para resolver problemas de aprovisionamiento si ini lares, 
pero, natural mente, mucho mis compile ados que el ejemplo 2. El mejoramietito de 
los metodos matric tales es un campo active y emoc ion ante de la investigacidn mate- 
matica actual. 


Problemas 

1 - 4 ■ Determine ]os valores mix i mo y mimmo de la funcibn objetivo dada en la regibn 
factible indicada. 

1. M - 200- x-y 2. = |x + jy + 40 



jt ^ 0 , y 0 
2.x + y £ 10 
lx + 4y £ 2% 



4, Q = 7 Ox + 82y 

1 x £ 0, j>0 
x £ 10, y s 20 
x + y & 5 
x H*- 2y — IS 


5 Fsbricacion de muebles Un fabricante tie mueblcs hacc mesas y sillas de cnadera. 
Et p roc e 5,0 de production requierc dos tipos bisicos dc tarea: carpinteria y acabado. 
Una mesa requiere 2 boras de caipinieria y 1 h tkr acabado. Una silla nsquicrc 3 h dc car- 
pinierfa y media bora de acabado. La guuncia es de 35 ddlares por mesa y 20 ddlancs 
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0.20 dblares la onza y el tipo II cuesta 0. JO dblares la onza, Los conejos reriben un mf- 
nimo dimio dc 24 g dc grasa. 26 g dc carbohidratos y 4 g de prolrina, pero no obticncn 
mSs de 5 onzas de aJimcnio par di j. (.Cuantas otim de cada tipo de alimento se detail 
dar diariq a los conejos para satisf&cer las necesidades dictations a HIT mfriimo cqstq. 


1 3 Inversion on bo nos Una mujer desea invertir 1 2 000 dblares en tres tipos de bonos: 
bonos municipates que proportion an un interns anual de 7%. certilkados de inversion 
banc&iios que dan 8% y bonos de alto riesgo que dan 12%. Per cuesliones de intpuesiG^ 
desea que la cantidad invertida en bonos municipals sea por 3o menos el triple de la 
cantidad invertida cei los certificados bancarios. Para conservar su nivel de riesgo manc- 
jable, invertirti no mis de 2000 dblares en los bonos de alto riesgo, ^Cu&nto debe invtr- 
lir en cada tipo de bono para maximizar su rendimiciuo de inttris actual? [Swgerf ncia. 
sea x = cantidad en bonos municipaies y _v “ cantidad en certificados bancarios, Bnton- 
ces la cantidad en bonos de alto riesgo seri de 12 000 - x - y,] 



14. Rendimiento del interes anual Rcfierasc al problema 13. Supangaquc cl inver- 
sion! sta decide incremental el maxi mo invert! do en bonos dc alto lie go a 3000 dblares, 
peio deja las otras condic tones sin cambio. ^En euanlo se inercmcnlara su rendimiento 
maxima posible del interns? 

15 Estrartftgia para lOs negocios Una pequeFta compaflfa de programas para 

computadoras publica juegos para computadoras y prognmu educativos y de servido, 
Su estrategia de negoeio es comercializar un total de 36 nuevus programas cada ai5o, y 
por lo me nos cuatro de ellos serin juegos, La cantidad de programas de servido publi- 
cados nunea es mis del doble de la cantidad de pnogramas edocadvos. En promedio, la 
compania tiene una ganancia anual de 5000 dblanes por cada juego para computadora. 
8000 dblares por cada programa cducativo y 6000 dblares por cada programa de 
servtcio. ^Cuantos programas de cada tipo debe publkar cada ano para lograr una 
ganancia maxima? 


16. Region faclible Todas las partes de este problema se refieren a la siguiente regibn 
faclible y funcibtt objetivo 


x ^0 

x + 2y £ 12 
s x + y ■£ 10 


P - x 4* 4y 


if) Gratiquc la regibn factible. 

b) En la griUca dc! me iso a) trace las grificas de las ecuadoncs linealcs obten idas al 
hater P igual a 40, 36, 32 y 2S. 

c) Si continuamos reducicndo cl valor dc P, ^cn cuil vertiee dc la region faclible eslas 
rectus loctintn primero la regi 6n fac tiblc? 

dl Veriliquc que cl valor miximo dc P en la regibn faclible esti en d vertiee que eligib 
en el incise c), 
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que el estudio de las parabolas sea indispensable en la ciencia de los cohetes, Las 
seed ones cdnicas tambien ocurren en mutfios lugares inesperados. For ejemplo, la 
gr^ftea del rendimiento de una cosecha como una funeidn de la cantidad de Huvia es 
una parabola (vease la pagina 321). Se examinaran algunos uses de las ednicas en 
medidna* ingenierfa, navegacidn y astronoifllft. 

En la seccion 10.7 se estudian ecuadones paramGtricas, las cuales se pueden usar 
para describir la. curva que nn cuerpo cn roovimiento tnza con el tiempo. En Enfasis 
en ei modetado , pagina 8 1 6„ se dedueen ecuaciones param£tiicas para la trayectoria 
de inii proyectil. 


Parabolas 


En la secciGn 2,5 se vio que la grifica de la ecuacttin y = oar + iue + c es una curva 
en forma de U Hamad a parabola que abre had a arriba o hacia abajo, depend ten do de 
si el signo de a es positive o negad vo. 

En esta seccion se estudian las parabolas desde un pun to de vista geometric® 
en vez de algebraico. Se empieza con Ja definicibii geomdrica de una parabola y 
se muestra c6ma esto conduce a la fdraiula algebraica con la que ya se call fami- 
liarizado. 



Definicion geo metrics de una parabola 


Una parabola es el conjunlo de punlos en el piano equidistante de un punto 
fijo F rilaniado foco) y una linea tija I fllnmada directrix). 


Estadefiniddo sc ilustra cn at figura L El Venice ^dc la parabola se local iza a la 
mitad entre el foco y la directrix, y el eje de simetrfa es la linea que cone por el fo- 
co perpendicular a la directrix. 

En esta seeddn se resin nge la atencidn a parabolas que estdn situadas con el vGr- 
tice en el origen y que tienen un eje de simetria vertical u horizontal. (Las parabolas 
en posiciones mas general es scrim consideradas en las secciones 10.4 y 10.5..) Si el 
foco de tal parabola es el punto FI[D> p), entonces el eje de simetria debe ser vertical y 
la directriz tiene la ecuacidn y - —p, En la ftgura 2 se ilustra d ca&o p > 0, 
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CAPiTULO 1 0 Geometria analytics 


Matematicas en 
el mundo moderno 



Buses ndo dentro de tu eaheza 


Ha liar la ecuacion de una parabola 

Encuentre I a ecuackki de la parabola con vgrtice V(0 S 0) y foco /^0, 2)y bosqgeje su 
grafka. 


Ejemplo 1 


Solution Puesio que el foco es f(0, 2), sc coneluye que p = 2 (y, por lo tanto, la 
directriz es y = -2). Asf, la ecuacion de la parabola es 


JC 1 = 4(2 )>' K 1 = 4pry MM P = 2 . 
x 1 = 8 y 


Puesto que p = 2 > 0. la parabola abre hack arriba, V£ase k figuni 3. 


Ic eusEuriii Ver dentro dc su 
cabcza? La idea no es particutar- 
tneiHc aintiiva para la mayor parte 
de nasctzns, perocon frccucndalos 
m&lkm necesitan hater cso. Si 
pueilen mirar sin dragia jnvasiva. 
es mejnr, Una radsograffa no pro- 
pordona en real i dad una vista inter- 
na, simplemente da urta "grafica" 
de la densidad de tejkio que deben 
pasar los ray os X. Por lo tan to. ana 
radiografia es una vista "apian ad a" 
en una dircccion. Suponga quo oh- 
ticne ana vista de rayos X desde 
mnehas dirceciones dislintas, £se 
paeden usur estas "graticus” para 
reeonstmir la vista m terra tridi- 



Ejemplo 2 Hallar el foco y la directriz 

de una parabola a partir de su ecuacion 


mensitml'l I~sie es un pnohlema pu- 
lamcnte maleniiilico y haee mueho 
liempo lo resolviemo lus niatcmaii- 
eos, Sin embargo, reconstruir la vis- 
ta interna roquiere miles de cikukts 
tedtosos. Hn la aetualidad, los ma- 
tematicos y l as computadoras de al- 
to veiocidad hrindan la posahilidad 
de "ver dendfio" mediante un process 
Ilamado Tomografiu Auxiliada por 
Compiitadora u> esphiraetbo TAC). 
Lais rnatendticos cortinuiin investi- 
gando muchas formas dc usar las 
malematieas para reconstruir l inage 
Ties. Una de las tecnicas mas reticu- 
les, llumadij Imogen de Resonancia 
Magjuilicj ( IRM i. comhirui la Nolo- 
gia molecular y las matemancai pa- 
ra 'Ver al inlenor" con cl alidad. 


Encuentre el foco y la directriz do la parabola y — -jc 2 y bosqueje la grafica. 

So I uc ion Para hallar el foco y la directriz, se escribe en forma e^kndar la ecuacion 

jc 1 - — y, Coraparando esto con la ecuacidn general x 2 = 4 px, se puede observar 
que 4/i = - K por lo tanto p - — \ r Asl, el foco es F(0. - \) y la direciriz e$ y = 

La gnifica de la parabola, junto con el foco y la directriz, se muestran en la ligura 4a), 
Se puede trazar tambien la grafica por medio de una calculadora coino se muestra 
en la liguia 4b), 
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formulas para el volumen dt ura 
ester a, V = t rr^; d 2rca superit- 
dal de una esfera, S - -tirr-. y un 
cuidadoso anahsis de las propieda- 
des de las pakbofas y elms- cdnicas. 


Ejemplo 4 Diametro focal de una parabola 

Encuentre el foco, la directriz y el diimetro focal de la parabola y = ^jr 2 y 
graflquela. 

Solution Primero se escribe laecuacidn en la forma x 7 — 4 py. 

y- i * 1 

x 2 = 2y Multl^il^ue cada Iado par 2 



De esta ecuacidn se puede observar que 4 p — 2, asi que el diimetro focal es 2, Al 
despejar p se obliene p = de modo que el foco es (0. £) y la directriz es y - - g, 
Puesto que el diametro focal es 2, el lado recto se extJende I unidad a la izquierda 
y 1 unidad a la derecha del foco. La grdfica se bosqueja en la figura 7. ■ 

En el ejemplo siguiente se grafica una famiiia do parabolas, para mostraredmo al 
cambiar la di stand a entire el foco y el vdtioe afecta la "amplitud" de una parabola. 


SI Ejemplo 5 


Una famiiia da parabolas 


a) Encuentre ecuaciones para paribolas con vertke en el origen y focos 
f 1 (0,l).F,(0,l).F 3 (0,l) > 'F 4 (0,4). 

b) Dibuje graficas de las parabolas del inciso a). ^Que concluye? 


Solution 

a) Puesto que los focos estin en el eje positivo y t las parabolas abren hacia arri- 
ba y ticnen ecuaciones de la forma x* = 4 py. Esto conduce a las siguientes 
ecuaciones. 


5 



y - 2x l 

Figura 8 

Una famiiia de paribolas 


icuaddn Forma da la ecuacibn para 
Focd p x* ~ 4 py calcoladora graficadora 


fi(o. i) 

P ~ 1 

x 1 = Jy 

y - lx 2 

f 3 (0- 1) 

p = i 

jc* = 2y 

y — O.Sjf 2 

fj(0, 1) 

P = i 

x 1 - 4,v 

y = Q25x 7 

W 4) 

p = 4 

16y 

y = 0,0625.* 


b) Las grdficas se trazan en la figura S. Se puede observar que mientras mils cerca 
del vdrtice estb el foco, m&s esmecha es la parabola. 


5 



5 


1 

\ 

\ 

\ 

V 

/ 

1 

/ 

/ 

jf 

/ 

1 / 

Jr 

jr 




-0.5 

y * 0.25.r s 



y = 0.0625.I 3 
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A plication es 


Las parabolas tienen una propiedad import ante que las hace utiles como reflectores 
para liiitiparas y telescopios. La luz de una fuente colocada en el foco de una superfi- 
cie con seocidn transversal parabdlica se reflejari de tal fbrnia que viaja panlela al 
eje de la parabola ( vease la figura 9). Asf, un espejo parabdlico refleja la luz en tin haz 
de ray os paraldos. Por d contrario, la luz que se aproxima al reflector en rayos para- 
lelos a su eje de simetrfa es concert trada al foco. Esta propiedad de reflexion, que se 
puede demoatnr por medio de ctfLculo, se emplea en la constmccidn de teleseopios 
reflectores. 


Figura 5 

Reflector parabdlico 



+■ 

*■ 


* 

*■ 


Ejemplo G Nallar el punto focal 

da on reflector pro vector 



Un proyecior iiene un reflector parabdlico que forma un "tazdn” que mide 12 pulga- 
das de aneho de borde a borde y 8 pulgadas de proftmdidad. como se ilustra en Ja 
figura 10. Si d filamento del bombillo se localiza en el foco h ^que tan lejos del vdr 
lice del reflector esd? 


Figura 10 

Un reflector 
parabdlico 



h 

E pulf 

L_ 



Figura 1 1 


Solution Se introduce un sisLema de coordenadas y se coloca una seccidn 
transversal parabdlica del reflector de modo que su vdrtice estd en el origen y su 
eje sea vertical fvdase la figura 11). Emonces la ecuaci&n de esta parabola tiene la 
forma x 2 = 4 py. De la figura 1 1 se puede observar que el punto (6, 8) se enctientra 
sobre la parabola. Se emplea data para hallarp. 

6 2 = 4p(8) El punto (0, 6} sfltl&face I m ecu*d£n jt 2 = 4 py 

36 = 32 p 



El foco es F(0- t |), de mode que la distancia entre el vdrtice y el foco es § - l J pulg 

Debido a que el filamento estd colocado en el foco, se localiza a I { pulgadas del vdrti- 
ce del reflector. ■ 
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1—6 * Compare la eeuaeitin con Ins grificaii marcadas T- VI. D6 
razones para bus re spucslas . 

t.y 2 = 2x Xy z = -ix X x 2 - -6v 

4. lx 1 = y 5, y 2 - tx = 0 6. I2y + je 2 - 0 






27. FocoFj-S.O) 28. FbcoF(5 H 0) 

29* Directri? x = 2 30. Directrix y = 6 

31* Directriz; y = - 10 32. Directnz x = - j 

33. El foco citi en cl eje x positive a 2 unidadcs de la directriz 

34. La directriz lienc ordenada 6 

35. Abre hacia arriba con foco a 5 urudadcs del v£rtice 

36. El djimetno focal es 8 y d foco esli sobre d eje y negative 

37-46 ■ Eneuentne una ecuadftn de la parabola euya grifica se 
mitts tra, 

37* 38. 





7-18 * Encuentre el foco, |a directriz y d didme tro focal de la 
parabola, y basque je m grifLca. 


7. y 1 = 4r 
9. x 1 - 9y 
11. y = Sx 2 
13. i= -fir 
15. r 1 + 6y = 0 
17. 5je + 3y 2 = 0 


8. jr 2 - y 
!G. y 2 = 3x 
12. y — -2 je 2 
14. x = Jy 2 
16* jr - 7y : = 0 
18. &x 2 + I2y « 0 




19-24 * Use- un dispositive de graficacitin para grafiear la 


parabola, 

19. x 2 = 16 y 
21. > 2 = — Jje 
23. 4jc 4- y 1 * 0 


20* j 2 = -8y 
22- 8y 2 = Jt 

24. x - ly 1 “ 0 


25-36 ■ Encuentre una ecuactdn para la parabola que riene sn 
v6rt]ce en d origen y satisfsce la condicidn dada o condidnnes. 

25. Foco *1(0, 2) 26. Foco F(0, - j) 



43. 44. 
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Excentriddades de la& or bites 
de Iqs pin net as 

Las Ortutas de los pianolas son 
elipses con el Sol en un foco. Para 
Ea mayor pane de los planetas estas 
elipsn tienen exeentricidad muy 
pcqueAa. de mancra que son cast 
cireularcs. Sin embargo, Mereurio 

y Plttldu, 

los planetas interior y 

exterior, tienen drbitas visibiemente 

etfpticas* 


Planeta 

Excentricidad 

Msrcurio 

0,206 

Venus 

0.007 

Txerra 

0,017 

Marie 

0,093 

Jdpiter 

0,048 

Sammo 

0.056 

Urano 

0.046 

Neptune- 

0,0 10 

pluidn 

0.248 


Por coituguiente, si e es cercana a 1 , entonees c es casi igtial a a T y la etipsc es de 
forma alargada, pero si e es cercana a G„ ententes la el ipse casi ttene la forma de un 
cfrculo. La exccntriddad es una medida de cu£n "alargada" es una elipse. 

En la figura 8 se mues! ran vari as elipses para demostrar el efeeto de variar la ex- 
centric idad 






Fig lira 8 

Elipses con variasexcentricidades 


Ejemplo 4 Hallar la ecuacion de una el ipse 

a partir de $u excentriddad y focos 

Eneuentre la ecuacitfn de la elipse ton focos (0. ±8)y excentricidad e = \ y bos- 
queje su grafica. 

SnJucton Se dan e = \ y c = 8, Por lo tamo. 


4 

5 


8 

a 


Effitffltrfridfcl e — — 
& 



4<i = 40 MHiJtfpitcacicn er\ cwz 

a - 10 

Para hallar h , se usa el heebo de que c 1 = a 2 ~ b \ 

8 2 = 10 1 - b 1 
b 2 - I0 2 - 8 2 = 36 
b = 6 

En consecucncia, la ecuaeidn de la eUpse es 




= I 


Figure 9 



36 100 


Debido a que I os focos estfh sobre el eje v T la elipse esti orieniada verticalmente. 
Para bosquejar la elipse t se encuentran los i irtersectos ; las ahscisas son ±6 y las 
onfeoadas son ± 10, La grffict se bosqueja en la figure 9. ■ 


La atraccidn gravitational causa que los planctas se muevan en drbitas elipticas 
alrededor del Sol con el Sol en im ft>co, Johannes Kepler fue el printero en observar 
esta propiedad notable e Isaac Newton la dedujo despues de su ley de la inversa del 
cuadrado de la gravedad por medio de c<0culo + Las drbitas de los planetas tienen 
excentricidades distintas, pero la mayor parte son cast circulates (vdase la nota al 
margen arriba). 
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Fig Ufa 10 


Las elipses, como las parabolas* tienen una interesantepropiedfK/ de reflexidn que 
conduce a varias aplieaciones priciicas. Si se coloca una fuenus de luz en un foco de 
una superficie reflectora con sccciones transversals elfptjcas, enionces loda la luz 
sc rcflcjard fuera de la superficie al atro foco, come se muestra en la tiguru 10. E$ie 
prmcipio* que funciona para ondas sonoras asf como para la luz, se usa en litptricia, 
un tnUmumto para los ciJculos re nates. Se coloea al pacieote en una lina de agua 
con secciones transversales elipticasde tal maneroque el calculo renal se local iza con 
exactitud en un foco. Las ondas son or as de alia densidad generadas en el atro foco 
se reflejan en el calculo y lo destruyen con dano mini mo del lejido ci round ante. Al 
paciente se le libera del traumatismo de la cirugfa y se recupera en dias en vez de 
semanas. 

La propie dad de reflexidn de las elipses se emplea la mb ten en la construccibn 
de cupulas srnmramet, El sonido quo provietie de un foco re bo Li en pamdes y tccho de 
un cuarto elipiico y pasa par el otro foco. En estas salas incluso susurros silenciosos 
emitidos en un foco se pueden escuchar con daridad en el otro. Las cupulas susunan- 
tes fames as son el Natural Statuary Hall del Capitolio de Estados Unidos en Washing- 
ton, D C (v£ase la pSgina 77 1 ) y el Mormon Tabernacle en Salt Lake City, Utah, 


10.2 


1-4 • Compare la ecuacidn con las grificas mareada* MV. De 
razones para sus respueslas. 


j 3 y 2 
h l6 + J~ i 


2 * + 


2 w y 


3. 4x 2 + y 1 = 4 


4. tfa 2 + 25/ = 400 






7, 9* 1 + 4y a = 36 
9, x 2 + 4y 5 = 1 6 
II, 2x 2 + / = 3 
13, x z + 4y J = 1 
IS. lx 1 + Jjr* = } 
17, _Y J = I - lx 2 


21 * 



»* Ax 1 + 25y* = 100 
UK 4r 2 + / = 16 
12* Sj J +6y I = 30 
U 9x* + 4/ = I 
16* X 7 = 4 - V 
1«. 20r + 4y J = s 


22 , 



5-18 ■ Encuentie los vertices, focos y excentnddatl de la elipse. 
Determine las longitudes de los ejes mayor y mcnor, y bos- 
queje su griifica. 


5 ^ + ^ 
25 9 


1 


a 3 y 2 
6* — + — = I 
16 25 


19-24 * Encuentre una ecuacidn para la dipse cuya gr&tica 
se muesira. 

19. 20. 
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CAPfTULO 10 Geometric analitica 


10.3 


Hiperbolas 


All nq tie las elipses y las hiperbolas tiene n formas completamente distintas, sus de- 
fin iriones y ecuaeiones son simi lares. En lugar de usar la suma de distancias desde 
dos tocos fijos, como en el caso de una el ipse, se usa la diferencia para definir una 
hiperbola. 


Definition geometries de una hiperbola 


Una hipbrhnla es d conjunto de los purtlos end piano, Ea diferencia de cuyas 
distancias desde dos punlos fijos F, y F 2 es una constants. (Vease la figura 1.) 
Estes dos pumos fijos son los focus de la hiperbola. 



Figura T 

P est£ en la hiperbola si 
\d{P,F i )-4P.F i )\^2a. 


Como en el caso de la el ipse, se obtiene la ecuacsbn mis simple para la hip£fbola al 
colocar los foe os eri el eje x en (±c, 0), como se muestra en la figura L Por definidbn, si 
f\x, y) m eneuenira sobm la hiptfbola, ententes d^P, F t ) - d(P, Fjo d(F, ~ 4(F, FJ 
dehe ser igual a a] gun a conslanle positive, que se llama 2 a. Asf, se tiene 

d(P, F| ) * d(P t F 2 ) *= ±2 a 

o bien V(* + c) 2 + y 2 - V(jt — c) 2 + y 2 = ±2 a 

Si m piocede como se hizo en el caso de la ejipse (seed 6n 10.2 ), esto se simplifies a 

(r 3 — a z )x 2 - afy 2 ~ a 2 (c 2 — a 2 ) 

Del friftigulo PF\F 2 en la figura 1 se puede oba ctv ar que | d{P, F L ) - d(P ', F t ) \ < 2c. 
Se deduce que 2a < 2c, o bien a < c. Asf. c 2 — a 2 > 0, de modo que se puede eatable- 
ccr b 2 — c 1 - a 2 , EnLonccfi se simplifica la ultima ccuacidn mosirada para obtener 



Esta es la ecuacidn de la hipirbola* Si se remplaza x por —x o y por —y en esta ecua- 
ci6n, permanece sin cambio, asf que la paribola es simbtrica con respecto a los ejes 
x y y y respecto al origen. Las interseccioftes eon d eje x son ~a, y los puntos (u, 0) 
y (-a, 0) son los vertices de la hip£rbola. No hay interseccion con el eje y porque 
al fijar x — 0 en la ecuacidn de la hiperbola se obtiene -y 2 = b 1 , que no tiene solu- 
cibn real. Ademds, la ecuacibn de la hip&bola implicaque 



de modo que x 7 /a 7 s 1; asi\ jr a a 1 , y por consigui enter SaoiS —a. Esto signi- 
fka que la hip£rbola const ste en dos partes, Uamadas rnmas El segmento que une los 
dos vertices en las ramas separadas es el eje transversal de la hipbrbok, y el ori- 
gen se llama centra. 

Si se eolocan los focus de la hipfrbola en el eje y en vez de en el eje Jt, entonces 
esto tiene el efecto de invert! r los papeles de x y y en la derivacidn de la ecuacidn de 
la hiperbola, Esto origins una hipbrbola con un eje transversal horizontal. 
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Ecuaciones y graficas de hiperbolas 

Las propiedades principales de las hiperbolas se li start en el cuadro siguienie. 


Hiperbola con centro en el origen 


La grifica de curia una die las sigukntes ccuac-iones es ana hiperbola con centra en cl nrigcn y que tiewe stguic rites 

propiedades. 


ECUACltiN 

VEK flCKS 

EJE TRANSVERSAL 

VSfNTOTAS 

LOCOS 


E_r = 1 

3 , n ■ 

*r Ir 


(a > 0, h > O') 


Horizontal, long i Hid la 
h 


v - t-x 

ti 


(±c, 0) T c 1 - a 2 +■ /j 2 


v 2 j 1 

— - — = \ (a > 0, h > 0) 
a 3 b ■ 

( 0 , ±ct) 

Vertical, long ibid 2a 
a 

v - ±-x 
h 

(0, ±r). r 2 = a 1 + b 2 


crAkk’a 



v y = _ 
\ / 

A 

V >' 

b 

It 

is 

¥ h 
\ 

f,\ c, in 

\ 

i F 2 ii,i) 1 


—a s 

a \ x 


h 




Las asfntotits mencionadas en este cuadro son liheas. a las que se aproxiina la ht- 
Las .iMninkiA Je luneioiies rationale", ne perbola para valores grande s de jt y >'■ Pam eneontrar las asmtotas en el primer cast? 
anali/an en la section 3.6. del cuadro, de la ecuacion se despejay para obtener 






A medida que crece x, a 2 jx 2 se aproxima cada vez mas a eera. En otras palubras, 
cuando x — ► oo se liene a J jx 2 — * 0. Por consiguiente, para x grande e! valor de y se 
puede aproximar como y — ±(fr/a)x T Esto muestra que estas Hneas son asfntotas 
de la htperbola. 

I^as asfniolas Min una ayuda esencial para graiicar una hiperbola: ay udan a detemni- 
nar su forma. Una manera convert iente de eneontrar las asintotas, para una hiperbola 
con eje transversal horizontal, es graiicar primer o los puntos ( a , 0)„ f-ti, 0), (0, b}y 
(0, -b), Luego, se bosquejan los segmentos verticaJes y horizontal es que pasan 
por cf>los pun Los para construir un reeling bio, coma se muestra en la figure 2a) en la 
pagina siguiente, A este recUingulo se le llama caja central de la hip&bola Las pen- 
die ntes de las diagonales de la caja central son ±bja, de modo que ai extenderlas se 
obtienen las asfntotas y = ±(bfa)x, como se bosqueja en el inciso b) de la figure. Por 
ultimo, se grafican los vertices y se usan las asfntotas como giria para bosquejar la 
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hip&bola mostrada en el inciso c). (Un procedi rmenro similar se y plica para graftcar 
una hipdrboltt que liene un eje transversal vertical.) 




a) Caja central 


b) Asmlolas 


Figura 2 

x 1 y* 

Pas os para graficar la hip^rbola — — -r = 1 

a ‘ b i 



C6mo bosquejar una hiperbola 


1. Dibuje el cuadro central Este es el reetingulo ccntrudo en el origen. 
con tados paraielos a Ids ejes, que cruzan un eje en ±ri* el otro en -b, 

2 Bosqueje Eas asintot j > Estas son las Hue as que se obtienen al extender 

las diagonals del cuadro centra]. 

Grabque I os vertices Estos son las dos intersecciones con el eje \ y 

Us dos interseccionu con el eje y, 

4 Bosqueje la hiperboU Comienceen un vert ice y bosqueje una ramade 
la hiperbola, que se apmxima a las asmtotas. Bosqueje la otra ram a de la 
misma manera.* 


Ejemplo 1 Una hiperbola con eje 
transversal horizontal 

Una hiperbola dene la ecuacidn 

9* 2 ~ 16y 3 = 144 

a) Eneuentre los vertices, focos y as£ntotas f y bosqueje la gr^fica. 

b) Dibuje la grtificaen una calculadora, 



Solution 

a) Primcm divida umbos lados tie la ecuacidn entre 144 para eseribirla en forma 
esUtndar: 


x 
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La graft ea se muesira en la figura 5. 




Ejemplo 4 Hallar la ecuacion de una hiperbota 
a partir de sus vertices y asmtotas 

Eneuentre la ecuacidn y los focos de la hipdrbola con vertices (0, ±2) y aslntotas 
y “ ±2 jt. Bosqucje la gr&fka. 

Solution Puesto que I os vertices estin sobre d eje y, la hipdfbola tienc un eje 
transversal vertical con a = 2. De la ecuacion de la as in lota se ve que ajb — 2 . 
Puesto que a = 2, se obtiene 2 jb = 2 y, por lo tanto, b = l . As/* la ecuadon de la 
hip^rbola es 



Para h&n .ar los focos, se calcula c 1 = a- 2 + b 1 = 2 1 + l 3 = 5 f por lo lanto c — V5. 
Asf, los focos son (0, ±. V?). La grdika se muesira en la figura 6. ■ 

A1 igual que las parabolas y elipses, laship^rbolas tienen una pritpiediid de reflexion 
interesante. La luz dirig ida a un foco de un espejo hipefbdllco se refleja hacia cl 
oiro foco* segun se i lustra en la figura 7. Esta propiedad se usa en la construction de 
telescopios tipo Cassegrain. Se coloca un espejo hiperbdlico en el tubo tdescopieo 
de modo que la luz reflejada del reflector parabdlico primario se diriju a un foco del 
espejo hiperbdlico. La luz se enfoea de iruevo a un pun to mis accesible debajo del re- 
flector prim an ft (figure 8). 


\ 

s 

\ 

v 

F, • } 'F\ 

/ 

/ 

/ 

/ 

S 



Figure 7 

Propiedad de reflexidn de las hip^rbolas 


Figure & 

Telescftpio tipo Cassegrain 
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El sistema LOR AN (LOng RAnge Navigation) se usd hasta comienzos de la 
decada de 1 990; ahora ha sido superado per el sistema GPS (v£ase la pdgina 656). En 
el sistema LORAN, las hip&bolas se cmpLcan a bordo de una nave para deiermmar 
su ubicaeidn. Ert la figura 9 las estaciones de radio en A y B traits miten senates en for- 
ma simuMnea para qne las rceiba la nave en P. La computedora de abordo convier- 
te la diferencia de tiempo en reception de estas sefiales en una di Ferenc ia de distancia 
d(P, A) - d(P, &). De la definicidn de una hipdrbok dsta localiza k nave en una ratna 
de una hip£rbola con focos en A y B (bosquejados en negro en la figura). El mismo 
procedimiento se lleva a cabo en onus dos « tad ones de radio en C y A y con esto se 
localiza a la nave en una segunda biperbola (mostrada en rojo en la figura). (En la 
practice, s6lo se requieren tres estaciones porque una de elks se puede usar como 
foco para ambus hip£rbolas>) Las coorderiadas del punto de intersection de estas 
dos hip^rboks. que puede n ser calcukdas con precision por la coniputadora, dan la 
ubicacidn de P. 



v m (L t D ' 


p 

Figura 9 

af 

Sistema LORAN para ha! Ear 


la ubicacidn de una nave 
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Ejercicios 


1-4 * Compare la eouacidn can las grdficas martadas 1-1 V. D£ 
razonc'i para sus rrspucsLui. 


t X 2 

h J~ y 




5-16 ■ Encuentrc los vertices. foco* y as in rotas de la hJp^rbola 
y boWfDCje su gjific®. 



9. x 2 -y 1 ^ I 
II. 25y 2 - 9.r J = 225 
13. x 1 - 4y 2 - 8 = 0 
15. 4y 2 -x 2 = i 



10. 9jc 3 - 4y 3 ^ 36 
42. x 1 - y 1 4- 4 - 0 
14. x 2 - 2y 3 - 3 
IfL 9x* - 16; y 1 = I 


17-22 ■ Encacnlre la ecuacidn para la hipe rbola cuya grants se 
mucstra. 
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CAPlTULQ 10 Gaomatria analitica 


hi Use un dispositive do graikadbn para dtbujar (as ramus 
superiors do la familia do hiperbolas del inciso a) para 
k ~ J h 4, 8 v I 2. (.Cdmo cambia la forma de la grufka 
cuando so mere menu k? 

Aplicaciones 

44. Mavegacion En k ligum, tas estaciones LGftAN en A y 
f? cstin apartadas 500 mi lias y la nave en P red be la seflal 
do la esiacrtn A 2640 miemsegundos (jus) antes de que 
red ha la serial do H 

a} Si se supooe que las senates de radio viajan a 980 
pies/^ts.. encuentre <i{P, A) - J{F, fi) 
ft) Encuentre una euuadftji para la rama de la hip^rtwla in- 
dkada en rojo en La Jigura. (Use mi 1 1 as coma uni dad de 
distancia.) 

c'| Si A csli ai nortc do B y si P tsld al csto de A , tan 

Icjos esra Pdt A? 


y (mil las )f 



45. T r a yeti o r i a s de e a m et a s A I gu nos cometas, enrao el 
comet a Hatley, son una parte permanente del si sterna solar, 
quo viaj&n en drbitas elfplieas alrededor del Sol. Otrcs pasart 
por el sistema solar s6k> un ven, siguiendo una irayectoria 
hiperbdliea con el Sol en un foco, l-a figure muestre la tra* 
yecioriade esta close de cometa. Hncuentre una ecuacidn 
para la tmyectoria. mponkrtdo que lo mas que et cometa se 
aproxima al Sol son 2 X Uf rnillas y que la trayecloriaque 
eslaha tomando el cometa antes de aceriea.se al sistema solar 
es en un jingulo recto a la trayeetoria que continua dcspiks 
dc dejar cl sisiema solar. 



46. On das en un estanque 3e lanzan dos piedras al mistnc* 
i tempo en un estanque de agua en calma. Las creates de las 
ondas nesultanies format clrculos concentricos sgualmente 
espoctados. cotno se mucstra en las figures. Las ondas inie- 
rectuan entre sf para crear ciertos patrooes de interferenda, 
a} Espltque por que los puntos rojos yacen sobre una elipse. 
hi Expliquc par qud las puntos azulcs yaccn cn una 
hiperbola. 



Descubrimiento * Debate 

47, Hiperbola s an el mundo real En cl texlo sc dan varios 
cjcmplos dc los usos dc hipcrbolas, Encucntne ut ras situa^ 
doncs dc la vidit real dondc oeurren hiperbotas,. Con suite 
una endclopcdia cientilica cn su hiblioteca, o b usque cn 
Internet. 

48, Luz de una iampara La luz de una lampara forma un 
area ilumkiada en una pared, eorno se muesLra cn la fi guru, 
i, Por que el llnme de esta irea iluminadaes una bip6finU7 
^C6m.o se puede sostener una l inte rua dc mode que su haz 
forme una hipcrtnila cn el suelo? 
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PROYECTO PARA UN 
DESCUBRIMIENTO 


Conicas en la arquitectura 

En Ja unligiiedad la urquiieccuru I'uc pane de las Tiiytcmaiieus, asi q ue I os nrqm 
tec [os tenfan que ser mate mat ieos. Muchas de las estructuras que const mi an t 
pirainides, temples, aitlheatms y pmyeaus de imgacidn. aiin esiaii en pie. lin la 
actual triad los arquitectos etnpleun principles mate mala cos incluso comple- 
jos. Las fotograffas siguientes nusUaa algunas estructuras que cmplcan sectio- 
ned c6nicas en su disc no. 



Anfitcatro romano cn Alejandria, Egipto 
(drculo) 

Nri IMinflUr^hii 


7f 








Tec ho del Statuary Hall en el CupitflLio de Tedio del Sky dome en Tbfwtto, Canada 

Estados Unidos tehpse) (parabola J 

ArchitBn ^ Ihe Caivtm WbHin &*w«l. l 5fflne/ferty Imapre 



Tee ho del acropuerto Dulles en Washing- 
ton Ihipfrbola > parabola! 

fttfwtfT Nbfcita/Darbs 


Planetano McDonnell, Si. Louis, MO 
(hlp&boU) 

O&Uom do CharWlm pi tonmaras. Si Lj^i.MU 


Alice en La Pedrera. Barcelona, h.spaha 
i parabola i 

a WiTTitny and Vrnr<i,.OnrPa 


Los arqtiitectos tienen mzones diferentes para usar conicas en sus disefios, For 
ejemplo, el arquitecto espafLol Antoni Gaudi empleo parabolas en e! atico de La 
Pedrera (v6aw la folo anterior). Su razonamientn Lie que uua cucrriu suspend ida 
entre dos puntos con carga igualmente riistribuida (como en un puente suspend i- 
do> tiene la forma de una parabola, unu parabola invertkiu proveena el mejor 
apoyo para tut [echo piano, 

Construction cfe conicas 

Las ecuaeiones de Us conicas son litLles para 1'ahricar ohjelns pequcrios. porque 
unu herrumienta de oorte controlada por eomputadora puede irazur con exaedtud 
una curva dada por una ecuacidn, Fero en un proyecto de coostmcci6n, ( cohh) se 
puede construir una portion de una parabola, elipse o hiperbola que abarea el 
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CAPITULG 10 Geometry analitica 



Cineulo 



Figure 1 

Consmjccidn de un clitult! y 
una L'lspst' 


tec ho o parades de un edxlkio? Las pr^piedades geometrical de las conicas pro- 
veen form ns praclicas para construirlas. Por ejemplo, si estuvieru construyendo 
unit torre circular, elegirfa un punto central, luego sa ascguraria de que las parades 
de ta tome estuvieran a una di stands fija de esc punto. Las parades elfptkas 
se pueden construir por medio de una cuerda anclada en dos purlins* como se 
i lustra en la figura 1* 

Para constmir una parabola, se piled e usar ef aparato mostrado en la ligura 2. 
Un trozo de cuerda de longilud a se ancla en F y A. La escuadra en T, lanibi£n 
de longitud a, s L “ desliza a lo largo de la barre recta L L'n tdpiz en P sostiene la 
cuerda tettsa contra la escuadra, Luanda la escuadra en T se desliza a la derecha 
cl \ipn traza una curva. 


Figure 2 

Construceidn de una 
pardfrols 



De la figure se puede obsenar que 

4F. n 4- tl[P, ,4 j = tl La . .isr.!.i 45 Jr '-. ".I tuJ ■' 

cffL,, /*) + ii[P,4) - a lAfiV ‘j.-Jr.i en T cs ia tong'tuiJ .i 

Sc deduce que d{ F. P) + d( R A } - d(L, P) + d(P» A). At re star it{ R A ) de cada 
lado f se obliene 


d{F. P ) = tf(L P) 


La ultima ecuaciun dice que la distancta de / a P cs iguat a la distancia de P u la 
li'nea L AsL la cucrvn cs unu parabola con loco / y direciriz L 

En proyectos de construed^ es mas facil construir una recta que una curva, Por 
|o tamo, en algunos ediiicios, como en la Torre Kobe (Vi5a.se d problems 4), se 
produce una superfide curvii a! usar muchas recta s, Sc puede product r una ttirva 
usando I i ne as recta, s como la parabola niostrada en la tigura 3, 


Figure 3 

Reclas Liny c files a una 
puraMa 
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Cada recta es tangenle a la parabola: es deeir, la linea que se eneuentra con la 
parabola en exactamente un punto y no la ensza. La recta tangente a la parabo- 
la y — r en cl punto {a, a 2 )es 

y = lax — a 1 

En el problems 6 se pide demostrar esto. La paribola sc llama tnvnlvente de 
laics Ifneas. 

1. Las fotografias de 3a pagina 771 muestran scis ejemplos de editicios que 
contienen secciones cdnicas, B usque en Internet otros ejemplos Ue esirue tu- 
rns que cmplean parabolas, clipses o hlperbolas en su diseno. Encuentre par 
to menos un ejemplo de cada tipo de cdnica, 

2 , En este problem*! se continu e una parabola, La barra de madera de la figura 
puede rotar cn 7",. Una cuerdu mis corta que la barra esti anclada en F 2 y 
en A. al orro extremo de la barra, Un iilpiz en P sosiiene rensu a la cucrda 
contra la barra cuando se mueve en sentido contrario a las manecill&s del 
reloj alredcdor de F | r 

a} Muestrc que la curva trazada con d lapiz es una rama de un hiperbola eon 
focos en F, y / V 

bj ^Cbmo sc debe configurer d aparato para dibujar la oira rama de la 
hiperbola? 



3. El siguiente mdodo se puede usar para consmtir una parabola que ajusia en 
un reclingulo dado. La parabola serd apnoximada media nte rttuchos segments 
dc recta cortos. 

Primcfo, dibupc un axtangulo. Divida cl recta ngulo a la mi tad mediante 
un segmerlo dc recta y marque el punto final superior con V. A eontinuacidn, 
divida la Itxngilud y el audio de cada niitad de rectanguloen un numero igual 
dc partes para fomiar lmeas de cuadricula. como se mucstra en la figura de la 
pagina siguiente, Dihuje Eneas de V a Ids pumas finales de la tinea de cua- 
dricuta horizontal l y marque los puntos donde estas I incas cortan a las 1 ideas 
de cuadricula vertieales marcadas con LA conti nuac id n, dibuje lineas de Va 
los puntos finales de la linea de cuadricula horizontal 2 y marque los puntos 
donde esiSs Ifneas eortan a las lineus de cuadricula vert i calcs marcadas con 2, 
Continue de esta manera hasta que bay a us ado Eodas las lmeas de cuadricula 
horizontals Ahora. use segmemos de recta para unir los puntos que roared 
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C APlT ULQ 1 0 G eom etri a a n Blit ica 


para obtener una apmximacibn a la parabola deseada* ApHqoe este procedi- 
miento para dibujar una parabola que ajuste en un rectingulo de 6 por 
10 pies sobrc c£sped. 


V 





— 1 

r 





























321 123 


V 



V 





4, En este problema sc const ru yen formas hlpcrbdlicas por medio de rectus. 
Haga nrifidcss igualmente espaciados eti Ids hordes de dos tapas de pldstlco 
grandes Una Ids orilicios correspond ienles con cuerdas de igual longilud 
como se muestra en la tigura, Manteniendo tensas las cuerdas. gire una lapa 
en direct’ ion con t run a a la otra. Una superhcic imaginaria que pasa por las 
cuerdas liene sccciones Iran s versa Les hiperbblicas. (Un ejemplo arquitectomeo 
de esto e* la tone Kobe en iapon mostrada en la fbtograffa.) £,Quc sucede 
cor los vdnices dc las secciones transveraales hiperbdlicas cuando sc hacen 
girar mas las tapas? 



5, En este problema se muestra que la recta range n(c a la parabola v = .r en d 
panto (ti, a 1 ) tieriL- la ccuacidn y = 2nx ~ a 2 , 

a) Sea m la pendiente dc La recta tangentc en (a, a*}. Muestre que la ecuacidn 

de la recta tangente es y - cr = - a), 

b) Use et becho de qiic la tangentc inlerscea a la parabola cn solo un puntn 
para mostrarque (n, tr 2 ) es la tin ica solution del sistema, 

{ v - tr = m(.r — a) 

y - *= 

c) Elimire a y del sistema del inciso b) para obtener una ecuacidn cuadrd- 
tica en x, Muestre que e! d] scrim manic de esia ecuacidn euadratica es 
(m - 2af, Puesto que cl MStema en b) tiene exactamente una solueidn. 
el di sen min, ante debe ser igual a 0, Encueritre in, 

d) Sustituya el valor para m que encomro en el inciso c) cn la ecuacidn del 
inciso a) y sirnplilique pant obtener la ecuacidn de Ea recta tangente. 
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(— 3 , 2 ) 


H,-D 


Fig ura 2 

(i+l) J {y - 2) J 

1 

4 9 


= 1 


esid desplazada de roodo que su ccntro esid en { — 1/2). Se obriene de ta clipsc 

JT v 2 

— 1 Elipfis ccm centre crt cl origen 

id despkzarla u la izquierda 1 unidad y hack aniha dos unictodes. L os puntos fina- 
les de los ejes menor y mayor de 3a elipse desplnzadu son (2. 0), (~ 2, 0)» UK 3) t 
(Q, -3). Se aplican los desplazamientos requeridos a estos puntos para obiener los 
puntos correspondientes en la el ipse desplazada: 

( 2 , 0 ) (2 - 1,0 + 2 ) = ( 1 , 2 ) 

(“2,0) (-2 - 1,0 + 2) = (-3.2) 

(0,3) - (0 — 1,3 +2) - (-1,5) 

(0,-3) -> (0 - 1, -3 + 2) = (-1.-1) 

Esto ayuda a irazar la grafica de la figura 2. 

Para hallar bs foeos de k clipsc desplazada, primero se encuentnm los tocos de 
La elipse con centra en el origen, Puesto que tt = 9 y /F = 4, se bene t 1 = 9 - 4 = 5, 
por lo tanto e — V5. For lo tamo, los focos son (0, ± V5), A3 desplazar a la iz- 
quierda I unidad y hack umba 2 unidades, se obiiene 

(o, VS) -* (o - i, V5 + 2) = {-l , 2 + VS) 

(o, -Vs) (o - i. -VS + 2) - {- 1,2 - vS) 


Asf, los focos de la el ipse desplazada son 

(-1.2+ VS) y (-1,2 - VS) 


Parabolas desplazadas 

Aplicar desplazamientos a las parabolas conduce a las eoiaciones y grahcas moscradas 
en 3 a figura 3 . 



p > 0 

Flgura 3 

Paribcias. desplazadas 


jf 


p < 0 



p > 0 



p<0 


Ejemplo 2 Graficar una parabola desplazada (T - JjJ 

Determine el vertiee, loco y dircceri/. y hosqueje la gmliea dc la parabola. 

;r - 4x = 8y - 28 
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CAPlTTJ LQ 1 0 Geo metrls $na\ ftca 


Johannes Kepler U57M630) 
fue el piimcro en dar una descrip- 
tion correcia del movimienlo de 
los planetas, Lu CO§moh>gij de su 
laempu poituiu siuemas oomplioa- 
dos de cfrculos que se mueven en 
cfttukis para describe estos movi- 
nuentos, Kepler bused una descrip- 
eidn mis simple v armonio§a, Como 
aMrdnomo ufieial er la tune impe- 
rial en Praga, esiuditi las observa- 
clones aslrondmicas del astfonomo 
danes Tycho Brahe, cuyos dates, 
eran los nils exactos disponibles 
cn cse memento. Dc spues de nu- 
merosos inlentos por hatlar una ico 
ria. Kepler hlzo un descubrimiento 
momcntilneo dc que las brbitas de 
Ids planetas son elfptieas Sus ires 
grandes leyes del, movinuentn pla- 
netaho son: 

] . [jl drhita de cada planet a es 
una elipsc con el Sol en un 
foco. 

2. El segmento dc recta que unc 
al Sol con un plane ta barre 
areas Iguules en igual liempo 
iVfase la figurai. 

3. El cuadrado del periodo de 
revolution de un planeia es 
proporcaonal ul cubo de la 
lone si ud. del eje principal dc 
su dibits. 

Su formulation de estiis leyes es 
qut/.a la deduction mas impresio 
nante de datos empfricos en la his- 
tuna dc la ci-cncia. 



se obHene 

-32 ± V32 2 - 4{16)(-9j^ + 72* + 16) 

Formula cuadritica 


Dcaamcelle 


Factories 576 eteJ radical 

5impliflqtis 

Para obtener la gr£fica de k hipftbola* *e grafiean las funciones 

y - “1 + 0.75 vV - Ri y y= -1 - 0.75 vV - ix 
como se ilustre en La figura 6b). ■ 


2(16) 

-32 ± Vj76x* - 46 08 a 
32 

-32 ± 24 V j 2 - Sr 
32 

= 'i + JVj 2 - ax 


Ecuacion general de una conica desplazada 

Si se de&anolkn y simplifies las ecuadones de cualquiera de las ctinicas des plaza- 
das iJustmdas en las figures 1 T 3 y 5, ententes siempre se obtendrai una ecuacion de la 
forma 

At 1 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

donde A y C no son ambas ceno. Por el contrario* si se comienza con una ecuacidn 
de esta forma, entonees se puede complelar el cuadrado efl x y y para ver qu6 tipo de 
seccidn conk a repre&enta la ecuacidn. En algunos casos, la grafica de la ecuacion 
res u Ha ser sdlo utt par de lineas, un solo punto, o bien^ podria no baber grafica en 
absolute. Estos cases se Hainan cdnicas degenerudas. Si la ecuacidn no es dege- 
nerada, entonces se puede dsecir si representa una parabola^ una el ipse o una hiper- 
bola, simplemente examinando los signos de A y C, como se describe en el cuadro 
siguitme, 


Ecuacion general de una conica desplazada 


La grafica de la ecuacidn 

Ak 2 + Cy 2 4- Dx + Ey + F = 0 

donde A y C no son cere, es una conica e una conica degene rada, En los ca- 
ses no degene rados, la grafica es 

1 . una par&bola si A a C es 0 

2. una c-lipse m .4 y C tienen el mismo signo (o un circulo si A - C ) 

3. una hiperbola si A y C tienen signos npuestos 


Ejemplo 4 Una ecuacion que conduce 
a una conica degenerada 

Bosqueje la grafica de k ecuacion 

9x l - y 2 4- 18Jf + 6y = 0 
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13-18 ■ Halle una ecuacidn para la cdnica cuya gralka se 
mocstra. 



19*-30 ■ Complete el cuadrado para deteiminar si la ecuadbn 
represent* una el ipse, una paribola. una hip^rbota o una cbnfca 
degenerada. Si la grifica es una el ipse, encuentne el centra, focos., 
vertices y longitudes de los ejes mayor y menor. Si es una pa* 
rlbola. determine el verlice. foco y directriz. Si es una hip&bola, 
encuentre el centre, focas, vertices y asfntolas. Despuds bosqueje 
la grSfica de 3a ccuaddn, Si la ecuacion no licnc gralka expli- 
que porqui- 

19* 9x 2 - 36r + 4 y l ^ 0 20. y 1 = 4(x + 2y) 

2L jr J - 4y s - 2x + I6y - 20 

22. x 2 + tiur + 12y + 9 - 0 

23. 4x 2 + 2 5y 2 - 24x + 250y + 561 = 0 

24. lx 1 + y 3 * 2y + 1 

25. I6* 3 - 9y 5 - %i + im = 0 

26. 4jc 3 - 4jr-8y + 9 = 0 

27. x 2 + 16 = 4 (/ + 2x) 2ft. x 1 - y 2 - IG<jr - y) + 1 
29* 3jc 3 + 4y 2 - 6* - 24v + 39 = 0 

30. Jt 1 + 4y 2 + 2Qx - 40y + 300 « 0 


j 31-34 ■ Use un dupositivo de grafkaridn para ttazar la cbnka. 
3L 2 je j — 4x + y + 5 » 0 

32, 4r a + 9y 2 - 36y = 0 

33, 9x 2 + 36 = y 2 + 36i + 6v 
34* x 1 ~ 4_y- + 4jf + 8y “ 0 

35* Determine cuil debt ser el valor de F ii la grffka de 3a 
ecuacidn 

4x : + y 2 + 4{x - 2y) + F - 0 

es tit) una cl ipse, b) un solo punto a c) d eonjunto vaefo. 

36. Encucntrc una ccuacibn para la elipse que compaite un 
Venice y un foco con la parabola jr + y - 100 y liene su 
olio foco cn cl origen. 

37. Estc ejencicio train con Las parabolas locates,, es dear, fa- 
milies dc parabolas que liencn el mismo foco. 
a) Dihujc las grille as dc la familia dc parabolas 

X 1 - Wy + p) 

para p = -2, - - U -t t K i 2. 

b| Muestrc que cada parabola de esla farnilia liene su foco 
cn el origen. 

e) Describa el cfcclo sobre la grifica dc mover cl v^rticc 
mis cercadci origen. 

Aplieadones 

38. Treyeetona do unu bala de canOn Un cafidn dixpara 
una bala como se ilustra en la Hgura. La trayectorla de la 
bala es una paribola con vcrticc cn cl punto mis alto dc 
la trayccloria. Si la bala alcrriza a 1600 pics del canon y cl 
punto mis alio que alcanza c s ti a 3200 pics sobre cl suclo, 
cncucntrc una ccuacibn para la UayecEoria dc la bala. Colo* 
que el origen cn el Eugar del canon . 



39, drbita de un soieUto Un mtflite estden una drbila elfp- 
tica alrrdcdor dc la Ttcrra con el centra dc la Tierra en un fp- 
co. La ailura del sal^l ite arri ba dc la Tierra varfa entre 140 y 
440 mil las. Suponga que la Tierra cs una csfera con radio dc 
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CAPfTULO ID Geom#tria anslitica 



Figura 2 


Al u$ar la (formula de adicitin para el coseno, sc puede observarque 

x — rcos(fi + 

= r(cos 0 cos $ — sen & sen <P) 

- (r cos tf) cos ifr - (r sen 0) sen <p 
“ X cos <P ~ y sen <p 

De man era similar, sc puede aplicar la fdrmula tie adicidn para el sent* a la expresidr 
para y a fin de obtener y = X sen tp + Y cos <£. Citando estas ecuaciones para x y y se 
traian como un sistema de ecuaciones laneales en las variables X y Y (v£ase el ejerci- 
do 33), se obtienen expresiones para Xy Y cn krminos de x y y, segun se detalb en 
el siguiente cuadro. 


Rotation de formulas de ejes 


Suponga que Ins ejes x y y en un piano coordenado se rot an por un Angulo 
agudo iff para produeir los ejes X y Y, como se muestra en la figura 1 . Enton.ces 

las coordenadas \x. y) y (X, Kl de un punto cn los pianos xy y AT se relueio- 

nan como sigue: 

= X cos th - Y sen 6 X = x cos tp + v sen p 

y = X sen d> + Y cos tp Y = —x sen <p + y cos tp 


Ejemplo 1 Rotacion de ejes 

Si el sistema coondenado sc hace girar por tin 4nguEo de 3(F T encuentre las 
coordenadas XY del pnnto con coordenadas xy (2 T — ■ 4). 



Solution Osando las formulas de rotacitin de ejes con Jr “ 2 , y = — 4 y ^ “ 30 % 
se obtiene 


X = 2 cos 30° + (-4} sen 30° - - 4^^ = v3 - 2 

7= —2 sen 30° + (-4) cos 30° = -2 (^) “ 4 (^) = -i “ 2V3 


Las coordenadas XY son (—2 + V3 t -1 - 2 VI), 


Ejemplo 2 Rotacion de una hiperbola 

Gire los ejes coordenados 45* para mostrar que la grdfica de la ecuaeinn xy — 2 es 
una hiperbola. 

Sol union Se usan ]a_s fdnnulas de rolacidn de ejes con $ = 45* para obtener 


x — X cos 45* — Y sen 45“ = 
y = X sen 45* + Y cos 45° - 


X Y 

V2 " V2 

JL + JL 

V5 V2 


! 
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A I desamrilar y rcunir terminus semejantes, se obtiene 

tmX- + 25Y- 25 = Q 

— 4X * = Y — 1 

X 1 — — |(L — 1} Ofvlrfa entre 4 

t>) Sc reconoce a csta como la ecuacson de la parabola que ahre a lo largo del eje Y 
negaimi y liene virtice (0, ] 1 er las cooidenadas XY, Pueslo que 4p = - 5, se 
tiene /> = - de modo que el foco es (0. H) y la directriz es F = }|. Con 

4f = cos’ J f 37 D 
sc bosqueja ty. grifiea de la ligura fttO, 



c.) Para dihujar una griilica por medio de urtu calculators sc rteccsila despejar y. 
La ecuacidn dada es euadratiea en y, por lo tan (o sc puede usar la fdrmula eua- 
dratiea para despejar v, A1 escribir la ecuacidn en la forma 


36y- + (%.t + 20 )y + (64x 2 - 15.t -25) = 0 


se obtiene 


-(9&r + 10) + Vp&t + 20 ) s - 4{36)(< t 4. v ; - I5.r - 25) 

2(36) 


Formula 

cuadratica 


”(9&r + 20) £ V«00(k + 4000 
72 

-9fir - 20 ± 20V l5 v + 10 

72 

“-24.r - 5 ± 5 V I5.v +"1 10 

IS 


p££arnj|l(j 


iiimplcfiquiij 


Simplifieiue 
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Para obtener la gdliea de la parabola, se grab can las fund one & 

y = (- 24x - 5 + 5V\5x + 10)/lS y y = (-24j - 5 - SVlS* + l6)/lS 
como se muestra en b figura 6b). ■ 


Discriminante 

Eu los ejemplos 3 y 4 se pudo identificar el tipo de cdnica ai rotar los ejes, El siguien- 
te teorema da las reglas para identificar el tipo de cdnica di recta mente de la ecuacidn, 
sin rotar Jos ejes. 


Identification de corneas mediante el discriminante 


La grafica de la ecuactdn 

At' + /In + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

es una cdnica o cdnica degenerada. En Ids casos no degenerados, la grafica es 

1. una parabola si B - 4,4 C — 0 

2. una elipse si B 1 44C < 0 

3. una hspdrbola si B 1 - 44 C > 0 

La can li dad B l - A- AC se llama discriminante de In ccuacidn. 


■ Demos! radon Si se hacen girar los ejes por tin Angulo se obtiene una 
eouacidn de la forma 


A*X 2 + B'XY + CY 2 + D'X + E*Y + F* = 0 


donde A \ B\ C\ . . . estan dadas por las fbnrnilas de las paginas 785-786, Un 
cilculo directo muestra qtie 


(B') 1 - 4 A‘C = B 2 - 4 AC 

Asf, laexpresibn B : - 4 AC permanece sin cambio para cttalquier rotacidti. Eu par- 
ticular. si se elige una rotaci6n que elimina el t£nniiio xy ( B r = 0} P se obtiene 

A*X 2 + CY 2 + d'X + FY + F = Q 

En este easo, B 2 - 4 AC = -4A'C, Por lo lantc B l - 4 AC = 0 si A ' o C es cero; 

B 2 - 4 AC < 0 si A* y C* tienen el misirio signo; y B 2 - 4AC > 0 si A* y C' 
tienen signos opuestos. De acuerdo con el cuadro de la pdginu 780, estos casos 
corresponden a la grdlica de la ultima ecuacidn mostrada eoino una parabola, una 
elipse o una hipdrbola. respectivamente. ■ 

En la demostracton se indica que ninguna rotation cambia el discriminante; por 
esta razdu. se dice que el discriminante es invariants bajo rotacidn. 


M ate rial pr oleq ido por d er ec h o 


5 
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Ejemplo 5 Identificar una conica mediante el discriminants 

Una conica tiene la ecu ac ion 

3x 2 + Sxy - 2y 2 + x - y + 4 = 0 

a) Use el discriminant para idem ill-car la cdnica. 

b) Confirms m respuesta del ineiso a) graficanda la cdnica con una calculation. 

Sotuci6n 

a) Pueslo que A = 3, B — 5 y C — —2, el discriminante es 

B 2 - 4 AC - 5 1 ~ 4 { 3 )(-!} - 49 > 0 

For lo tamo ta cdnica es una hiperbola. 

b) Con la formula cuadr&ica el valor de yes 


- 1 ± VWx*- 2x + 33 



Se graiican estas funciones en la tigura 7. La grahea confirms que se train de 
una hiperbola ■ 


y m (&c - 1 # VS P^aT+ 33 )/4 



Figura 7 




0.5 


Ejercicios 


1-6 ■ Determine las coondcnada.s XY del punio dado si los ejes 
eoorden lidos sc hatcn girar pur el Angulo indicudo. 

1. (1,1), 4 = 45“ 

2 . (-2,1). 4=30° 

3. (3, - VI), d> = 60" 

4. (2,0), 4> = 15“ 

5. (0.2), 4=55° 

6. {V2.4V5)* <* = 45° 


7-12 ■ Determine la eeuaeidn de la cdnica dada en coofdena- 
das XY cuando los ejes coocdenados se hacen gira per el Angulo 
indicado. 

7p - 3y s - 4, 4 = 60“ 

8. y”(j- l) 2 . <* ~ 45 ? 

9. x 1 — y 1 = 2 y i <* " cos -1 ^ 

10. jc 2 + 2/ = 16* 4 = se n J ^ 

11 . X 2 + 2 VI xy - y 1 - 4, d> = 30° 

12. xy — x + y, 4 — ir/4 
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13^26 ■ *} Use cl discrinuruuttc para detemu nar si 3a gr£6ca 
de la ecuacidn es una parabola, una el ipse o una biporbola. 

b) Use 3a rotacidn de ejes para eliminar el t^nnino xy\ 

c) Bosqueje la grifica. 


13. 

xy = % 


14. 

xy + 4 0 


15. 

x 1 + 2x>' + y ? + x - y 

= 0 

16, 

13j 2 + 6 V5jy + ly 2 

- 16 

17. 

x 1 + 2 Vlxy - y 1 + 2 

! = 0 

18. 

2lx 2 + 10 V3jty + Sly 1 = 144 

19, 

I Lt 2 - 24xy + 4> : + 20-0 

20, 

25^“ - 12Cbty + 144y : 

- I 56jt - 65y ■ 

21. 

Via: 2 + 3-iy = 3 


22. 

153r 2 + 192 xy + 97y 2 

= 225 

23. 

2V^je 2 — 6iy + V3jt 

+ 3y = 0 

24, 

9x" - 24jry + 3 6y ' = 

100(x - y - 1} 

25. 

52x z + 72 xy + 73y J = 

40i - 30y + 75 

26, 

{7je + 24v) 3 = 60Ck - 

I75y + 25 


27-30 » a) Use el discrim inante rwa identifier la ctisica. 
b) Confirms su re&puesia gratieando la ednica con m dispositive) 
de- graficacibn, 

27. 2jt j - 4 xy + ly 1 - 5* - 5 - 0 

28. x 1 - Ixy + 3/ = 8 

29. tx 1 + LGxy + 3y J - 6v = 36 

30. 9X 1 - Gxy + y 1 4- 6* - ly - 0 

31. a) Use la roiaeibii de ejes para mostnrque la siguierne 

ecuaddn represents una hipdetola: 

7x 2 + 4&*> - ly 2 - 200,r - I50y + 600 -0 

b) Encuenlre las caondenadas XY y xy del centro, vertices y 
locos. 

c) Halle las ecuaciones de las asrnimas en coordcnadas AT 

yjy- 

32. a) Use la roueidn dc ejes para mosilntr que la siguiente 

ecuaddn represent una parabola: 

2 V2(x + yf - lx + 9y 


b) Encuentre las coondenadas XY y xy del v^rtice y el Foco, 

c) Halle la ecuacidn dc la direvtriz cn coordcnadas XY y xy. 

33* Rcsuelva las ecuaeiones: 

jr = JFcos# - y »ean£ 
y = X sen ifa + Y cos 

para X y Ye n terminus dc x yy. ISugemd/t: para empezar. 
muliipliquc la prune ra ccuaddn por cos y la segunda por 
sen <fr, y luego same I as don ccuuciones para poder despejar X,] 

34, Muestre que la grifica de la ecuacidn 

Vx + Vy - 1 

es parte de una parabola a I rot ar los ejes por u n ingulo dc 
45*, [Sugeivnciti'. primem coronate ta ecuacidn a una que 
no lenga radicalcs.] 

Descubrimiento • Debate 

.16. Forma matricial de las formulas do rotation do ejes 

Scan Z> Z r y R las matrices 



[ cos cf> -sen 4> 
sen <h cos <t> 


Muestre que las formulas de mtacibn de ejes se pueden 
escribtr como 

Z - RZ‘ y 7 = R l Z 

-Vi. Invariants aigebraicas Una enntidad es invgriante bajo 
rotacidn si no cambia cuando se hacen girar los ejes. Sc ex- 
preso en el lexto que para la ecuacidn general de una c6nica, 
la cantidad B 1 — 4j4Ces invariante bajo rotacidn. 

a) Use las formulas para A*, B f y C r de la p&gina 785 para 
probar que la canlidad B~ — 44C es invariante bajo rota- 
cidn;esdccir, macstnr que 

B 1 - 4 AC = B rl - 4 A r C 

b} Pruebe que A + Ces itivarianie bajo rotacidn. 
c> il& cantidad F es invariante bajo rotacidn? 

37, Invftriantes geomotrica^ ^EspCra que In dinaucia etltrt 
dob punius sea invariante bajo rotacidn? Pruebe su respuesla 
comparand^ la diistincia^P, Q ) y d{P\ (l r }donde F' y Q r 
son las imAgenes de F y Q bajo una rotacidn de ejes. 
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Graficas de computadora II 


PROVE CTO PARA UN 
DESCUBRIMIENTO 


Eu el Proyecto de de&atbrimiento de 111 pagiria 7(XJ %e vioc&nc sc cmplca la mul- 
ti pi icacttin de matrices en las grfificas de computadora. Se encontraron matrices 
que reRejan. desarroilan o cortan una image n. Ahora considere matrices que rotan 
una imagcn t como cn las grifieas mosiradas aqtif r 



Compare esla rnatriz con Ed mauii 
de nolacirtn de ejcv del cjcrdcio 35, 
scccirin 10.5. Observe que rwlar un 
punto cn scnlido conlrudo a Lis tn;i- 
necill&t del rcloj eorrwpondfc a pilar 
Ins eje* en d sentido del reloj. 




Puntos rotatories en el piano 

Recuerde que im punto {.r, y) en cl piano se represents median te ta matrix de 2 X I 
x 

La matrix que hace girar este punto re spec to a I origen por un Angulo *b es 
k = 


cos -send 1 
sen 6 cos 4> 


Mjtriz ds ref acton 


Cuando se hace girar al punto P = 


X 


end sentido de las maned 1 1 as del reloj 

dado 


respecto al origen por un dngulu & sc muevc a un nuevo lugar P ~ 
por d producio matricial P r = RF, como sc muestra en la figure 3 .. 




v 

ly j 


cos <h 

-sen e^l f 

( 1- 

x cos tfi - v sen tb 

.sen 

cos tb \ [ 

vj 

_x sen tft + y cos tb. 


p* = rp = 

Por ejemplo, si ^ = 90 ', la matriz de rotacion es 
R — 


cos 90* 

-sen 90' T 


‘0 

-f 

sen 90° 

cos 90P . 


.1 

0. 


Al aplicar una rotacion de 90° a] punlO P 




Matriz Je r^txicicn ~ 9C 

sc mueve al punto 


(1 

-l]f 

*1- 

—2 

.1 

oj [ 

l\ ' 

. 1. 


ViSase la figura 2 , 

Rotacion de imageries en ef piano 

Si la matriz de rotacion se a plica a todo punto de tina imagen. entonces gira toda 
la imager, Para rotar la casa de la figura 3a) por un angulo de 30° respecto al ori- 
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lien, sc multiplies su nmuiz de dales idescrita en la pagina 701 \ por la matriz de 
roladdrt que tiene $ - 30° ,. 


RD = 


TVS 

2 

1 

2 

1.73 

l 


I 

: 

A2 



'•y 

0 

0 

2 4 

4 

3 

3 

2 

2 

3 


.0 

0 

3 

5 3 

0 

0 

2 

2 

0 

0. 


0 — 1 .50 
0 2.60 


-0.77 1% 

5.33 4.60 


3.46 2.60 
1.50 


— 


160 0.73 
3.23 2,73 


1.73 2.60 
I 1.50 


La niaeva matriz tie dates RD r^presenta la easa giradu en la figura 3b K 


VI 


Rgura 3 




y 


] ■■ 



o 


H * > 1 H 


Fuel Fmyecto dt f dt'scuhrimienfn de !u pdfiny 703 se describe un prngrama de 
la graficadora TE-83 que ira/.a tu imagea correspondiente a una determ inada 
matriz de dates. Podrfa hallur convenienle u.sar esk programs en alguuas de las 
uctivj Jades siguientes 

1. Use una matriz de mine ion para hallar las nuevas coordenadas del punto dado 
euando se hace girar por el angulo dado. 


a) (L4), 4>-wr 

c) (—2. —2), 4> ~ 135 ,J 


b) (-2. 1), <t> = 60 

d) (7*3), 4> = ~ 60 


2 . Encuentre una matriz de dalos para el dibujo de tineas de la figura rnosirada 
en el rmirgen. Mulliplique ta matriz de dalos por una matriz do mlacibn 
adccuada para girar la uiuigen re s pec Lo al origan por d 1 = 1 20°. Bosquejc la 
imagen rotada duda mediunte ta nuevy mat 0/ dc daios, 


3, Bosqueje la imagen representada por la matriz de dalos £). 

2 3 3 4 4 1 12 2 

I I 3 3 4 4 3 3 1 


D - 


Encuentre la matriz de rotation A p que corresponde a una rotation de 45°. y 
la matriz de iransfbrmoeidn { que eorrespundc a un desarrollo por un factor 
de 2 on la direction i ( v£ase la pdgina 701). ^Cficno a! muliiplicar la matriz de 
dittos por RT Gambia la imagen? ;,Qu£ pasa si se multiplica por 77?? Caleule los 
produclos RTD \ TRD y bosqueje las imageries correspond iente.s para confirm ar 
sus respues tas, 

4. Sea R Id matriz de roue ion para el angulo tj> Muestre que R 1 es la malriz de 
rotation para el angulo ~4>- 
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5. Para trastadar una images por {h k kh se suma h a cada coordenada xy k a 
cada eoordenada y de cada punto en la imagen t vea&e U figura al margen). 
Est a i;e puede hater sumartdo una matriz apropiada M a Z> t pero la dimension 
de W cambiaria depend iendn de la dimension de D. En la practice, la trasla- 
cidn se lleva a cabo medianie multiplicaci&i de matrices. Para vercdmo se 
bace esto, se introduces coordenadus fooroogitrieas; es deeir, se representa 
el punto (a. v) por una matriz de 3 x 1: 


(*. y) 


X 

V 


E 


a \ Sea T la matriz 



0 h* 

1 k 

0 


Muestre que 7'traslada el punto ix, y) al punto (jt + h, y + H) eomproban- 
Jo la siguiente multiplicacidn main c tab 


"l 

0 h " 


X 


'x + h 

0 

l k 


y 

— 

y + k 

_0 

0 1 _ 




1 


b| Encuentre T 1 y describa como T 1 traslada puntos, 

c ) Compruebe que multi plicar Eus sigutefttes matrices tiene los efectos indi eados 

x 

en un punto (x. y) rcpresenuido por sus coordenadas homogt-lneas y 

I 


"l 0 

tf 


c 

0 

o' 


'] 

c 

o' 


cos 

-sen 4> 

0‘ 

0 -I 

0 


0 

l 

0 


0 

1 

0 


sen 

cos 4> 

0 

_D 0 

1^ 


.0 

0 

I . 


.0 

0 

1 . 


0 

0 

l. 

Rrfledfia 
cn cl eje x 


ExpafiiGdfl (u 
CAnlrjctiAn) 

Cutw en. liii 
dinrccitoi x 

Roladdn 1]] 

■ongen por 



en l,u1iK‘c , ck : 'ii i 


d Angulo & 


d) Bosqueje la images nepresentada (en coordenadas homogdreas) niediattle 
esta matriz de datos; 


D = 


3 5 5 
7 7 5 

.111 


7 7 9 9 7 1 
5 7 7 9 9 II 
11111 1 


5 3 3 3 
II 9 9 7 
111 ! 


Encuentre la matriz T que traslada la images por (-6, -8) y una matriz R 
que gira la imagen en 45 D . Bosqueje las im agents repnesentadas por las 
matrices de datos JD. RTD y T ~ 1 RTD . Describa edrno se cambia 
una imagen cuando su matriz dc datos se multiplied por f T por RT y par 
T \RT. 
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laciones polares de conicas 


Al comienzo de esle capftulo se detinid una parabola en tdrminos de un foco y una 
directriz, pera se delinid a la el ipse y la hiperbola en temiinos de dos focos. En esta 
seccion se da un tratamiento m^s unilicado de los tres tapes de conicas en temiinos 
de un foco y directriz. Si se col oca el foco cn el origen, ententes una seed tin cdnica 
dene una ecuaeibn polar simple. Adenitis, en forma polar, la nttacitin de ednicas es 
un asunto mis simple. Las ecuaciones polares de las elipses son cruciales en la deri- 
vacidtl de las leyes de Kepler fvdase la pagina ISO). 


Description equivalents de conicas 


Sea F un pur to lijo t el focto. { una lines fija (la directriz > y e un niimero po- 
silivti iijo ( la excenlricidad ) El con junto de lux pumos F talcs que la re lac ion 
de la distant ia de Pa t a la distancia de P a ( es la constants e es una cdnica. 
Ls dedr, el conjumo dc los punts ^ P tales que 

= 

d(P, t) * 

es una cdnica. La cdnica es una parabola si t = 1. una elipse si e ■ I o una 
hiperbola si e > 1. 



■ Demoslracmn Si e — I, entotiees d(P> F ) — d(P . f) t y por lo lanto, la con- 
d ec ion dada es la definition de una parabola como se da en la section 1 0. 1 , 

Ahora, suponga que t' f I. Coldquese el foco F en el origen y la directriz pa- 
raleh al eje y y d unidades a la dcredra* En cste case la directriz ticnc ecuaeidn 
x = d y es perpendicular al eje polar. Si el punto P tiene coordenadas polares (>, 0), 
se puede observar de la figura l que d{P T F) = ry d(P, £) - d — r cos 0. AsL la 
condi cion d(P , F)/d(P, f) - e. o bien, d(P, F) = e ■ d(P , £), se convierte en 


r — e(d — rcos #) 

Si ambos bdos de esta ecuacidn polar se eleven al cuadrado y se convierten a coor- 
dettadas rectangulares, se obtiene 


X 1 + y? = “ X) 2 

{1 - e 2 )x 2 + 2de 2 x + y 2 = e 2 d 2 



2,1 1 


t>~d 


20 


(I - e 2 ) 


Ptsarolley efmplfi^ue 


pivida f nut l - e 2 y cflmpiete 

d euadmdc 


Si e < l . enlonces al dividir ainbos lados de esta ecuacidn entre r 2 d 2 /{ I e 2 ) 2 se 
obtiene una ecuacidn de la forma 


donde 


(x - h ) 1 y~ 

K , * + tt = 1 


a 


h 1 



a 


e z d 2 

(\ ~ e 2 f 
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Para grefiear la ecuacidn polar de una cdnica, primero se determina la ubicaciOrt 
de la directriz a parti r de la forma de La ecu ae ion. Los cuatro casos que surgen se 
muestran en la figura 2. (La figura muestra s6Lo las partes de Jas grdficas que estin 
cere a dd foco en el origen, La forma del resto de la gr&fica depende de si la ecua- 
cidn representa una parabola, una elipse o una hiperbola.J El eje de una conic a es per- 
pendicular a la directriz,, en particular se tiene lo siguiente: 

1. Para una pardboia, el eje de simetria es perpendicular a la directriz, 

2. Para una elipse, el eje mayor es perpendicular a la directriz, 

3. Para una hiperbola, el eje transversal es perpendicular a la directriz. 


Efemplo 1 Haltar una ecuaciort polar 
para una cdnica 

Determine una ecuaciGn polar para la pardbola que dene su foco en el origen y cuya 
directriz es la recta y — -6. 

Solucion Con e = l t d — 6 y el inciso d) de la figura 2, se puede observer que La 
ectiacidn polar de la parabola es 

6 

r = 1 - sen 0 " 

Para graficar una cdnica polar, es fitil trazar los puntos para Jos que 0 = 0, -ir/2, 
t 7 y 3tt/ 2. Con estos puntos y conociendo el tipo de cdnica (que se obticnc de la ex- 
centricidadL se puede obtener fdcilmente una idea de la forma y ubicacidn de la 
grAfica, 


Ejemplo 2 


Identifier y bosquejar 
una cdnica 


Una cdnica se detertnirLa por la ecuacidn polar 

10 

3 — 2 cos 0 


l 40ffe, 

. i I 

HL-OP 


a) Muestre que la cdnica es una elipse y bosqueje la grifica. 

b) Encuentrc el centro de la elipse y las longitudes de los ejes mayor y menor, 


Solucion 

a} Al dividir numerador y denominadorentre 3, se tiene 

10 

\ — \ cos 0 

Puesto que e = j < l, la ecuacidn representa una elipse, Para una grifica apro- 
ximada se trazan los puntos para los cuales 0 — 0, w/2, it, 3w/2 <vdase la figura 
3 en la siguiente p£gina). 

b) Al comparer la ecuaeidn con las de la figure 2 t se puede observer que el eje mayor 
es horizontal. AsL los puntos finales del eje mayor son V ( ( 10, 0) y V 2 (2 t ir)> 


pr 


q id 


ipt rierec 


;nub a 


sutor 
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Aplicaciones 


27. 6rbita de la Tteirra La ecuacson polar de una elipse sc 
puede exprcsar en ufrminos die su excentriridad € y la longt- 
fud a de ski eje mayor. 

h) Muestre que la ecuaddn polar de una dipse con diroetri?. 
X = —<i se paede escribir en La forma 

r = ~ * l ) 

1 — e COS 0 

(Sugezfnca'ti: use la relation tr = ^d z j{\ — f 2 ) 2 dada en 
la demos [ration de la plgina 795.] 
b) Halle una tcuaridn polar aproxirnada para la drbiia dip- 
tie a dc la Ticrra alrcdedor del Sol (fin un foco) dado qiie 
la exceriirkidad « aproximadamerite 0.017 y la longiiud 
del eje mayor es casi 2.99 x IQ* km. 


2M. Perihelio y afelio Lon pianolas sc mueven alrcdedor del 
Sol cn drbitas elipiieus con el Sol en un foco, Las posit iones 
de un planeta mdx prrixima y m£s alejada tie I Sol se Hainan 
perihelio y afelio. respeclivarrtenlc. 


perihelio 


afelio 


a) Use el ejercicia 27a) para mostrar que 3a distancia del 
perihelio desdc nn planeta al Sol es a( L — e ) y la tiistan- 
cia del afelio es a( L + e). 

h) Use kw dales del eje rutin 27b) para hallar las distaneias 
de la Tierra al Sol cn el perihelio y el afelio. 

29, Orbit”] de Pi u ton La dislancia del planeta Plut6n al Sol 
es de 4.43 X 10 s km en el perihelio y 7.37 X 10 9 km en el 
afelio. Use el ejercicio 28 para haJlar la excentritidad de la 
rirbiia de Phntin. 


Descubrimiento * Debate 

34). Distanria A un foco Cuando sc cncucnEran las ecuaciu- 
dm polares para las tdnit us, sc colot a un foco en el polo. Es 
ficil haflar la distaneia desdc esc foco a cualquier punlo en 
la cdnica. Explique edmo mediame la ec jacion polar sc de- 
fermina esta dislancia. 

31. Ecuaeionet polarsi de orb it as Cuandn un sat£lite orbt- 
ta la Tierra, su trayectorta es una elipse con un foco en el 
centro de la Tierra. ^Por que las cienlfficas usan caondena- 
das polares (en vez de nectangulares) para rastrear la posi- 
cidn de sat^lites? [Sugerencia: su respuesla al ejencicio 30 
es important aqui.J 
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Curvas planas y ecuaciones parametricas 


Hasta el momenta se ha descrito una curva dando una ecu acid n (en coordenadas rec- 
Lrngulares a polares) que deben satisfacer las coordenadas de lodes Jos puntos sdbre 
la curva. Pero no tod as las curvas en el piano se pueden describir de esta man era, En 
esta seccidn se estudian ecuaciones parametricas, que son un m^todo general para 
describir una curva. 

Curvas ptanas 

Se puede considers a una curva como la irayectoria de un punto que se mneve en d 
piano; las coordenadas xy y del punto son entonces funciones del tiempo. Esta idea 
conduce a la siguiente definition. 


Curvas planas y ecuaciones parametricas 


Si fy q son func tones en un intervalo /, entonces e! conjunto de puntos 
(/(/), y(l'j) es una curva pi una. Las ecuaciones 

* - m y = 9(0 

donde f E /, son ecuaciones parametricas pary la curva, con parainefro L 
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Figura 8 


Scan (jt, v) las coordenadas de P. Enronces tie la figura 8 (que i lustra cl caso 
Q <6 < irfl), se ve que 

jr — d(0, 7) - d(P, Q) “ a$ — a sen ft — a(& - sen 3) 
y = d[T, C) — d{Q, C) = a - a cos 9 = a( I - cos 0) 
par 1o tamo las ecuac tones para la cicloide son 

je = q(& sen fl) y — 0(1 — cos 0) m 

La cicloide liene van as propiedades ffsicas interesantes. Es la "euA'a del descenso 
mis r&psdo*' en e! siguiente sentido. Elfjanse dos puntos Py Q que no estin directs- 
mente aniba entie si, y unalos con un alambre. Suponga que se permite que una cuenta 
se deslice por e! akmbre bajo la influencia de la gravedad (sin const derar k fnctidn). 
De todas las formas posibles en las que se puede dob tar el alambre, la cuenta se des- 
lizarl de P a Q lo mis ripido posible cuando la forma sea la mitad de un arco de una 
cicloide invertida (v&ase la figura 9). La cicloide es tambi£n la * l curva de igual descen- 
so" en el sentido de que sin importar dbnde se coloque una cuenta B sobre un alambre 
en forma de cicloide, le toma el nusmd tiempo deslizarse has (a el fordo (vd&se k 
figura 1 0), Estas propiedades basiante sorpnendentes de la cicloide fueron probadas (por 
medio de c^lculo) en el siglo xvn por varios marcmarjcos y lisicos, inclusive Johann Ber- 
noulli, Blaise Pascal y Christiaan Huygens, 



cicloide 


Figura 9 



Figura 10 


Uso de dispositivos de graficarion para trazar 
curvas parametricas 
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Figura 11 

i - f + 2 Sen 2f t y = f -f 2 cos 


La mayor parte de las caleuladoras y progmmas de graficacidn de computadoras se pue- 
den usar para trazar ecuaciones parametric as, Esta close de dispositivos son partkular- 
mente utiles cuando se trazan curvas complicadas co-mo la mostrada en la figura 11, 


Ejemplo 7 Graficacion de curvas para matrices 

Util ice un dispositive de graficacidn paradibujar las siguientes curvas param£tricas. 
Exptique las similitudes y diferenda-S. 

a) j = sen 2 1 b) j = sen 3 1 

y = 2 cos i y - 2 cos r 

Solution En ambos incises a) y b), k grdfica quedari dentro de un rectingulo 
dado por - 1 ^ jc s I, — 2 s y ^ 2, puestoque tamo el seno como el cose no de 
cualquier ntimero estarAn entre - 1 y 1. Asf, se podrfa u&ar el rectdngulo de visidn 
| — 1.5, 1.5] por [-2.5, 2.5]. 
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a) jr = sen 2f, y “ 2 cos t 


a) Puesto que 2 cos i es periodica con periodo 2 it (vease la seccidn 5,3) y puesto 
que sen 2r dene periodo it, si se pennite que / vane en el intervalo 0 £ t ^ 2vr 
se obtiene la grafica complete. que se iruiestra en la figura 12a), 

b) De n ue vo, si r toma valorem entre 0 y 2w se ohtiene ta grdfiea complete mostrada 
en la figura 12b). 

Ambas graft eas son curvas cerradas, ]o que signifies que form an bucles con el 
mismo iniclo y punto final; tumbidn, ambus grificas se cruzan a si mis mas, Sin em- 
bargo, la grafica de la figura 12a) tiene dos bucles, como un ocho* mientras que la 
grafica de la figura 12b) tiene tres bucles. ■ 
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b) i = sen 3 j, y = 2 cos t 

Figura 12 


Las curvas graftcadas en el ejemplo 7 se Hainan figuras de Lissajous. Una figura 
de Lissajous es 3a gnSfiea de un par de ecuaciones paramdiricas de la forma 

x - A sen ui t l y ~ /i cos cujf 

donde A, tu t y w-, son constantes reales. Puesto que sen top y cos esten entre — 1 y 

I , una figura de Lissajous esEara dentro del rectengulo determinado por —A £ jc £ A, 
-jS < y < B, Este hecho se puede usar paraelegirun rectdrtgulode visitin al grafiear 
una figura de Lissajous, como cn el ejemplo 7 r 

Recuerde de la seccidn S.l que las coordenadas reeling u I ares (jc, y) y las coorde- 
nadas polares (r + 0)est£n rdacionadas por las ecuaciones x — r eos 0, y - rsen ft. En 
consecuencia, se puede graft car 9 a ecuacidn polar r = fid) cambiandola a la forma 
para metric a como sigue: 


x = r cos ft — f(B) cos 0 Puesto que r = f(tf ) 
y — rsen 6 — /(#) sen ft 

Al reemplazartf eon la variable estandar param^trica r, se dene el siguiente resultado, 


Ecuaciones polares en forma parametrica 


La graft ca de la ecuacidn polar r - ft ft) cn la misma que la grafica de las 
lv uacic me s paramd i rie as 

x = f[t) cos r y — f(t) sen t 
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Figure 13 

x — f cos l„ y = t sen i 


Ejemplo 8 Forma parametrica de una ecuacion polar 

Considere In eeuacibn polar r = ft. I £ 9 ^ lOir. 

a) Express la ccuacitin en forma param^trica, 

b| Dibuje una gr&fica de las ecuaciones parametric as del inciso a). 

Solti cion 

a) La ecuacidn polar dada es equivalenle a las ecuaciones parametneas 

x — t cos l y — t sen t 

b) Puesto que l Dir » 31.42, se usa el rectangulo de visidn [-32, 32] por [—32, 32] y 

se permite que i vane de I a I (tor. La grafica resuliante mosuada en la figura 1 3 es 
una espimi m 
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56* Dos ctrculos de radio ay h esum cttitrados cn el origen, 
coma se muesira en la figura. Cuando el Angulo 8 crece, el 
panto P traza urra curva que se ubica entrc Jns cJrculos. 

a) Eneuentrc las ecu aci ones parametrieas para la curva, 
uhiindo a 8 como pariimelro, 

b) Grulique la curva por medio de un dispositive de grafiea- 
ciGru con a - 3 y h = 2. 

c) blimine el parimctroe identilique la curva 


bl Gralique la curva por medio de un disposilivo de grafica- 
cion, con ri = 3. 



57, Dos cfrculos dc radio a y h esLdm. ccntrados cr ct origen, co- 
mo se muestra en la figura- 
nt Encuenlre ccuaciones parametrieas para la curva trazada 
por el pur to P„ usando ct ingulo & como parametro. 
ENota: hay que obscrvar quc cl scgmento dc recta AB 
siempre es tngcnte al cfrculo tnds grande.) 

h) Grafique la curva por medio de un dispositivo de gratica- 
cidn, con a *= 3 y b = 2. 



SR, Una curva, llamada bruja de Maria Agnesi, consists- cr los 
puntos Pdeterminados como se muesiraeo la ligura. 
a) Mucstrc que Las ecuacinncs parametrieas para esta 
curva sc pucdcn cscrifrir como 



$ 9 . blimine el parameiro i 9 en la* ecuaciones parametrieas 
para b dcloide tcjempio 6 } para obtener unaecuacidr cn 
eoordenadas re-ctangulares paru la seccidn de la curva dada 
por 0 £ 0 s 7i. 

Aplicaciones 

60r La m equina rotatoria El Mazda RX-8 utflixa ur motor 
poco cumun (inventado por Felix Wunkcl cn 1 954 5 ert ct 
quc los pi stones sc rccmpla/au por un rotor tri angular quc 
giraen tinu vurcusu especial como sc mucstru Cn la liguru. 
Los vertices del rotur mantienen coMacto con la carcass* 
todo el liempo, mienLras que el Centro del trijiiigulo truzu 
un cfrculo de radio r, que haee g»rar al arbol motor. La for- 
ma dc la carcasa e*b dada pnr las ecuaciones paramctricas 
siguientes, (donde R es la distancia entne los vertices y el 
centre del rotor j. 


\ = r cos + R cos 8 


v = r sen 3fl + R sen 8 


at Suportga quc el irbot rotor liens radio r = L. Gralique La 
curva dada pur tas ecuaciones paramctricas para lus si- 
guientes vulores de R: 0,5, 1 , 3. 5. 
h) i,Cuil de los cuatro valores de R dados en el inciso ;ri al 
i^recer modela mejw a !a carcasu del motor ilustrada ert 
la Eigura 1 ? 



jr = 741 cot ft 


v = 2 a svir® 
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61, Trayoctoria an espiral da un parro Un pcrro csta 
amumido a un tronro de irbol circular dc radio J pic me- 
dian tc una cornea lurga. El perm legra enredar toda la 
ocnea alrededor del drboJ miemrasjugaba en c] paiio, y sc 
encuctilii en el punto ( 1 , 0) en la figure. A] ver una ardilla 
cone alrededor del drhol en Kntido cotMiario a las manecillas 
del reloj, manten iendo teas* la cuerda mientres perxigue al 
intiuso. 

a) Muestre que las ecuaciones parametricas para la tra- 
yectoria del perro (coiwdda cumo envolventc de un 
cireuloj son 

x — cos 9 +■ 9 sen 8 y = sen 9-8 cos 8 

[Sugenencia: observe que La corrca siempre es ? an gcnlc 
al irbol, por lo tanto OT es perpendicular a TD . J 
jg h) Grafique la tnyectoria del perro para OsDs 4-tt, 



Descubrimiento * Debate 

62. Mas information de ecu a clones parametricas En csta 
seccion sc express que las ccuaciancs parambtricas conlicncn 


mas in form acton que solo la forma de una curva. Bscriba 
un parrafo carlo que cxplique este enunciado. Use el siguiefl- 
tc ejemplo y sus respuestas a I os tncisos a) y b) en su expil- 
c acids). 

La position dc una panic ul a csti dad a por las ecuaciones 
pnmftricu 

x ~ sen i y — cos t 

donde I representa el tiempo. Se sabe que la forma de la tre- 
yectoria de una particula es un cfrculo, 
a) ^.Cuinlo tarda la particula en ir una vez alrededor del 
circulo? Bncuentre ecuariones param£lricas si la 
particula sc mueve el doble de rapido alrededor del 
cfrculo. 

b> (, La partfcula viaja en cl senlido de las mancci II as dd re- 
loj © en semldo ermtrario alrededor del cfreulo? Encuen- 
tre ecuaciones pw&nwtricas si ta partfcula se mueve en la 
direct L6n opuesta alrededor del circuit). 

63. Formas dif ere rites da trazar una curva Las eurvas C, 
jD, £ y F se delinen de forma param&rica como sigue, don- 
de d pardmeiro t tom a hdn I os valorem reates a menos que 
se indique lo contrario: 

C: x = t, y = f 3 

Pi x = Vt , y = t. r s 0 

E: x ® sen r, y — sen s f 

F: x = 3\ y ^ 3^ 

a) M uextre que Las punlns en las cuatro eurvas satisfacen la 
misma ecu aci on en coordcnadas rectangu lares. 

b> Dibuje la grAticu de cada curva y cxplique ebmo diEieren 
entre sf las cunv. 



Repaso 


Revision de conceptos 

L a) DiJ la definicidn geomeirica de una parabola, ^Cu£les 
son el foco y la dircctrij dc la parabola? 

b) Busqueje la parabola x 2 = 4 py para el caso p > 0, Iden- 
uEsque en su diagram# el v^rtice, foco y directriz. ;,Qu^ 
sucede si p < ft? 

e) Bosqueje la parabola .y 3 - 4px, junto eon su v^rtice, foco y 
directriz. para el caso p > 0. ^Que sucede si p < 0? 

2. a) De la definietdn gcomctrica dc unaclipsc, ^Cuilcs sort 
los focos dc la elipsc? 


b) Para la el ipse con ecuacibn 



donde & > h > 0. ^cuiles son. las coordenadas de Ids 
vertices y los focos? ^Cudles son los ejes mayor y me- 
nor? Iluslrc con una grdfica. 

c> Di una expratfa para excentricidad de la elipse en el in- 
cise b). 

dp Exprese la ecuacibn de una elipse con focos en c! eje 
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J1 — ' 12 • Determine cl lipo de curva rcprcscntada pftr la 

ecuacitfn. Encuentte los focos y vertices (si existed) y bwqueje 

la grllka. 


-> 



32. 


+ 

12 



L 

12 


33. x 2 ~ y 2 + 144 = 0 


34. x 2 + 6i = 9V* 

35. 4.r' + y 3 = 8[jt + y) 

36. 3jt - &(jc + v) = 10 

37. x = v 1 - I6v 

r 

38. 2* 1 + 4 = 4.v + y 1 

39. 2x 2 - 12* + y l + 6y + 26 = 0 

40. 36* 2 - 4y 1 - 36r - By = 3 1 

41. + 8y 2 - 3 5.r + &y + 27 - 0 

42. X 1 + 4y z = 4.v + S 

43-50 ■ Encucntrc una ecuacitin para la seceit’mcdnk'&oon las 

propicdadcs dadas. 

43 + La parlbola cm fueo FtO. 1 ) y dirociriz y = - I 

44, La elipse cor centre GO, 4), foe os F,(G, 0) y S) y eje 
mayor de longilud 10 

45, La hipdrbola con vertices V(fl, +2) y asfntotesy - ± ix 

46, La hiperbola con centra 0(2, 4), focos ^',{2, 1 ) y f'j<2, 7} y 

vertices V|(2. 6) y V^2, 2) 

47 . La etipse con focos F : { I , h y f 2 ( 1 + 3 ) y con un vert ice en 
el eje x 

48, La parabola con virtice V(5 h 5 ) y d eje y como directriz 

49 + La elipse con vertices, V|(7, 12) y V : (7, -g) y que pasa por 
e| punto F(l. 81 

J0 + La parabola con Venice V'( -1,0) y eje horizontal de slme- 
trfa, y que ciuza el eje y erty - 1, 

51. La trayectoria de EaTierra alredcdor del Sol es una 
el ipse con el Sol cn un foco. La elipse tiene eje mayor 
1 86 00(1 000 dc millas v eseenlricidad 0.017. EncuCnCrC la 
dislancia cnlre In Ticrra y cl Sol eucindo la Ticrra csta 
a) msis eerca del Sol y b) mis lejos del Sol. 



52. Una nave sc localiza a 40 mi El lls de una orilla recta, Las 
cstac Lancs LOR AN A y Bsc hjcalizan on laoriiEa, separadas 
300 mi 1 1 as. A partirde las scflalcs LOR AN, cl capitan deter- 
min a quo su nave esla 80 milks mils ceta a A que a B En- 
euenire la ubicacidn de la nave. (Cologne a A y B sobre el 
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eje y con el eje x en medio. Encuenlre las coordenadas x 
y v de la nave.) 


63—66 ■ Sc da la ccuaciOn polar dc ima urinica, 
a I Encuentre 9 a exceniriddad e identilique la cdnica. 
b) Bosqueje la Crimea y marque los vertices, 

I 


63. r = 




3 OH mil las 


Hi - 




40 millas 


64. r = 


65. r = 


66. r = 


I — cos 9 
2 

3 + 2 sen 9 

_4 

1 + 2 sen 9 

12 

E - 4 cos 8 


53. me Dibuje las griflcas de la siguienie lam ilia de elipses 

para k - 1, 2.4 y 8. 

2 2 
-I_ + L - i 
16 + t 3 * 3 

h) Pruebe que las dipses del incisoa] tienen los imismos 
foe os. 

54. a) Dibuje grificas dc la siguiente familia dc parabolas para 

fc= l 1,2 y 4. 

y = kx 1 

b) Encuemre lew focos de las parfboks del inciso a). 

c) ^Crinio cambia la uhieadrin del foot) euartda aumenta kl 

55-58 ■ Sc &m I actuation de unactinica. 
a) Use el diserinninante para determinar ss la grdfica de la ecua- 
drin es una parabola, unaelipse o ana hip^ifoda. 

H) Use la rn lac ion dc ejes para dim inarc] lerminojy. 

C) Bosqucje la prulka. 

55. x 1 + 4ry + y 1 - 1 

56. 5.i 2 - & sy + 5y 2 - 8i + $y - 8 - 0 

57. lx' — b V'3.yy +• 3 3y' - 4 V3 ,t — 4 y = 0 

58. Qx 1 + 24.ty + 16y 2 - 25 

59-62 ■ Par media de un dispositive de gratteacion trace la cri- 
mes. Idcnliliqne cl tipodc conica a partir de la gnifica. 

59. 5.* 2 + 3y 2 = 60 

60. 9X 1 - [2y 2 + 36 = 0 
6L 6.v + f - 1 2y = 30 

62, 52-r - 72xy + 73v a - 100 


67-70 ■ Sc da un par dc ccuacioncs param^lricas. 

al Bosqueje k curva represented^ por las ecuaciones 
paramdricas. 

b) Encuemre una ccuacirin en eoordenadas rectangulares pars la 
curva al eliminar el pardmetro. 

67. jc = I — t\ y = 1 + l 

68. jr = f 2 — j, y = r + 1 

69. x = 3 + cos 6 y = 3 - sen t, 0s/5 #/2 

1 2 

70. x = - + 2. v = — . 0 < t ^ 2 

t i 2 

71-72 ■ Use un dispositive dc graficacirin para Irazar la curva 

param£trica. 

71. x — cos 2l> y = sen 3f 

72. x = scn(r + cos 2r), y = cos(i +■ sen 3r) 

73. En 3a figura cl punlo P cs c! punto medio del scgmcnlo QR y 
0 ^ 8 < rr/2. Cun 9 Como parimetm. enuuenire una rcpnC’ 
sentadftn param^trica para 3a curva trazada por F 
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10 Evaluacion 


1. Encuentrc el foco y la dircctriz dc la parabola x 1 - ^ L2y, y bosqueje su grifica. 
3L Halle los vertices, focoa y las longitudes de las ejes mayor y me nor para U clip* 

x 1 y 2 

— + — = L Uiego bosqueje su gr£fica. 

10 4 


y 2 jf 5 

3> Enctiencre los vertices, focos y asfntotas de la hipertwla — - — = l. A conti nuaddn 
bosqueje su grAfica. 


4—6 ■ Encuentre urta ecuacidn para la cdnica cuya grAfica w muesfra. 






7-9 ■ Bosqueje la grAfica de la ecuacitiii. 

7. 16jt ; + 36y 2 — 9fe + 36y +9*0 
B. 9x z - 8 y 1 + 36x + 64y - 164 
9 . 2x + y 1 + Sy + 8 = 0 

10. Encuentre una ecuacidn para 3a hipfrbola con focos (0, ±5) y con asmtotas y = ±|j. 

11 - Encucntrc ima ecuacibn para la parabola eon foco (2, 4) y el eje x como direciriz. 

12. Un reflector parabolico para an faro dc un aiuomovil forma un tazdn de 6 pulg de audio 
en su abertura y 3 pulg dc profundidad, como sc mucsira cn la flgura a la izquierda, 

A qu l distancia del v&tice se debe colocar el lilamenlo de la bombilla si sc dene que 
ubicar cn d foco? 
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13. 5} Use Cl diiinrmnantc para determinar si la grifica dc csta ccuaciin cs una pai£bola H 

una dips* o una hip^rbola: 

5x 2 + 4j> + ly 1 « L8 

b| Use la rotacibn de ejes para elinntrar el D&mina xy «i la ecuacidn, 
c) Bosqueje la grGfica de la ecuacibn. 

dji Encuenire las coordenadas de [q$ vertices de eats cbnic?. (en el sistema de coordena- 
das jry), 

14. a) Bncuentre U ecuacibn polar de la cbniea que tiene foco en el oHgen, escentricidad 

9 “ ^ y directrix x ■ 2- Bosqueje la gr^fica. 

tO -,Qjt ripe de cbnica represents la siguienLe tcuacidn? Bosqueje su grafts a. 

3 

r = 

2 - sen 8 

15. a) BotAjueje la grffica dc la cum param£trica 

jr = 3send + 3 > = 2 cos 0 G ■£ 0 £ nr 

b) Eliitiine el parametro 8 en cl inciso a) para obtener una ecuacibn para esla curva en 
tuordenadaj; rcctangulares. 
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11.1 Sucesiones y notacion de suma 

31.2 Sucesiones aritmeticas 
pi-3 Sucesiones geometricas 

31.4 Matematicas financiers 

11.5 Induccton matematica 

11.6 Teorema del binomio 


Esquema del caprtulo 

En este capitulo esmdiamos las sucesiones y senes de ntimeros, En pocas palabras, 
una sucesion es una lista de mimeros escritos en un onden especitko. Los numeros de 

la sucesibn se escriben con frecueneia coma a- h Los puntos significan 

quc la lista conti nuu par siempre. Un ejemplo sencilla es la sucesidn 


5, 

10 . 

35 , 

20 , 

25, . , . 

1 

T 

r 

! 

T 

"1 

fly 

% 

a* 

f if . , , 


Las sucesiones se presentan en niudias situaciones del miindo cotidiano, Por 
ejemplo, si usied deposits una cantidad de dinero en una cuenta que genera inte- 
rs ses, el in teres ganado cad a mes genera una sueesidn. Si usted lanza una pelota y 
la deja rebotar, ta allure que alcanza la pelota en cada rebote sucesivo es una su- 
cesibn. Una sueesidn imeresante esta oculta en la estructura interna de la concha 
de un nautilo. 



Usted podffa habcr pensado una manera distinta de deseribir el patrdn, como, ' pasa 
de un numero al otra sumundo 5”. Esta man era natural de deseribir la sueesidn se ex- 
press median te ]a formula recursive 1 : 


a* = <Vi + 5 


empezando eon <t, — 5. Trate de sustituir ;i - 1 , 2 t 3, . , . , en cada una de esias formulas 
para poder observer la tnanera en que se gene ran los mimeros en la sueesidn. 
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CAPlTULO 11 Sucesiooes y aeries 


Con frecuencia. usamos sucesiones para modelar fenbmenos del mundo real, por 
ejemplo, los pagos mensuales sobre ]a hipoteca es una sucesion. Exploramos much as 
otras aplkaciones tie las sucesiones en este capilulo y en d Enfoque en el modelodo 
de la pagina 874. 



Muehos proeesasdel mundo cotidiano general! listas de ntimeros, Porejemplo, el ba- 
lance en una cuenta banc aria al final de cada mes forma una lista de numeros cuando 
se rastrea en el tiempo. Los matemdlkos Hainan a estas lisias .wcesitmes. En esta sec- 
cidn estudiamos las sucesiones y sus aplieacianes, 

Sucesiones 

Una sucesion es un eonjunto de numeros eseritos en un orden especffico: 

P]+ Git Oji fijjn + ► * , 47 R b ■ 4 4 

El numero ri| se llama primer termino, a 2 es el segumlo t&rmino y, en general, a„ es 
el n-isimo termino. Pucsto que para cada numero natural n hay un numero correspon- 
diente a h , podemos definir a una sucesion como una tunc ion. 


Definition de unci sucesion 


L'nu sucesinn cs una fund on /cuyo do min i n es el cun junto de m'imeros nat Li- 
ra les,. Los va tores /( I ), /(2), /( 3% . , , son los terminus de la sucesidn, 


Por lo regular se escribe rt„ en lugar de la notacidn de funcidn f(n) para el valor de la 
fuocidn en el numero n. 

He aquf un ejemplo sene i Mo de una sucesion: 


2, 4, 6, 8 t 10, . . . 


Gtra mancra de expiriar cslii sucesion 
cs usor la notation dc funcidn; 


(j(n) — 2n 


de mode que a( I ) = 2, <4 2) = 4, 

*5) = 6 .-.. 


Los punt os indican que la sucesidn conti nua indefmidamente, Se puede escribir 
una sucesidn en esta manera cuando es evidente curies son los terminos siguien- 
tes. Esta sucesidn estd formada por ndmeros pares. Para scr mSs exactos, e& nece- 
sario especifiear im procedi miento para hallartodos los tgrminos de la sucesitin. Esto 
se puede deeluar dundo una formula para et /i-£simo termino a n de la sucesion, En 
este case, 

a n = 2n 

y la sucesibn se puede expresar como 


2 + 

4 t 

6, 

8, 

. . . , 2/1, 

ter. 


3er, 

4o. 

n-^eimo 

rirruinD 

termino 

termino 

trfrtrifio 

tirmino 


she 


3gido por dt 


autor 
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Observe edmo la formula a n — 2 n da todos los tdrittinos de la $ucesi6n. Par ejemplo, 
a] sustituir l t % 3 y 4en tt tenemos los primeros. cuatm terminos: 

a =2* 1-2 a = 2- 2 = 4 

a, = 20 = 6 a, = 2*4=8 

Para, encontmr el I03o. termino de esta sucesidn, iisamos n = 103 para obtener 

£1^=2- 103 = 206 


Ejemplo 1 Calcuio de (os terminos de tins sucesion 

Cakular los primeros cinco terminos y el cent^simo t£rmino de la sucesidn detimda 
por cada fdmniJa. 

a) a n = In - I b) = ir* - 1 


Solucidn Para detenninar los primeros cinco tfrminos se sustituye n — I, 2, 3. 4 
y 5 en la formula en el lugar del rt-6simo term i no. Para determinar el centesimo Ifr- 
inino, se sustituye n - 100, As! se obtieoe lo siguiente: 


1 ■■ * 


0 


L C& t^rnllnofi 
dccneceru 


4 5 6 * 


Flgura 1 


n-talmo t6rml no PH m a ros cinco tenminoa Centesimo ts rmino 


a) 2n - 1 

L3, 5, 7,9 


199 

b) n ! “ 1 

O t 3, S, 1 5, 24 


9999 

, rt 

12 3 4 5 


100 

c ’ n + i 

2 h 3 K 4’5 < 6 


101 

. ("I)" 

1 l IE 

L 

1 

d> « — — 



2im 

' V 

Ta’ s' 16 t 

32 


Ec cl ejemplo Id) la presencia de (— I)” en la sucesidn tiene el efeeto de hacer que 
los tdrminos sucesivos scan altemadamente negatives y positive*. 

Con freeuencia es util esbozar una sucesidn dibujartdo una gritica. Puesto que una 
sueesibn es una funcibn cuyo dofnkio son los numeros natural es. podemos dibujar ta 
graft ca en el piano cartes iano. Por ejemplo, la grdfica de la sucesidn 


11111 1 

, la * * a. i jS ** ! » * * t 3 * ■ ■ 

Lc® temino& 2 3 4 0 0 n 

tieftpn si^rroe 

siterna^os. se muestra en la ft guru i . Compfrela con la grtfica de 

* ii li l (~ir i 

t , 5 * * ’ 2 T 3’ 4*5’ 6’ if 


mostrada en La figura 2. La grifica de cada una de las sneeskoea consiste en pantos 
—1 aJslados que no eslin unidos. 

Las calculadoras que graftcan son utiles para analizar las sucesiones. Paratrabajar 
Fig urn 2 con sucesiones en la Tl-83, es necesario poner la calculadora en mode Seq como en 
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la ligura 3a). Si se ingresa la sucesidn t^n) = nftrt + I ) del ejemplo lc}, podemos ver 
ios terminos usando el comanda i table como se muestiru en hi tigura 3b). Tambien 
sc pueden graficar las sucesiones como se i lustra cn la figura 3c), 


Figure 3 

u(ji) = nj(n + 1) 


P-LdH PlotZ PLcl3 
rjK i n-1 

U ("> p jr/(n+ 1 > 


a) 


1.5 



0 ‘ 
b) 


* *■ 


15 


c) 


Encontrarpatrones es una parte important? de las matem&ticas. Considere una su- 
cesidn que cmpieza 


1 , 4, 9. 16,, .. 


No tgdas Ess sucesiones sc pueden ddv 
ntr median te una formula. For ejciuplo, 
no hay formula conocida para la sucfr- 
sibn dc ntlmcros. primus: 

2„ 3 t 5,7, 1 1, 13, 17, 19,23,, ., 


Numeros primos grandes 

la husqucda de numeros primos 
grandes fascine a inuchas personas. 
En el momenlo en que osto se es- 
cribid, el tuimero prime- nUb grande 
conocido era 

225 0*4 951 _ j 

Fuc dcscubicrto en 2005 por Man in 
Nowak, un drujano oftaJmdlogo y 
aficionado a ks malemihiCiis, dc 
Michel Feld, Ale manta. Utilize para 
dlo una computadorai Pentium 4 
de 2.4 GHz. En In noise ion decimal 
este ntimero convene 7 H 1 6 230 df- 
gitos. Si sc escribien complete 
ncuparia casi el doble du puginas 
de este libra, Nowak esuivn trabu,- 
jando con un grape de Internet 
grande conocido como GIMPS 
i\a Great Interne! Mcrscnnc Prune 
Scare b, la Gran Buscjueda por In 
k-rncE de los primos Mersennel- 
Los numeros dc la forma 2’" - I, 
domic p es prime, se I laman nd- 
mcros Mcrsenne. y cn dies sc 
compnieha con mas facilidad su 
calidud de primos que en otros 
fUta es la raztin por 3a cua[ los pri- 
mos conocidos rruis grande s son de 
es(a forma. 


^Ptiede detec tar un patron en estos numeros? En otras palabras., ^puede definir una 
sucesifri cuyos primeros cuatro krroinos scan estos numeros? La respuesta a esta 
pregunta parece fdcil; estos numeros son los cuadrados de los numeros L 2* 3 + 4. Por 
eonsiguiente, la succsidm que es tamos buscando se define inediante a H — n 1 . No 
obstante, esta no es la mica $ueesi6n cuyos priraems cuatro tirminos son 1 , 4-. 9, 16. 
En otras palabnii. la respue sia a ituestro problema no es tinica { v^ase el ejertieio 7S). En 
el ejemplo signiente interesa encontrar una sucesidn obvia cuyos primems terminos 
concuerden con los i^rminos dados, 

Ejemplo 2 Determination del ft-esimo termino 

de yna sucesion 

Determine el n-^simo t£nnino dc una sucesion cuyos primems terminus se 
proporcionan. 

ft) jt if ^ ji < < » b) —2, 4 + “8 + 16, “32 + . . . 

Salucl6n 

a) Se puede observar que los rtumeradores de estas fracc tones son los numeros im- 
parcs y los denominadores sort los numeros pares. Los numeros pares son de la 
forma 2/i, y los numeros imparcs son dc la forma 2n ~ I (un ndmero impar di- 
fiere de un numero par en 1). Entonces, la sucesion que lienen estos numeros en 
sus prtmeros cuatro terminos estd representada per 


In - 1 



b) Estos numeros son potencias de 2 y se alteman de signo, por lo que una suee* 
sidn que concuerda con estos terminos es 

a, = (- 1 ) fl 2* 

Debe corrproharque esius formulas gene ran en verdad los terminos dados, ■ 

Sucesiones definidas recursivamente 

Algunas sucesiones carecen. de formulas que se definen tan facilmente como las del 
ejemplo anterior. Et n-feimo termino dc una sucesidn podrta depender de algunos o 
de lodos los terminos que lo preeeden, Una sucesidn dclinida de esta mancra se lla- 
ma recursiva. He aqut dos cjcmplos. 
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Kri Lustenies I .ilrcdeJor de 27fi ;i 
195 a,C..l lue un £c6gr.ilb. mate 
matieo y astronomis gricgo rnuy re- 
conoeidc, Cikut6 exauiimence In 
eireunferentia dc La Tierra me- 
duinie un metodu muy mgerno^i 
C vease el ejcrcicio 72. p&gisia 476), 
Sin embargo, es mis ianvt'^o por su 
meiodo para encontrar numerous 
primus. eonoddo en la aciualidod 
COftiO la rriha dc FnfiPsU'nrs, Id 
metodo consist? en haee« una lima 
de micros, empeiamlo pof el 2. el 
primer mirnero primo, y luegotacbar 
todcs 3ns muUiplos de 2, I os cualci 
no son primus. £1 siguicntc niimcro 
quc qucda cn la lisla cs cl 3, cl se- 
gund-o primo, dc made quc de nue- 
vo sc tiu'lmn lodos Ids irujjiiplos dc 
eSte, HI siguienie ntiim-ro es el 5, el 
lercer mfcnem prime, y se mchan 
Indus su.i umliiplos. y ysi sueesiva- 
raeiMu. De e.vtu mancra, todra los 
numicras qua no son primos estdn 
Uetiudos. y t-ns niimeros. q uc qucJan 
son los primes. 


(2)L3',i 4 

@ >? (fn j4 

i? f @ & 

LV, 32 35 yi 

'll 4? 4ri 

@ & 65 0 

(to 7$ © 7* 

pi pi #3 ?*. 

yj\ 0 ij.* 


I _ V ' Jl t ,« J 

^ k!® 

25 p 

35 36 37. • 
. r . x 
45 -K' 4-; 

55 5* if 

0 0 ^7) 

75 % r 

0 0. !*f 

O - I ' 


K « J " 
JS 19 2fi 

:8 S-! Jd 

3fi 3^ -JC. 

4? » fj y 
>S So ("< 

(>S l/i Ti 

yd (§ ph 
0 || 00 
p| 


Ejemplo 3 Determinaddn de tos terminos de 

una sucesioo definida recurs ivarriente frnjrti 

Determine los primcros dnco terminos de la slices ion definida recurs ivamente por 

it, = ly 

^ = 1 + “) 

Solution La formula que deline esta sueesidn es recursiva, Permite encontrar el 
rt-esimo termino u n si se eofloce el term! no precedenie a„ Por lo tanto, sc pnedc 
cakular el !«gundo termino a psirtir del primero. el lercero a psulir del seguddo, el euar- 
to termino a panir del lercero y asf slices ivamente- Puesto que ya lenemos el primer 
tfrmino - l T se puede continual eomo signe 

o 2 = 3<o, + 2) = 3(1 + 2) = 9 

aj = 3 (o 2 + 2) = 3(9 + 2) = 33 

a, = 3(<i s + 2) = 3(33 + 2) = [OS 

a 5 = 3(4, + 2) -3(105 + 2) = 321 

Por lo lanlo. los primeros cinco terminos de esta sucesion son 

1.9, 33 t 105, 321 ■ 


Hay que obscrvyr quc con nbjetO de detcrminar cl vigc^simo termino dc la succsi(')n 
del ejemplo 3, es necesario primero encontrar tos 19 anteriores. Esto se etectua con 
mis facilidad median te una calcuLadora para grafican En la tigura 4a) se i lustra cdmo 
introducir los dates de esta sucesion en la calcuiadora TI-83. A partir de la figura 4b) 
se pnedc observar quc cl vig^simo tdmiino dc la sneesidn es = 4 649 <W5 865. 


Hffti pL^ti ruts u 1 20) 

4649045865 

1+2 1 


al b) 

Figura 4 

«(nr) — 3 (ii(-fi - I) + 2% u(l) = l 


Ejemplo 4 La sucesidn de Fibonacci 

Calcule los primeros \ 1 icntunos dc la sucesidn definida recurs ivamcrtlc 
por F\ — 1 , F 2 — 1 y 



cr n 


Solucion Para calcular F n necesitamos encontrar los dos terminos precede ntes 
F„ ~ i y F n 2 - Puesio quc ya cooocemo6 F, y F : , contimiamos como siguc. 


F y - F 2 + F } = ] + I =2 
F* “ F a + F 2 = 2 + 1-3 
F s = F 4 + F 3 = 3 + 2 = 5 
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Fibonacci U (75- 1250) nacio en 
Pina, Italia, y *e educ£ en el none 
de Africa. Viajft por tod a hi zona 
del Mediterraneo y aprendiri vanes 
rndtodc# que sc u^aban cnlonccs 
para escjibir numeros. Cuarudo rc^ 
gresd a Pka en 1202, Fibonacci sc 
declare en favor del uso del $iste- 
mu -J ec i f iLllI hindu-arabige, cl que 
usamas en III actuulidad, en lue.ii 
del Ssistcmu numerieo fomunt) que 
se usaba en Eurupa en esa epoea. 
Sc ultra tn j s flirnosa. Liber Abaci, 
expbea ell detalle Us ventajis lIe 
( os numeroh hindii-arabigos. En 
efeqto, la multi pljcaci^n y III divi- 
sion eran Can eomplLeadas usandn 
los niimeros romanos que se re- 
i_l LLtrfiii uj i grado umversiLario para 
alcanzar «a* habilidades, F^. ime 
resume hacer nomr que en .1299 (a 
ciudad de Fktfcncia dev lard fuera 
de la ley el uso de I simema decimal 
para Lnmerei antes \ negoctos, \ 
pedia que los nunicrns se esxrrlhi o 
ran en cametercs romanos o en pa- 
labrus. Uno solo puede cspccular 
accrca de la fazdn de esia ley, 


Figure € 


Es evidenie k> que sueetie aquL Cada t^rmino es si mp3 entente la suma de los dos 
terminos que !o preceded, por lo que cod toda facitidad se pueden escribir tamos tir- 
minos coma queramos He aquf los primems 1 1 t)6midt)s T 

1,1,2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . . ■ 

La sucesidn del ejemplo 4 se dent jm in a sucesion de Fibonacci, nombrada asi en 
honor del matemitico italiano del siglo xm que la utilizti para resolver tid problems 
rdacionado con la reproduccibn de los conejos (v^ase el tjereieio 77). La $ucesi6n 
tarn hi en se presenta en numerosas siluaciones en la naturaleza (veanse las figures 5 
y 6), En efecto, tantos fendmenos se comportad segun la sucesidn de Fibonacci que 
una revisla sobre marem&ieas, d Fibonacci Quarterly &6lo se dedica a las propiedades 
de esta sucesidn, 


Figum 5 

La sucesidn de Fibonacci en 
el aecLmiento de las raitas de 
un irbol 




E-spiral de Fibonacci 



Concha do nuutilo 


trial 


>tegick 
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Sumas parciales de una sucesion 

En el eileulo infinitesimal, con f recue ncia nos interesamos en la suma de Eos lermi- 
nos de ima sucesion. Esto da origen a la delimicidn siguiente, 



Ejemplo 5 Calculo de las sumas parciales de una sucesion 

Calcule las prime ras cuatro sumas pare tales y 3 a tt-isima suma parent I de la suce- 
sidn dada por a H = I /2"< 

So I ud 6 n Los t£nm i nos do k sucesidn son 


I 1^ l 

r i* r 8 * * 


Las primeras euatro sumas parciales son 


5 S 


^4 




1 J 

+ 8 + 16 


1 

2 

3 

4 

7 

8 

15 


16 


Material pralegido por der echos de au 



CAPkTULG 1 1 Sucesiones y saries 


82E 


surras parches 
dt 1 3 $u£G$\6n 



i 

3 


S s 

* 


0 


+ 

\ 


*2 


+ 

2 


Tsrm rcift d c 
U 5uGe&k$n 



Hay que observar que en el valor de cada suma parcial el denominador es una 
poiencia de 2 y e! numerador una uni dad menor que el denominador. En general. la 
rt-£sima suma parcial es 




2" — 1 I 

2 " T 


Los primeros cinco tgrminos de a„ y S„ se grafkan en la (igura 7. 


Ejemplo 6 Calculo de Las sumas parciales 
da una sucesion 



Figura 7 

Gfeffia de 3a suceudn a„ y la suoesiftn 
de iajR suruas parciales. S w 


Determine las primeras cuatro sumas parciales y la *T-£sima suma parcial de la su- 
cesion dada por 



1 

n + 1 


Solution Las primeras cuatro sumas parciales son 

*-(■-*) —i 

— i 

s »”( 1_ J) + ({“{) + (i“i) =1 ~i 

l Detecta un patron aqid? Clano. La n-6sima suma parcial es 


Esso nos dies 

que terminamoe 
CO n t ™ ffl. 

que teriemos qus V 1 t[t 

sum »r t-i 


Eato Signifies 
qus empe&jmos 
con it — 1. 


Notation sigma 

Dada una sucesidn 


£J], CI3, 


se puede esciibir la suma de los primerra ft E^rminos usandet la notation de suma 0 
notation sigma, Esta notacion toma m nombre de la letra griega mayuscula X, que 
equivale a la S de "suma". La notacion sigma se usa como signer 


a 

= U\ fi Uz + Ajf + *4 T 

*=1 


- a, 


El lado izqukrdo de la expresidu quiere deck "La suma de a k desdc que A - 1 hasta 
k = n". La letra It se llama fndice de suma o variable de Ea suma, y ia idea es 
reemplazar it de ia expresidn despues de sigma por Ids enteros l, 2, 3, . . . , n, y sumar 
las espresiones result antes, para ilegar a obtener el lado derecho de la ecuacidn. 
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Las siguientes propiedades de las sumas son consecuencias natural es dc las pro- 
piedades de los numeros reaJes 


Propiedades de las sumas 


Sean tij, a : , w*, ii 4l . , * y h 2 , h fr 4 , t , . . . sueesiones. Entunces punt todo entero 
positive /? y cualquier nil mean real c, se cumplen las siguientes propiedades. 

1 2( a * + M * 2** + 2 b * 

fe-l A-] i-S 

2 2(<** - w = 2*** - 2 fr * 

i-i i-i 

3. J>, = c( ]£>») 

*=l \ *=l / 


■ D©mostraci6n Para demoslrar la propiedad I , escribimos el primer miembro 
de la ecuacidn como 

JV 

2 ( a * + = ( fl i + *i) + (°i + * 2 ) + (oj + * 3 ) + ' ** + (a* + K) 

1-1 

Puesto que la adicidn es conmutativa y asociativa, podemos reacomodar Ios termi- 
nus en d segtmdo miembro para tenet 

2 (o* + fri} - (ff 3 + a 2 + aj + ■ ' ♦ + a n ) + (6| + b-t + + * * 1 + h n ) 

t - 1 

A I volver a eseribir el segundo miembro aplicando la notation sigma obtenemos 
la propiedad L . La propiedad 2 se demuestra de manera similar. Para demostrar la 
propiedad 3, usamas la propiedad distributor: 

n 

2 ca± — «J 1 + cai + ca ^ + ■ - - + Ca n 
*-1 

= e(fli + o a + a 3 + • • ' + 43„) = c( 2 °t 

\ i-i 



1* W Ejercicios 

1-10 ■ [Determine (os primeros cuairn tf rim nos y el cental mo H— 16 ■ CaJculc Los primeros cinco t£nninog de la sucesion 

l£muno de la sucesirtn. definida recursivairentc. 


L d. ■ ft + I 


3. a M — 
5* o M ~ 


1 

n + 1 

(-ir 


7. o„= I +(-!)■ 


9. u n = ft" 


%, a* * 2n + 3 
4. a„ - r? + ] 



S. a„ 


(-U" + J 


n 

a + 1 


10. o h = 3 


11. a m = 2fa,_, - 2) y a L = 3 

tiA = y y *■ = -« 

13, = 2a„. j + 1 y d| = I 

1 

14 , a„ = y a, = 1 

1 + 

15, a„ - o n _, + o H _j y 

1*. a* = a„_, + a„_ ; + a„_j y a, = aj - o, = 1 
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17-22 ■ Pur medio de una calculadofa para gmficar ejeeute 
Id aiguiente. 

a) Determine el dm mo termini o de la succsidn. 
bj Graliq uc los ptimeros ID tirminos de la Buceaitio. 


17. a„ = 4n + 3 
n 

l9i a n 

ft 


18. a„ — n 2 + n 


m d,-4-2(-i r 


1 

21. a„ = — y a, = 2 

22. fl„ - a*-i - ff.-j y ^ = l, flj = 3 


23-30 * Determined tdrmmo de la sucesidn cuyos 

primeros t^rminos, se proporcionan 

23. 2, 4, 8, 16. + * * 24, - j, J + - jj, . * . 

25. 1,4, 7, 10. , , , 26. 5, -25, 125, -625, . , , 

27, I., J, . . . 28. ], ft f, ■ . - 


29. 0, 2„ 0, 2 + 0, 2, . . . 


in i l t i « i 

*,31 4,, 6S - - 


31-34 ■ CalcuLe las primeras seis sumas pare tales 5,. S 2 , S 3 , S 4 . 
Ji, S't, de la Bnada, 

32. l\ 2\ 3\ 4\ . . . 


31. L. 3, 5, 7, . . . 

33 111 ! 

3’ 3 J ’ 3 J1 3*’ ’ " 


34. — 1, l, ”1, I,* , , 


35-^58 ■ Cakule las primeras cuatro sumas parriales y la ra-£sima 
suma partial de la sucesidn « n . 


35^ ff fl * 

37. a„ — Vn — Vn -f " I 


36. a , = — !— 

n + 1 n + 2 


38. a, - log 


(*) 


(Suj’fnrnrfa: aplique una propiedad de 


los Icgaritmos para expresar el n-6simo tirmino como una 
diferencia) 


47-52 ■ Mediante unacakuEadora para graficar evaliie las 
sumas. 


JO 

47. 2* ! 

«■ 2 A 1 +;) 

St. 

ir -0 


100 


48. 2(3* + *) 

4-1 

15 , 

*■ Strrr 

j-iJ + 1 

ido /-jy 

S2. 2 — 
Zr, n 


53-58 ■ Escrtba la suma sin usar la notaddn sigma. 

s * 2i - 1 

“SS+T 

S6. J>(* + 3) 

4-6 

58, 2(-1) /+ V 

*=•1 ^-3 


53. 2^ 

4-1 

* 

55, 2vFT4 

4-0 

100 

57, 2* 1 


55ME6 ■ Eseriba la suma mediante la notation sigma. 

59. I+2 + 3+ 4 + -- +10G 

60, 2 + 4 + 6 + * ■ * + 20 61, l 2 + 2 2 + 3 2 + ■ ■ + 10 2 


62 . 


1 


1 1 

+ 


1 


2 In 2 3 In 3 4 In 4 5 In 5 


+ - ■ - + 


I 


100 In 100 


_ I I I 

TTi + FI + 3T4 + 


+ 


1 


_ VT Vi V5 

64, • „ + — : — + — — + 4 * 1 + 


V 


909’ 1000 

Vjj 

n 5 


ICO 


39-46 * Catcule la suma, 
* 


65. 1 + jt + Jt 5 + jc 3 + ' * - + x 

66. J - 2 jt + Sx 2 - 4J 3 + 5 ^ + * - « - IOOj^ 

67. Eneuentre una formula pam el H-6simD lermino de la 
sucesidn 

vl V2v^, V2V2V5, v'2 V2 vt = . . 

ISugerencia: escriba cuda uno de Ids temiinos cornu una 
poleneia de 2.] 

68. Ddina la sutesidn 




4-1 

«* 2^ 

4-| « 

«. 2U + (-')'] 
1-1 

45. 2 2t ”‘ 

*-1 


40* 2 it 2 

JM 

tn 


1 / (L + V5)»-(l - V5)’ 


'* V5\ T 


) 


ULilice d comanda 


TAtiLE 


42. S(-l)1 

J m i 

i2 

44. £ 10 
46. ViT 


H L 


dc una calculadom para graficar 
con d lin dc dclcrminar Ids primeros 1 0 terminus de esta 
sucesidn. Compare con la sucesidn de Fibonacci F*. 

Aplicaciones 

69, Interns com puns to Julio dcposiLa 2000 da Lares en una 
cucntu de aboezos que paga un interns de 2.49^ al nAo, com- 
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aritmeticas 

En esta seccion se trata un tipo especial de sucesidn, llamada sucesitin aritin£tica. 

Sucesiones aritmeticas 

Quizci Ea manera mas send I la de general una sucesitin es empezar con un niitnero a 
y aiiadirle una constants fijai, una y otra vtz> 



Definicion de una sucesion antmetiea 


Una sucesion arilmelica es una sucesion de la forma 

a. a + d, a + 2d. a + 2d. a 4- 4J, . . . 

E] numL-ru n es d primer termfno. y d ls la diferencia cornu n de la suee- 
sion, El n-esimo termini* de una sucesion aritmtitica esca dado por 

a„ = o + (fl “ l)c? 


El mimero d se llama diferencia cormin porque cualquier par de t£rminos conse- 
cutive^ de una sucesitin aritmtitica dene una diferencia de d , 

Ejemplo 1 Sucesiones aritmeticas 

Si a — 2 y d = 3„ entonces tenemos la sucesitin aritmtitica 

2 f 2 + 3, 2 + 6. 2 + 9, , . , 
obien, 2,5,8,11,... 

La diferencia de dos terminos consecutivos cualquiera de esta sucesitin es d — 3. 
El n-6simo ttfrmino es a„ - 2 + 3(« - 1). 

b) Considers la sucesion aritmetica 

9, 4, -1,-6, -11,,.. 

Bn esie caso. la diferencia corntin es d - -5. Los ttirminos de una sucesitin 
antmetiea dismimiyen si la diferencia comiin es negativa. El w-tisimo tdmino 
es a A — 9 - 5(n - l). 

c) La grdfica de la sucesion aritmtitica a n = I -I- 2(n — 1) se muestra en la figura L 
{Observe que Ins pantos de la grdfica qucdtin en la recta de pendiciue d — 2. 

20 


10 
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Matematicas en el 
mundo moclemo 

Division justa de blends 

Dividir un bien en forrot justa en- 
tic Lina ctertn eanltdad de personas 
es degran inlcris para tos maEema- 
[ices, Entre lus prablcmas dc csEj 
naturaleza se encuenfran dividir 
el presupuesto naeional. t terras crc 
dispute o Ilk biencs en los eases de 
divoreio, En 1994, Uramsy Taylor 
rncrontraron un cam ire matemaLi- 
co para dividir un forma justa las 
eosas. Su solution sc hn aplicado 
a Ion problems dfr division en la 
cieneia politico, prated initertEos le- 
gates y otras dreas. Ramentenderel 
pnih lenia, considers ei ejemplo si- 
guientr. Supongaque las personas 
A y B quieren dividir justamente 
Lina prnpiedad entre ellos. Dividir 
justamente signifies que tamo A do- 
mo B deben quedar fftUstechos eon 
d resutlado de la division. Solu- 
tion: A tic tie que Lirgar a dividir la 
propiedad en dos panes, y lutgc B 
tierie que llegar aelegir la parte que 
: ncre Puesto que A y B tumaron 
parte en el proceso de division, 
cada Lino debe cslar satisfecho. La 
snuaeitin se vuelve mdi cotnplica- 
da cuando son ires a mds personas, 
y csiiqui dondc cntriin Un, mfltcrrte- 
ticos. Dividir las cosas en forma 
justa rcquierc mueho m£s que sdlo 
conar las cosas a la mstad; se liene 
que iLTmar en cueniu el valor relati* 
vo que tada persona da a la cosa 
que va a ser dividida. Una de las 
hi slon as que aparecen en la Biblia 
i lustra con elundad estas situac ni- 
nes: dos mujtres se prescntEiri ante 
el rey Salomon. Cada una alirmaha 
scr la madre de un nifio rccicn na- 
ddo, La Holucidn del rev Salomon 
fue ; dividir el nine a la mttad! 1 La 
madne real, quien vakiraba al irifto 
mas que nadie. mmcdiatamcnEc dc- 
sistid de sus afirmattones eon el fin 
de salvar la vida del nifio. 

Las SOlOCioiles maLemalica- 
para tos problemas dc la division 
jusia se han uplicado nccienteme ri- 
le en un tratado intemadonal, la 
Convention on the Law of the Sea. 
Si un pa is quiere sacar pro vet ho 
de una parte del fondo del mar, 

iamtimm ! 


Una sticesidn aritmetica es(a definida por complete con el primer t^rmino a y la 
diferencia comiin d , Por lo tanto f si conocemos los dos pritneros t^rminos de una su- 
cesi6n aritmftka, entonces podemos encontrar una formula para d n-gsimo tdrmino, 
como se muestra en el ejemplo siguiente. 

Ejemp I o 2 Determ i na cidn d e term in os 

de una sucesldn aritmetica 

Determine los primeros seis term in os y el l^rmino ntimero 300 de la sucesi6n 
aritm&ica, 

13, 7, . . . 

So I u cidn Fkiesto que el primer t^rmino es 13, tenemos que a - 13. La diferencia 
comun es d — 7 — 13 = -6, Por lo tanto, el n-^simo t^rmino de la sucesidn es 

a, - 13 - 4” - 1} 

A parti r de lo anterior encontramos los prinneros seis tintimos: 

13, 7, 1,-5, -11,-17,.., 

El tricent^simo l^nnino es a^m = 13 — 6(299} = - 1781, • 

En el ejemplo siguiente se muestra que una suCesi6n aritm^lica queda definidu del 
todo por dos t^rminos cualesquiem. 

Ejemplo 3 Determmacion de los terminos 
de una sucesidn aritmetica 

EJ i^nnino d^cimoprimero de una sucesidn aritmetica es 52, y el t£rmino decimo- 
noveno es 92, Caleule el tgrmino 

Sotudion Para determinar el n^sirno t^Tmino de esta sucesion es necesario en- 
contrar a y d de la formula 

~ d ■+■ (ji — l)d 

A parti r de esta formula lenemos 

a n = a + (11 “ \)d = a + lOd 
J3i5 !s: d , + (19— !)J=fl + 18rf 

Puesio que a M - 52 y o [9 - 92. planteamos las dos ecuadones: 

52 « a + 10^ 

92 = a + 18rf 

Al resolver el sistema y determinar a y d t obtenemos a - 2 y d = 5. (Compru^belo.) 
Por lo lanto, el ri-4simo t^rmino de esta sucesidn es 

fl. = 2 + 5{n - I) 

El mildsimo termino es £r ]DOtt “ 2 + 5(999) — 4997, M 

Sumas parciales de sucesiones arltmeticas 

Suponga que queremos hallar la suma de los numems I T 2, 3, 4, ... , LOO. es dedr, 

IOQ 

4-3 

Cuando el famoso matem^tico C. F. Gauss era un escolar, su maestro planted este 
problema a la clase, con Id cual esperaba que los mantendria ocupados un buen liem- 
po. Pero Gauss respond id casi de inmediato. Su idea fue la siguiente: puesto que 
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Ejemplo 4 Determinacion de una suma parcial 
de una sucesion aritmetica 

Calcule la suma de tos pnmeros 40 [£rminos de Ea sucesidn aritmelica 

3.7, 1US.... 

Solucion Por lo que se reiiere a esla sucesion aritmelica, a = 3 y d = 4, Si apli- 
camot la fdrmula 1 para la suma parcial de una smcc$i6ci aritmeLiea, obtcnemos 

Sm = f [2(3) + (40 - 1 )4] = 20(6 + 356) = 3240 i 


Ejemplo 5 Determinacion de una suma parcial 
de una sucesion aritmetica 


Encuentre la suma de los primeros 50 numeros impares. 

Solucion Los numcros impares forman una sucesion aritm&ka con a = 1 y d = 2, 
El rt-dsimo termino es a n - I + 2(w — 1) = 2n — 1 + de modoque el quincuagesimo 
numero impar es = 2(50) - I = 99. At sustituiren la formula 2 de la suma 
parcial de una sucesion aritmgtka, obte nemos 


{ a + a^\ ( 1 + 99 \ 

S M = 50 1 — fa) = 501 — Y~ ) = 50-50 = 2500 



Ejemplo 6 Determinacion de fa capacidad 
de asientos en un auditorio 



Un audiiorio tlene 50 filas de asientos con 30 lugares en la primera fila T 32 en la se- 
gunda + 34 en la tercera, y asi sueesivamente. Calcule la cantldad total de asientos. 

Solucion La cantidad de asientos en las filas forman una sucesion aritnn£tica eon 
a — 30 y d = 2. Puesto quc hay 50 bias, la cantidad total de asientos es la suma 


S* = f [2(30) + 49(2)] S, = fa + (n~ t)j] 

= 3950 

Por lo tanto, el auditorio tiene 3950 asientos, • 


Ejemplo 7 Determinacion del numero de terminos 
en una suma parcial 

^Cuintos tirmitios de la suecskin aritmftica 5. 7, 9 T r r . se tienen que sumar para te- 
ner 5727 

Soluctdn Se nos pide encontrar n cuando S„ = 572, A! sustituir a = 5, d = 2 y 
S„ = 572 en la formula ! de la suma parcial de una sucesion or i Emetic a. obtenemos 

572 = “[2-S + (n - 1)2] S„ = fa + <« - tW] 

572 = 5n + n(n - I } 

0 ® n l + 4n - 572 
0 - (n - 22)(n + 26) 


Esto da n — 22 on — - 26. Pero corno n es el numero de carmines en la suma parcial, 
debemos tener entonces n = 22, m 
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Apilcaciones 

57. Depreciation El Valor de compra de una computadora 
dc otic inn cs 12 500 do hires. Su depreciation arum I a 
1875 dob res. EncuenUe el valor de la computadora des- 
pu£s de 6 afics. 

?M, Pastes a pi I a das- Las posies para lelMooo se almacenan 
apilados con 25 postes en la primera capa. 24 en la segunda 
y asf sucestvamente. Si hay does eapas. ^cuanlos posies para 
tclefbno hay apt] ados'? 



59, Inc remen tos al salario Un humbre obtiene unempko 
con un salaria de 3(1 0Q0 ddlares al ana. Le prometiernn 
2300 do! arts dc airmen to antral en Jos aflos sigutenles. 
Calculc cl total dc 3o ganado cn un periodo dc 10 anas. 

60. Autocinema Un auiocinema tierw espacto para 20 auto- 
mdviks cn la primera fila de estauooairtiento, para 22 cn 
ta segunda, para 24 cn la tereeray asi succsivumcntc. Si hay 
21 filas cn cl autucincma, calculc ia cantiilad dc automtiviks 
que puieden estacionarse. 

61- Lugares on el teatro Un arquileclo discria un Lcatro 
con 15 asientos cn la primera fila. IS cn la segunda, 21 cn la 
tercera y asi sucesivamente. Si el teatro va a lener una capa* 
Cidadde 870* quintas filas debe eonsiderar el ainqui recto en 
su disefio? 

62. Caida de una pelota Cutsndo se ieja caer iibremente un 
objcio coca de la supcrfidc icrzestre, la fuerita dc la grave- 
dad cs ulI que cl objcio cue a 16 pics en el primer segundo, 
a 48 piesen el siguientc segundo, a SO pics en el stguiente 
segundo y asi sucesivamente 

n) Encuentnc la dlslancia lolaJ que la pc lota recorre en 6 s. 
b) Determine una formula dc la distant: ia total que la pclola 
reccwTe en n segundos. 


fij. Los doce dias de la epoca de Navidad Enlatanbien 
conocida cancidn H The Twelve Days of Christmas"* una 
persona le da. a su amada k regales en el jMsimo dia durance 
cada uno de las docc dfas dc la ^poca dc Navidad. Asimismo, 
la persona da otra vez regains iden liens a Jos ya enlregados 
en cada dia posterior. For lo tanto* en el d fa 1 2, la amada re- 
cibe un regain por el primer dia* dos regalas par el segundo 
dia, ties regatos par el tercer dia y asi sucesivamente. De- 
inuestre que ia canddadde regains rccibida en el declmose- 
gundu dia es una suma pardal de una sucesion antmetica. 
Calcute la suma. 

Descubrimiento * Debate 

r* 4 . Media ;^ritmetica La media arilmetica o promed io de 
das immcras a y h cs 


a + b 



Observe que rrt es la misma distancia desde a como desde h. 
de modo que a. m, b es una sucesidn ariim&icq. En general* 
si m 2l . . „ , estin igualmenie separadas entre it y b 
de modo que 

a , Wj* m Jf ... * rn t * b 

es una succsidn aritnktica, entonccs m 3 , m 3 , . - , , m t se 
llaman It medias aritmdicas entre a y b. 
h i Inscrlc dos rnedias arilrnClicas entre 10 y 1 8, 
bf Irtserie ires media* aritm^ticas entre 10 y 18 
c) Supongaque un medico neeesita incremental - la dosis 
dc un cicrto mcdicamcnlo para un pucicnte. Ncccsila 
pasar dc 100 mg a 300 mg por diu, rcpariidns cn cinco 
paws iguaies. ^Cuantas media* aritrtktica* tiene que 
insertar entre i 00 y 300 para obiener la progresidn de 
das is diarift, y c ulles son esfts medias? 


11.3 


Sycesiones geometricas 


En esta seccibti esludtamos iat» sucesionts geom^tricas, Este lipo de sucesiones se 
presenta a memido en aplicaeiones de linan&as, cneeimiento de la poblaeidn y otros 
canapes. 

Sucesiones geometricas 

Recnerdc Que una sucesidn aritm^tica se genera cuando afiadtmos repeiidamente 
un rnimero ti a un termino iniciaJ a . Una sucesion geumetrica se genera cuando ern- 
pezamos con un niimero a y multipiicamox en forma repetida por una constable r T 
no eero y Itja. 
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Definition de sueesion geometries 


Una suecsimi geometrica es una sueesion de la forma 

a t ur t nr*. ur\ ar 4 t . . . 

El mimero a es el primer termini) y r es la ra/fin eommi de la sueesion. El 
fj-esimn tern] inn de una sueesion geometrica lo da 


El numero r se llama razon coimin porque la proportion de dos t&minos consecu- 
tivos cualquieru de la sucesi6n es r. 


Ejemplo 1 Sucesiones geometrical 

a) Si a — 3 y r — 2 f ententes ie nemos la sueesidn geomdtrica 

3, 3 '2. 3*2 2 . 3 * 2 3 , 3-2", ... 


o bien 3 t 6, 1 2, 24 T 4&, . .. * 

Observe que la rar6n de dos lerminos consecutivos cualquiera es r = 2, El 
w-tfsimo lermino es a n — 3(2)" ] . 

b) La sucesitin 

2, - \ 0* 50, — 250+ 1250, , + * 


20 


Figura 1 



es una sucesibn geometrica con a = 2 y r — -5. Cuurdo r es negative las 
t£rminos de la sueesion tienen signos akemados. El n-esimo lermino es 
a, = 2(-5)H. 

c) La sucesidn 

U 3 T 9‘ 27' Sf ' 

es una sucesidn geometrica con a = I y r = 5 . El n-esimo t^rmino es 

= i(0""- 

d) La grdfica de la sueesion geometrica a„ = { * 2 n 1 se muestra en la Jigura 1. 
Qbs^rvexe que los puntos de la gnSfiea quedan cn la gr4fiea de la funcidn expo- 
nencia! y — | ■ 2 * " 1 . 

Si 0 < r < 1 , ententes los tdrminos dc la gucesirtn geometrica nr ** 1 disminuye, pero 
si r > 1, entonces los l4rminos se mcrementan. (^Que sucedc si r = 1 ?) a 

Las sucesiones geom&ricas se presentan cn forma natural. He aquf un ejemplo 
Simple. Suponga que una pclola ex tan dlstjca que cuando xc deja caCT reborn un 
tercio de la distancia desde donde cayb. Si esta pelota se deja caer desde una uilura 
de 2 m, entonces rebota a una akurade 2{^) — ^ nnu En un segundo rebote, llega a una 
alinra de 0( j) - | m, y asf sucestvamenlt (v£ase la tigura 2 ), Por lo tanto* la altura h„ 
que la pelota alcanza en su n-4simo rebote esti dada por la sucesidn geometrica 

K = W' - 2(1}" 

Se ptiede determinar el n-£simo tdrmino de una sucesi 6 n geometrica si conoccmos 
dos t£rminos cualquiera, como se muestra en el ejemplo siguiente. 
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Ml 


Pm encontrar una formula para S„, multiphcamos $„ por r y resumes de S a : 
S n = Q + ar 4- ar 2 4- ar* + ar J 4- L ■ ■ + dr* -1 

rS„ = ar + ar 2 + ar 3 -H ar A 4- ♦ » » + ar*'* + ar n 
S„ - rS n = a ~ ar* 


Ententes. 


S n {\ - f-) - a(1 - r H ) 
a(l - r") 


(r* 1) 


Este resullado se resume en el sign ionic recuadro. 


Sumas parciales de una sucesion geometries 


En el easrn dc hi sucesidn geometric# a n — ar 1 ' III n-esima suilta part ial 
£* = u + ar + ar 1 4- ar 3 + ar A + * 1 ■ + ar* -3 (r # 1 ) 
scobliene mediante 

I - r fl 
S„ = a- 


Ejemplo 4 Determination de una sums parcial 
de una sucesion geometries 


Calcule la suma de los priraeros cinco terminos de la sueesidn geometric* 

I, 0 7, 0.49, 0.343, . . . 


Solution La suma reqUerida es la surra de los primeros cinco terminos de una 
sucesidn geometric# en la que a - l y r = 0,7, Si usaxnos la formula de £„ con 
n - 5, obtenemos 


S, 


= J ■ 


I ~ (0-7) 5 
1 - 0.7 


= 2.7731 


Pot So Eanteu la suma de los primeros cinco terminos de esia sucesion es 2.773 1 ■ 


Ejemplo 5 Determination de una suma 

partial de una sucesion geometries 

5 

Calcule la suma ^ 7(— §) . 
i-l 



Sol Licirin La suma dada es la quinta suma parcial de una sucesibn geom^trica en 
donde a = 7( — |) = — ^ y raidn comun r — - Por consiguiente, de acuerdo con 
la formula de S rt , tenemos 

„ 14 I - (Hf 14 I + & _ 770 

3 ‘ 1 " » 


^Que es una serie infinita? 

Una expresidn de la forma 

d( + a 2 + (Tj 4- a A + ■ ’ 
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recibe el nombre de serie infinite. Los puntos quieren decir que la suma continua die 
manera indefinida, t ,Que significado podemos da r a la suma de una cant id ad infinita 
de mimeras? Primero, parece que es imposibie sumar infinitamente numeros y llegar 
a un numem finite. Pero consideremoi; el problems siguiente. Usted tiene un pastel y 
quiere comer primero la mitad del pastel, luego corners la mitad de lo que reste, luego 
comer# otra vez la mitad del resto. Este proceso puede continuar de manera indefini- 
da porque en cad a etapa queda algo de pastel. 



Figura 3 


^Esto significa que es imposibie comer todo el pastel? Claro que no. Escribamos 
lo que usted ha comidu de este pastel: 


JL + I + ‘ + -U 

2 4 8 16 



+ ■ ■ - 


Esta es una serie infinita* y observamos dos cosas acerca de el la. Primero, a partir de 
la figura 3, es evidence que no imports cuintos term! nos de esta serie sumemos, el to- 
rn! nunea $er# mayor que ( , Segundo, eutre mis carmines de esta serie sumemos, la 
suma serd mds cercana a l (v£ase la figuTa 3), Esio Ueva a pensar que el numero L se 
puede expresar cotno una suma infinita de mimeros pequenos: 


, 1 , 1 1 
1 = 2 + 3 + i 




Para precisar m$s h examinemos las sumas pare i ales de esta serie: 


Si 

Si 


S 3 




1 

2 


1 1 
" 2 + 4 


1 I 1 

" 2 + 4 + 8 

= ! + ! + ! + ± = 

2 4 8 16 


2 

3 

4 

7 

8 

15 

16 


y + en general (v£a*e el ejcmplo 5 de la seccidn 1 1.1), 


S B 




T 


Cuando n se vuelve m&n y mds grande t estamos sumando m£s y mis terminus de es- 
ta serie. Intuitivamente, cuando n se vuelve mis grande, esti mis cerca de ta suma 
de la serie. Ahora observe que cuando n se vuelve grande, l/Z" se acerca mis y mis 
a 0. Por lo tanto, S„ se acerca a 1 - 0 = l . Con la notacidn de la seccidn 3.6, pode- 
mos escribir 

S n — ► l cuando n — * oo 
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Deypuds del primer tdrmino, los t£rminos tie esta serie format! una serie geometries 
infinita en donde 

51 J 

a ss- - y r — 

1000 100 


Par !o tanto, k suma de esta parte de la serie es 


De modo que 


ife A SI 100 31 

3 - ~ m 1000 99 990 

— 23 51 232S 388 

351 = ~ + — — = 

10 990 990 165 



Ejercicios 




1-4 ■ Se proporciona el n-dsimo t£rmino de una suce&idn. 
a> Eneuentre los primeros ctneo term La os de la sucesidn. 

b) iCtiil C3 la razdn comdn r? 

c) Grafique los idrminos que caiculd cn cl incise a}. 

1. o. = 3(2)”'' 2. a . = 3{-4)”-“ 

J-o.-K-tT' 4.^ = 3--' 

5-ft ■ Calcule el n-esimo tdrmino de Da sucesidn geomdtrica 
dados el primer tdrmino a y la razdn com Lin r. ^Cudl es el ruarto 
tdrmino? 


5+ a *3, r ■ 5 

7* a = J. r = — j 


6,0 = - 6 , r = 3 
8, a « V3 f r = V5 


9-16 ■ Determine si la sucesidn es geometries. Si es asi r caleu- 
1c La razdn comun. 


9. 2 , 4, 8, 16, , . , 

11 3 - 2 i 

4 4- -r^i Jj 4 i || + ■ * 

II 1111 
4^' 2 + Jt 4 .’ ji + « + 

15. 1.0.I.U2U33I. 


10. 2, 6, I 8 , 36 t . . . 
12. 27 1 -9, 3„ — 1, . 
14. e 2 t e“, .. 


16. 


iili 

2 + 4,1 6’ 1 ' 1 


17—22 * Calcule los primeros cinco terrninos, de fa sucesidn, y 
determine si es geometries. St es asf, determine la razdn comtin 
y exprese el n-esi mo term mo de la sucesidn en la forma cstandar 
0 „ = ar H ~\ 

17. a n = 2(3)" 

I 


19. 0„ „ 

4 

21. ^ = ln(5" -1 ) 


18. a n = 4 + 3 fl 

20 . a, = (— lyi” 

22. a. = n K 


23-32 <* Determine Da razdn comun, cl quinio tdrmino y cl 
0 -dsixno tdrmino de la sucesidn gcomdtri t a . 

2& 2,6,1ft, 54,--- 24. 7, ¥,¥,&. . . 

25 . 03 , ” 0 , 09 , 0 . 027 , - 0 . 0081 , , . . 

26. 1, V2 P 2, 2\/2, . . . 


27, 144, -12, t, 

29, 3, 3#*, 3 t * t 27. , . , 
31, ***. + . 


28, -8, -i..gg 

* r 2 ' 4 1 8 1 " ™ r 
32, 5, S e+ \ 5 3<+, 1 5*^’, . . . 


33, El primer lirmino de una sucesidn geom^trica cs 8 y cl sc- 
gundo tdrminnes 4. Determine el quinto tdmiino, 

34. El primer tdrmin-o de mm sucesidn gcometrica es 3 y el ter- 
ocr tdrmino cs j . Dclcrminc cl quin to tdrmino. 

35, La razdn com Lin de una sucesidn geom^trica es j y el quinto 
i^mnino es \. Determine e| teroer t^rmino. 

36. La razdn comun de una sucesidn gcomeiraea es ] y cl quinto 
Edrmino cs I. Delcmtinc tos primenos ires lemtinos. 

37. £Qu£ tdwino de la sucesidn geomatrica 2, 6, 1 8, - , . es 

J1S 098? 

38, El segundoy cl quinto terminos de una sucesidn geometric a 
son 10 y 1250, respect tvamentc, 31 250 urt I6rmint>de 
esta sucestdrt? Si es asf, tdrmino es? 

39-42 ■ Caicule la suma parcia] S K de la sucesidn geometrica 

que cum pie con las eondiciones dadas. 


39+ 0 = 5, r= 2, f) = 6 40. a — 

41* 0j = 28. flfi, — 224, n = 6 
42+ a 2 = 0. 1 % a, = 0,00096, 4 

43-46 ■ Cakule la suma, 

4X I +■ 3 + 9 + + 2187 

44, i-J + 3- Jh — - ria 


— i. n — 4 


ID 


45. X-’(I)‘ 


t-0 


«. 2^6) J 

ji-0 


47-54 ■ Calculc la suma de la serie gcom£trica infinita. 


4T - 1 + L j + 1 + ii + 


4g . ,_i + i„i + 
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* l- W“£ + - 

„ i i i i 

"■ ? + ? + + + 

52.3-| + |- |+-- 
2 4 8 


5ft. 


5 3 . 

54, 


100 10 , 3 

q 1 + — — 

9 3 10 


' + i + 

2 2V2 


** + i + 

4 



55-60 • Express et niimero decimal period ieo cn la forma dc 
una fnocitin. 

55. 0.777 . . 56. 0.253 

57. G.G303Q3 , . , 58. 2. M 25 

59. O.TTl 60. 0.123123123 , ♦ , 

61, Si Iq* numeros d x , o Zl , , . , a n fnrman una sucesidn geont£- 
Erica, cnlonccs a 2 , a y . . , r ti„ . | son media* geomftricus 
entre a, y a m . In&erle tres media* geometricas entre 5 y 80. 

62- Determine la sums de Los primeros 10 terminos de la sucesidn 

u 4- b, a* + 2b t + 3£, c 4 ■+ 46, , . . 


ApEicaciones 

6LL Depreciation Una construetora compra una pala rn«^nt- 
ca per 1 60 000 ddtares. El valor de La pal a so deprecia eada 
ario 20% de su valor del ario anterior. Sea V H el valor dc la 
paLa mecaniea end n-6simo aiio. f Sea n — t el ario en que 
>e compro 3a pula.) 

a) Determine ona fdnrnila para 

b) £En qu6 aiio cl valor dc la pala mcc&niea sera mcnor dc 
100 000 ddlarcs? 

64.. Arbol genealogico Una persona tiene do* padres, cuatra 
abuclos, ocho btsabuclos y ast sucesi vamcnle. ^Cudrltos 
anecslros tiene una persona que pfifttnccc a la 15a. 
generation? 



65. Rebote de una pelota Una pelota se deja caer desde 
una altura de 80 pie*. La elastic idad de csta pelota es tal que 
ncbola tries cuarta* parte* de La dislaneiu desde donde cayd. 

tan alto ncbola la pclola cn cl quinlo rcbolc? Dctcrmi^ 
ne una formula para la altura que alcanza la pclola en el 
rt-Esimo rebote. 

66. Cultivo de bacterias Una cuktvo dene at principio 5000 
bacteriutt, su Lamann aumenia 8% eada horn, £Qidnta£ bacte- 


rids hay al final de 5 b? Determine una formula que de la 
camtidad de bacteria* despues de n boras. 

67. Mezcla de refrig erantes Un radiador de tin camidn tiene 
una capacidad dc 5 galoncs y se Ucna eon agua, Sc cxtrac 
un galon de agua del radiador y sc rcc mplaza eon un galon 
de anticongelante’ Luego se extnae un galdn de la mezcla y se 
ree mplaza eon un galdn de anticonge lante. Este proceso 
se repite indetirtidamente. ; r CUiitna agua queda en el radia- 
dor despuis de que esie proeeso jjc repite lies veees? 

^.Cinco vcces? [,n veccs? 


68. Fr&cuencias musical es Las freeuendas de las nota* mu- 
sieales, medidas cn cielo* por segundo, forman una smeesidn 
gcomctrica. Do mayor ticne una frocnencia de 256, y Do, que 
es una octava mis alta, tiene una frceucncia de 512. Encuen- 
tre la frecuenda de Do do* octava* abajo de Do mayor. 



69. Rebote de pelota Una pelota se deja caer desde una aim- 
ra de 9 pies. La elastic idad de la pelota es tal que siempre 
reboti un ierdo de la distanda desde donde cayd. 

&) Determine la distaneia total que 3a pelota ha reconido en 
el inslante en que golpeael suelo par quinta vez. 

b) Determine una formula para la distancia tola] que la 
pelota ha reconido en el instante en que golpea el suelo 
por n-^sima vez. 

70. Plan de ahorro qeometrico Unartiujer muy pacicntc 
desea volvcrsc milJonaria. Decide seguir un simple caquc- 
ma: aparla un centavo el primer dia, 2 centavos el segundo, 

4 centavos el tcrccro y asi sucesivamenle, duplicando la 
cant idad de centavo* eada dfa. ^Cuinto dinero tendri a los 
30 dfas? ^Cuimos dias necesilari esla mujer pant volver *u 
deseo rcalidad? 

7|. St. tves La siguienle es una cancidn infantil muy bien 
conocida: 

Voy haeia St. Ives 

Me encontre a un hombre y sus siele esposas; 

Cada esposa Hevaba siete sacos; 

Cada saco contenfa siete gatos; 

Cad a gato tenia siete gatitos: 

Gatitos, gaios, saco* y esposas, 

^Cuintos iban haeia St. Ives? 

Si supu nemos que el grupo complete en re alidad ihan para 
St. Ives, demuestre que la respucsta a la prtgunta de la can- 
cionnlla es una suma partial dc una succsidn georntftriea, y 
determine la suma. 

72. Concsnfracidn de madicamentos Un cSerto medicamen- 
lo sc administra una vtz al dia. La conceniracidn del medi- 
camcnto en cl toncnle sangumeo del paeiente se incrementu 
primeno con rapidez, pem eada dosis sucesiva tiene menos 
efecto que la anterior. La canltdad tola] del medicamento, en 
mg t en el tomente sanguineo despu^s de la ri“6sim.a dosis se 
obtiene con 

iso®- 

^=i 
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a i Determine la cantidad de roedicamento en d torrente 
sanguineo despues de n - 10 dfas, 
b} Si cl paciente tom. ura el nicdicamentn durante un largo pe- 
riodo, la cam id ad en el torrente sanguineo es aproximadj- 

mente d valor de la serie itifinila ^ 50(y)* -1 . Determine 
la sutna de esia serie. 4-1 

73. Rebote de una pelota Una cierta pelota rebota a la 
mil ad de la altura desde donde cayb, Ud] ice una scric gcu- 
mdErica infinite para oblener un valor apron imado do la dts- 
lancia, total que reeorre la pelota despuds dc ser dejada cacr 
decide 1 m per am ha del suekv hasia. que llcga al rcposo, 

74. Rebate do urn a pelota Si la pelota del ejerririo 73 se deja 
caer de una altura de 8 pies, ententes se requiere I s para su 
primer rebote complete —desde el Lnstanle que toca por pri- 
mers vez cl suclo hasia que to vuelve a tocar — . Cada rebote 
complete posterior requi ere 1/V2 tantocomn el rebote pre- 
cedente completo. Util ice una serie geometries infinity para 
estimar el riempo desde el instants en que la pelota toca par 
primera vez e! suelo hasta que deja de rebotar 

73. Geo m etna Los puntos niedios de los lados de un euadra- 
do dc lado L sc mien para formar un rruevo cuadrado. Este 
proccdi miento sc repite para cada nuevo cuadrado. ( Vease 
la ligura,) 

a) [determine la suma dc las ureas dc todos los cuadrados. 
h) Calcule la sums de las perinieirc* de todos tos cuadrado*. 



7ft. Gflomfltrtfl Se recorta un disco circular de radio R de un 
papefi como sc mucslra cn la figura aj. Se recortan otros 
dos discos de radio \ R de otro papd. y se colocan sobre el 
primer disco, segiin la figura b), y Juego se colocan otros 
cualm discos dc radio igual a ^ sc colocan sobne Ins dos 
discos anteriorcs (figura e). Si suponemosque este proceso 
sc puede nepetirde martcra indefinida, calcule el Area total de 
iodu5 lots discos. 

o 

a) b) c) 



77. Geometric Un cuadrado amaritlu de lado J sc divide 
en nueve euadritos , y el etiadro del ceni.ro sc colorea dc azul 
como se i lustra en la figura. Cada uno dc los cuadritos 
anwillos se divide a su vez en otros nueve euadritos. y 
cada cuadrito del centre se colorea de azul. Si este proceso 
contimia indeiinidamente, ^cu*H es et total del area colorea- 
da de azul? 



Descubrimiento * Debate 

78 . ^Aritmetica o geometries? Se pruporcionan los primeros 
ciutro tdrminos de una sucesibn. Determine si estos E£rm.i- 
nos pueden ser krminos de unu suce&fcin aritm^tka, de una 

s ucev i 6 tl geom^trica o de ninguna dc las dos. Determine el 
slguiente terntimn si la sueesidn es aritmtftica o geomdtrica. 

a) 5 ,- 3 t 5 ,- 3 ++ ^ b) J, \.H 

c) Vl,3,3V§,9,... d) [ t -] t J t — t, * . . 

e) 2 , — 1 , 2 , . . . f> x — L x t jr + 1 , jr + 2 T . . . 

g) — 3 , — |. 0 , | hi V 5 , 

79. Reciprocoa de una sucesion geometrica Si a ]t n 3 , a y . . . 
es una sucesLbn geom^trica con raztin eomun r. demuestre 
que la succsidn 

I I 1 



es tambidn una sucesjtfn geom^trica y calcule la ruzon comiin. 

Htl, Logeritmos de una sucasron geomatrlcB Sittj.fi', 
fli,, . . . cs una sucesidn geomctrica con razdn com tin r > 0 y 
«] >0. demucstre que La succsidn 

logo,, logflj, logajf. . 

es una sucesibn antmeticay detentiine ladiferencia corndn, 

HL Exponenciales de una sucesion aritmitica Si 
fl 3 , - - ■ es una suceston aritmitica con diferenciacomun 
d, demuestre que la sucesidn 

10 ", l( T\ lO 3 -,.,. 

es una sucesidn geomctrica y determine 3a razdn eomdn. 


por 


3 cnciL 




PROYECTO PARA UN 
DE5CUBRIMIENTO 


Nijjnerxiw triangulares 


Numeros. euadrados 


N uinrros perdu ;j t mm tes 
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Oeterminacion da patrones 

Los antiguos griegos estudiaron. los mimeros triangulares, los numeros cuadru- 
dos, los numeros pentagonales y otros numeros puligo rules. coxno los quo se 
ilustran en las liguras. 



A 

4 » « 


A \ 

4 \ \ 

4 V- 4- » 

10 


A 

X \ 

Hi 4 i 


4 * \ X 

15 





» h— * — * — * 


o ♦ T f 

Hi 

A * A 

25 



f f 

r 7 

4 4 + 4 


V y* 

4' * 


22 



Con el fin de eneontrar tales numeros. se con struve unc sucesiiin dt primer as 
d i fere ne bis obteniendo las dlfercncias de term! nos sucesivos. se repitc el prcxe 
so para obtener una sucesibn dc scgundas diferetidas. una sucetsidn de terceras 
dlferencias y asi sucesivameme. Por lo quu se re lie re a In slices kin de Jos minie- 
ros triangulares X„ se obtiene la siguiente labia de dilerendas; 


Niimcros triangulares 


Vri meras di fc re nc las 


l 


2 






5 



to 


SegLiml.'LS difereneias 


1 


Nos deienetnos en la succriGn de segundas diletencias porque es una succsidn 
conslunte. Si suponemos que esta sucesidn eontinuara hasta [ener un valor cons- 
ume 3 , podemos Lrabajar had a aids desde el religion inferior para eneontrar 
ntas terminus de ia sucesidn tie primer as diferencias, y r a partii- de esios, mas 
ntfmeros triangulares. 

Si una sucesidn esta dada por una fun cion potinomial y si cakulamos las 
primems diferenciasi. las segmidas diferencias, las tercene diferendas y asi 
sucesivamenic, entonces obte nemos con el tiempo una sucesidn cons tan a\ 

Por ejemplOt los numeros triangulares se obtientn por medio del polinomio 
T„ ~ kn 2 + jn (vguse la nota al mnrgen de la pagina siguiente); la sucesion de 
las segundas diferencias ns la sueesion constant I, 1 , 1 . , . . 
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La formula pars el mimerp triangular 
M-esimo se puede deiemiirw 
aplicando la formula tie la fiuinn 
Jj £os prirncros n nmneros enterns 
(cjcmplti 2 , section I 1,5). A puriir 
de U detmiddrt de T„ tenecnos 

r n - I + 2 4 - ■ - + n 

rt(fl + 1 } 


1. Cotistniva una tabla Je difereneias para los numeros. quadratic® y los numeric 
pentagonales. Ulilice h tubk para determinar el decimn numero pentagon al. 

2 . Dq aaierdo eon Jos patrons que ha observado antes, fctkl .segiin usied scria 
la segunda diferencia para los nu/mrrr>j hexagonatesl Aplique esto junto con 
el hecho de que !os primeros dos mimeros hexagonales son I _v 6 para deter- 
miner los primeros ucho numeros hexagofiales. 

3. Con stray a Labks de dtferencias para C„ = fra t .Que sucesidn de diferendas 
es constante? Haga lo misnso para F n = ti*. 


= \_T? + [PE 


4. Forme un polinomio dq grado 5 y constmya tina labia de diferencias. L .Cual 
sucesidn de difercncks es consEanie 7 


5. Unos de los primeros terminos de una sucesidn polinomiaJ son J . 2, 4, 8, 16, 
31, 57, . , . „ Constmya una labia de diferendas \ utUfcek para determinar 
CUatnu iqrmimis mis de csLa sucesidr). 



Muchas transactions financiers se rdacionan con pages que se efectuan a imerva- 
los negu lares, Por ejemplo, si listed deposit a 100 dolares cada mes en una cuenta que 
genera interests, ^cuil serf el valor de su cuenta a los cinco anos? Si pidc prestados 
100 000 dolares para eomprar una casa. ^cuanto debe pagar al mes. con el lin de liqui- 
dar el prfslanto en 30 alios? Cada una de estas cuestiones se relations con la suma de 
una sucesidn de numeros. Usamos los result ad os de la seccidn anterior para respon- 
der aqtu' a dichas ciMstiones, 


La eantidad de una anualidad o pago partial 

Una anualidad es una eantidad de dinern que se entrega en pagos regulares iguales. 
Aunque la pakbra anualidad sugiera pagos anuales. Ids pagos pueden scr semes tra- 
les, trimestrales, mensuales o seguir atgun otro intervale regular. Los pagos se elect uan 
por lo regular al final del intervals de pago. La c&ntidad de una anualidad o par- 
ci alidad es la suma de todes los pages individuates desde el memento del primer 
pago hasia que se efectua el ultimo pago + junto con todos los interests. Denotamos 
esta suma con A f (d subfndioe /que se usa es para denoiar la eantidad final). 


Ejemplo 1 Calculo de la eantidad de un pago 

Un inversion] s ta deposiia 400 dolares cada 15 de diciembrc y 15 de junio durante 
10 anos en una cuenta que gana interests de al ano T computsto Srqmestralmente. 
iCuanio habrf en la cuenta inmediatamente de spues del ultimo pago? 


JjjS^ Cuando use tasa de interf^ en una 
ealculadora. recuerde convertir los por- 
centajes en decimales. Por cjenipto. 

S'ft es O. 08 . 


Solucion Es necesario determinar la eantidad que cons isle en 20 pagos semestra- 
les de 400 ddlares cada uno, Puesto que la tasa de iiiteres es de 8% al aiio h compuesto 
semcstralmcnte. k lasa de interfs por peri odo cs i = 0.08/2 = 0,04, El printer pago 
est£i en Ea cuenta durance 19 periodos, cl segundo durante 18 pericxlos, etcetera. 
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El ultimo pago no recibe i uteres. La situation se ilustra mediante una Hnea de 
tiernpo ert la figiira 1 „ 


Figura 1 


Ticmpc AHORA 12 3 9 10 

(afloa) | 1 f 1 — "| — ] 


Pago 

(dtflares) 


400 400 400 400 400 400 400 -H X) 4tX) 



400 

400(1,04) 
400(1 .04) 3 
40CV 1 .04 ) ? 

400(1. 04) 1 ' 
40(V1.04> ,S 
400(1 04 >» 
40011. 04) ft 
400(1.04) ,B 
400i l.04) rt 


La cantidad A f es la suma de cstas 20 cantidades. Pot to lanto, 

A f = 400 + 400(1,04) + 400(1, 04 ) 2 + - ■ + 400(1 M)^ 

Pern esia es una serie geometries donde a = 400, r = 1 ,04 y n = 20, de modo que 



1 - (L04) w 
I “ 1*04 


1 1 91 1,23 


Por lo tanto, la cantidad que hay en la cuenta despuds del tfltimo pago es de 
II 911,23 dtflares. ■ 


En general, el pago regular se llanta renta periodica, y se denota con R. Asimismo, 
con i denotamos la tasa de interes por periodo y n el numero de pages. Siempre 
s upone trios que el peri ado en el cttal el interns estd compuesto cj igual al liempo 
entre pagos, De acuerdo con e! mismo razonamiento del ejeraplo 1. vemos que la 
cantidad Ay de una anualidad es 

Aj = R + R(l + i) + R{ 1 + i)* + ■ ♦ + fl(l + i)*“ ! 


Puesto que £sta es la n-£sinria suma partial de una sucesidn geom^trica donde a ~ R 
y r = I +i,la formula de k suma partial da 



1 - (1 + 0 " 
1 - (1 + 0 


= R 


1 - (1 + 0 * 
—i 


- R 


(I + i) H - l 

f 


Cantidad de una anualidad 


La can u dad A r -de una anualidad que consists de n pages regulares iguales de 
magnitud R con tasa de interns r por periodo esli dada por 
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Matematicas en el 
mundo modern© 

Economia matemiitica 

huctores, interrelaciociidos, coma 
ii!>LLSU>, item anda, produce irtn, con- 
sumo, precioii. dislnbucidn y miles 
dc otros factorcs determman la sll- 
lud de la economia global, A vu 
sc i. dec id ones economical Ccomo 
pur cjcmplo, si uslcd compra o no 
una mareft dc pasta denial ), que to- 
man lodcrt los dsas miles dc mil la- 
nes dc personas dcTerrninan dichus 
factored, (i €6rno afectan la produc- 
ci6n y <Jistnbuci6ti cte bienes de 
boy la econoini'a de maflaoi? A es- 
tas pregunias dan respucsta los ma- 
temdekos que irabajan en modelos 
matcmlticns rebekmados con la 
cconomb. En la dccada dc 1940, 
Wassily Leontiev; unn dc los pione- 
ros en esie cunpo, idee un modelo 
que consul dc miles de ecuacio- 
ne^. que describes la manera cornu 
inreracflhn disci mov sectored de la 
economia, conn la induscria del 
petrdleo, ct transports y las cornu- 
nicaciones Un enfoque diferenlc a 
los modelos eecndmieos. uno que 
ima uon seclorcs individualcs cm 
la Ctxmomb en comnipaskiur con 
los grander seetores, file abonkdo 
por pmnera vez por John Mash en 
la dccada de [950. De acuerdocon 
su nuxlelo. cn el cual aplicu la Teo- 
na tic ji iegos. la cconomfa cs un 
juego en cl eual jugadorcs indtvi- 
Jualcs mman decisiones que con 
frccucncm llevan a una ganandu 
mutua. Leontiev y Mush recibieron 
el Premie Nobel dc Ectmomia en 
1973 y 1994, rcspccliviimcnlc. La 
: con a cbHrfnuta sera un campo 
primordial de la investigation ma- 
[cmAltca. 


Ejemplo 2 Calculo de la cantidad de un pago 

^CuAffla dinero debe ser invertido cada ntes al 12% amia| T compucsU} 
me usual mente, para tener 4000 declares en 18 meses? 



Solution En este problema i - 0, 1 2/l 2 — G.01 , A f = 4000 y it = 1 8. Es 
necesario determiner la cant i dad R de cada mensualidad. Mediante lo formula de la 
eanlidad de una anualidad, 

(1 + 0,01 ) Lfi - I 

4000 = R 


Si despejamos R, tenemus 

R = 


4000(0.01 ) 


203,928 


(I 4- frOl) 3 * - l 
Por lo tan c.o, la inversion mensual debe ser de 203,93 dolares. 


Valor actual de una anualidad 


Si usted fuera a recibir 10 000 ddlares dentro de cinco anos, valdnan menos que 
10 000 ddlares de hoy. Esto se debe al interes que usted podria acumular durante los 
si gui ernes cinco a nos si invierte el dinero ahora. £ ',Q ue cantidad me nor estana dis- 
puesto a aeeptar ahora en lugar de recibir 10 000 dentro de cinco anos? Essta ess la can- 
tidad de dinero que, junto con los intereses, valdria 10 000 ddlares dentro de cinco 
aiiOS, La cantidad que estamos buscando es el valor desconmdo o valor actual. Si 
la tasa de interes es 8% anual, cortipuesto trimestraiitiente, entonces el interns por 
periodo es i — 0.08/4 = 0.02, y son 4 x 5 = 20 periodos. Si PV es el valor actual, 
enionces dc acuerdo con la fdnnula de interns compuesto (seccidn 4.1) tenemos 

10 000 = PVT(i + /)” = PV(1 + 0,02)*° 
de modo que PV = 10 000(1 + 0.02)“® ™ 6729,713 


Por lo tamo, en esia siuiacidn, el valor actual de 10 000 ddlares es 6729.71 ddlares. 
Esie razonamiento origina la fdrmuta general para el valor actual; 


PV = A( 1 + ip 

De igual manera, d valor actual de una anualidad cs la cantidad A p que se debe 
invertir ahora a una tasa de interns i por periodo con objeto de propone ionar n pagos, 
cada uno de una cantidad R. Evidence mente, A es la suma de los valores actuales o 
presemes de cada page individual (vease el ejereicio 22). Otra manera de determinar 
A p es observer que A p es el valor actual de 4;; 


(i + iy - i i - (i + i) _fl 

= A # (l + 0 ‘" = * (i + fp = fi — — 


Valor actual de una anualidad 


El valor actual de A de una anualidad que console en n pugos regulars s de 
magnitud R y tasa de inieris i por periodo est£ dado por 
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Ejemplo 5 Calculo de los pages mensuales 
de una hipoteca 



Una pareja pide prestados 100 000 ddlares al Wc de interns como hipoteca sobre una 
easa. Espcra hacer pages mensuales durante 30 aflos para liquidar el pr£stamo. 
^Cuil es lu cantidad de cada pago? 


Solution Los pages de la hipoteca formar ana parcialidad cuyo valor preseme 
esA p — 100 000 ddlares. Ademas, i — 0.09/3.2 — 0.0075 y n — 12 X 30 — 360. 
Es tamos buscando la canUdad R de cuda page. De acuerdo con la ftirnaula para 
compnir a plazos lenemos 


iA P 

1 - (I + i)"* 

(0,0075 )( 100 €00) 

1 - (1 + 0 . 0075 )-^ 


804.623 


Por lo tanto, los pagos mensuales son de 804.62 ddlares. 


Ahora se i lustra el uso de las calculadoras que grafican para la resolucidn de pro- 
blemas relac ion ados con las compras a plazos. 




0.06 0.125 Q.16 


Ejemplo & Calculo de ta tasa de interes a partir 

de la magnitud de los pagos mensuales 

Un comcrciante de automovlles vende un vehiculo nuevo por IS 000 ddlares. Ofre- 
ce aL comprador pagos de 405 ddlares por mes durante 5 anos. tasa de interes 
esta cargando el comercianEe? 

Solo cion Los pagos forman una cantidad con valor actual A p - SIS 000, 

R — 405 yn = 12x5 = 60. Para cakular la tasa de interns, debemos determinar 
i en la. ecuacidn 

R i — (i + ijr* 


Un pE^cti de experi inc ntacidn lo conveneer^ de que es imposible resolver esla ecua- 
cion algebrai camente para determinar L EntonceS, para determinar i recurrimos a 
una culcuJ adorn que grafique R en fund on de la tasa de interes x, y luego usamos la 
grafica para encontrar la tasa de interns que corresponde al valor de R que queremos 
{405 ddlares cn cste caso). Pucsto que i — xj 12, graiicamos la funcidn 


R(x) = 


^( 1 * 000 ) 





r 


en el rectangulo de visidn [0,06, 0. 16] X [350, 450], como se muestra en la ligura 2. 
Asimismo, gntficamos la recta horizontal /?(.*) = 405 en el mismo rectangulo de 
visidn. Luego despla/amos el cursor hasta el punto de interseccidn de las dos grrifi- 
cas, y eneontramos que el valor de .r correspond is me es de casi 0.125. Por lo tanto, 
la lasa de interes es casi 1 2\%, ■ 


Figure 2 
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11.4 


1, Anualidad Determ ine La c Lint id ad de u na utnm I idud que 
constate en 10 pagos anusles dc 1000 dtibres ctula unoun 
unacuentaque ofrece t>% de inlets a] arto. 

2, An u alidad Determine la eantidad dc una anualidad qua 
constate cn 24 pagos mens Hides de 500 do) arcs eada imo 
en unu cucnta que paga 8% de imenta al ailo, compuesto 
mcnsual mente. 

X Anualidad Determine la eantidad dc una anualidad que 
constate en 20 pagos umiaks de 5000 dobres cada um> en 
una cucnta que da 12% dc inlcnr-s al ano. 

4. Anualidad Determine la eantidad de una anualidad que 
constate en 20 pagos semestrales de 500 ddlares cada uno 
en una cuenta que ofrece 6% de interes al aro, compuesto 
semesirulmcntc. 

5. Anualiriad Determine la eantidad de una anualidad que 
constate cn 3 6 pugos [rime si rales dc 700 do] tires cada uno 
en una cueiita que paga S^r de interns al afio, compuesto 
trimcslralmcnlc. 

fi. Ah orros ^CuSnto di iiero se liene q ue i n verti r cada, tri nrtes- 
ire a| 10% anual, compuesto trlmesfralmente. con ohjelo de 
ncunir 5000 dolarcs cn dos anos? 

7. Ahorros ^Cuanto dincro sc tienc que invertir cada mes al 
b% anual, compuesto mezuualmenle, con ubjeto de reunir 
2000 ddlares en ochn mieses? 

S. Anualidad ^CuaJ cscl valor actual dc una anualidsd que 
con state en 20 page* semestraks. de 1000 delates a una tasa 
de interes de al ano, compuesto semesnalmenle? 

K. Garantia de una anualidad ^Cuiinto d inert* sc ticnc que 
invertir afiora a 9% anual, compuesto semestral mente, para 
garantizar una anualidad dc 20 pagos dc 200 dolarcs cada 
uno. enuegados cada seta meses, en donde el primer pago 
sc darn dentro dc 6 mcscs a partir de abora 11 

3 1}. Garantia de una amialidad Un hombre de 55 aflus de- 
posita 50 QOOddlares para garanlizar una anualidad con 
una companb dc seguras, El dineno sc inverting a 8% anual, 
compuesto semestralmente. El hombre relink pages semes- 
trales hasta que Hegue a la edad de 65 anos, ^Cuil es b 
magnilud dc cada nciino? 

1 1. Fin a nci am lento de un automovil Una mujer quicrc 
pedirpresiados 1 2 QQ0 ddbres con el fin de comprar un 
uuEomoviL Quicrc liquidar el pncslamo con pages porciaks 
mensuales durante 4 afios, Si la tasa de interns sobre este 
prttalamo es dc 10j% al ano, compuesto mcnsualmcntc. 
icu^l es la eantidad que tendril que pagar cada vcz? 

1 2. Hipotecn ^Cual es el pago mcnsual sobne una hipoteca 
de 30 ados de SOtXKS Glares al 9 % de interns? ^Cudl es d 
pagu mcnsual para la misma hipotcca si sc ticnc que tiqul- 
dar en trn pericxb de 15 silos? 

1 3. Hipoteca L :Cual es el pago mcnsual sobre una hipolcca 
de 50 afios de 1 00 0tX> drtlare^ al 8% de intents anual. com- 
puesto mcnsual men te? ^.Cuai cs la eantidad total pagada 
sobre este prestamo en el periodo de 30 aflos? 

14. Hipoteca Una parejapuede pagar mcnsualmcnlc 650 do- 
bres pnr una hipoteca. Si la tasa de imertta de b hipotcca es 
dc 9% y la pareja pretende garantizar una hipotcca dc 30 
aikis, ^cuinto dinero pucdcu pedir prestado? 


Htpoteca Una pareja obtiene un pv^tamo a 50 aflos de 
1 00 000 J6I arcs a 9 anual, COmpiiestO mcnsual mente, 
para comprur una casa, 
a I ^Cuinto fiene que pagar cada mes? 
b) ^'.Cuil sen! la eantidad total pagada cn cl periudo dc 
30 anus? 

ci Si cn Sugar dc pedir pnestadu Ea pareja deposila cada tries 
cn una cuenla que ot'rece el 9 de inier^s al ahn r com* 
puestn mcnsual mente. L ,cuinto habriScr la cucnta al final 
del periodo de 30 alias? 

Financbmiento de un automevil Jane eslii de acuerdo 
en comprar un vehiculo jnediante un pago jnmediato.de 
2000 dnlares y pagos mcnsuales de 220 ddlares durante 3 
altos. Si La lasa de in teres es de 8% al ano. compuesto mcn- 
sualnientc, ^cuSI es el preeio de eompra real del BUtomdvil? 

f i nan da mien to de un anilld Mike eompta tin anillo 
para su prometida mediante pagos de 30 ddlares mefisuales 
durante un afio. Si la tasa de interes es de 10% anual, com- 
puesto mensufilniente, ^cual es el preeio del an ilia? 

Tasa dg interes Los pagos de Jane sobre su autotridvi] de 
3 2 500 dolarcs son dc 420 d61 tires al mes durante ires aflos, 
Suptmgu que el interns esti compuesto mensual mente, i,qu^ 
tasa de interns estd pugando en el pncslamo de su vehfculo? 

Tasa de interes John compra un equipo e&tereofdnieo de 
640 ddbres. Estd de acuerdo en pagar 32 ckSlares cada mes 
durante dos ailos. Si suponemos que el interns esb enm- 
pucslo mensualmenle, (i quc tasa dc interns csti pagando? 

Tasa de inter*? Un hombre compra un ami Ho die diaman- 
tes dc 2000 dkSlares median tc un pago al contado de 200 dd- 
lares y parcialidades mcnsuales de 88 ddbres durante 2 
afios, Suponga que el interds estd compuestu mensuaimente, 
entonces ^qu^ tasa de interns esb pagando? 

Tasa de interes Un artfculo en una lienda tiene el preeio 
de 1 89.99 dtidares y se puede comprar efectuando 20 pagos de 
10,50 diMares. Determine la tasa die interns, suponiendo que 
el inters esta compuesto mensuai mente, 

Descubrimiento • Debate 

22. Valor actual da una anualidad a} Dibuje unu Ifnca de 

licmpo como en el ejetnpk> 1 para iloslrar que el valor pre- 
sente de unai anualidad es la suma de lew valorem presentes 
de endj pago. es decir, 

' I + i (] + r) ! (l + i) 3 (I + /)* 

h) Med i ante el incise a) dcduzca la formula para A que sc 
proporciona en el lex to.. 

25. Una anualidad qua dura por siempre Una anualidad a 
perpetuidad es aquella que conlimia por siempre. Estas 
anual] Jades son utiles para cstablecer fondos para bccas con 
cl fin dc asegunarque d bcncficio cuntinila, 


I Ci. 
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Si 
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Esro es igusS a J+ de acuerdo 
con i a hip6te£i& do i,nduc£i6n. 


as? 


Ejemplo 1 Demostracion apt ic an do 
la mduccion matematica 


i ^ ti! a 


Derrmestre que para lodo numero natural n. 

1 + 3 + 5 + - + {2n- 1) = n 1 

Solution Sea P{tj) la proposition 3 + 3 + 5 + * ♦ ' + (3n - I ) = tr. 

Paso I Se neeesita demostrar que P(J) es verdadera. Pero ^(])es simplemente la 
praposicibn I — \ 2 t lo cual es naturalmente cierto. 

Paso 2 Se supone que F{k} es verdadera. Por lo lanto. la hipdtesis de indued on es 

1 + 3 + 5 + + (2k- 1) ^k 2 

Quereirsos unli/ar esia pmpoticiun para demos trar que P{k + E ) es verdadera, 
es dedr. 

1+3 + 5+“ + (2Jt - 1 ) + [2(ft + I ) - 1] =* (k + ]f 

[Observe que se obtiene P(k + l)al sum Muir k + 1 poreada n en la propo- 
sicibn JFtyt).] Se empieza con el primer miembra y se usa la hipbtesis de 
i ndued bn para obttnerel segundo miemhm de la ecuaeitin: 

1 + 3 + 5 + ■ ■ ■ + (2£ — I ) + [2 (it + 1 ) — i ] 


= [l+3 + S+ - + (2*- l)j + [2(* + 1) - 1] 

A^rupacE^n de 
Id* primsnps k 
terminoe 

= £ 3 + [ 2 (* + 1 ) - 1 ] 

Hip6te5i& de 
IndueGldn 

= i 3 + [2k + 2 - 1 ] 

Frapiedsd dss- 
trlbutlva 

= k 1 + 2k + 1 

Sm^lificAc^n 

= (* + l) J 

FfirttirizAcidn 


Por lo tamo, P(k + I) se inhere a panirde P(k ), y esio comp J eta el paso dc 
induce 1611 .. 

Luego tie habtf deittostrlido tus pasos I y 2. se puedc coneluir por cl priucipiti dc 
induce ion malemitica que Pin) es verdadera para lodos tos numerus nalurales n, m 


Ejemplo 2 Una demostracion por induction matematica 


LJcmucstre que para todo riiimero natural rj. 


I 


+ 2 + 3 + ■ ■ - + n - 


+ I) 
2 


Soludon Sea P{n) la proposicidn l+2 + 3 + “* + #t = n(n + 1 }/2. Se quiere 
demosirar que F{n) es veuladera para todo® los nbroeros naiurales n. 

Paso 1 Es necesario demostrar que P{l}es verdadera. Pero Pi, I ) establece que 


y este enunciado es ev ideate mente verdadero. 
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CAPlTULQ 1 1 Sutesiones y series 



Kbalse Pascal i 1623-1662} lm eon- 
si dcrado como u\u\ de Li^ mentes 
riu^ ve-rstlciles dc la hhu™ moder- 
rt£i. Fuc esc r i lor y lildsofb, as i' co- 
mo inaienklicp y IYmco dot&do, 
Emrc las contritucioncs (.[tie apm-- 
cen en esle lihro se encuenlran el 
trknguki de Pascal y e| prmeipio 
de 3 a induction tnatenniiica- 

El padre de Pascal, tamhien tna- 
tfinatjco, peiisaha que bijoeslu- 
diaru maternal teas, hast a cuando 
to viera 15 o 16 afios, pern a ten 12 
aftos, Blaise in>istid en ettudiar 
geomelna, y demos ini el mismo la 
mayor parti? de los icoremas ele- 
nientales. Cuando tenia 19 anos m- 
vcnld la pnmera sumadora meca- 
nica. En ] 647 , despues de escrihir 
un tralado sobre I u m sect tonct cbm - 
cas, abaihkmo cn forma repentina 
sus cvtudics de matematicas porque 
sinltd que mi in ten mi dedication 
L'rmiritnjia a me mala sal ud. So tlodi- 
cd enforces a activiilades frivol as. 
como el jaegoi, peroeslo solo sirs is? 
parq que se despertara su m teres cn 
la prohabtlidad. En 1654 sobrcviviii 
niilayrosamcnle al accidcnte de un 
carruajc cn cl cual I os caballos ca- 
ycron de un pucnie. Tomb csCo 
como una seifoii divina, asf que in- 
gresb a un monasEerio. donde se 
enliego con afdn a la teologia v la 
lilosofia, y eserfbib sirs iamosos 
PenacFa. Tam hi on prosiguid oon 
In invest i gacidn male m,.i tea. Para 
el, la fe y la intuition. eran mas 
vahosas que la razon eomci lucnte 
de la verdad. por ki que iifirmb que 
"el cunizon tkne mis propias ra- 
zOncs. que razones. no |i> podeniOS 
saber’. 


Paso 2 Suponga quo F(ft) es verdadera, Fur lo tanto, la hipdiesis de induction es 

k(k+ 1) 


i + 2 + y + 


+ k =» 


Qucremos usarla para demostrar que P(k + I) es verdadera, es dedr, 

(ft + l)[(ft + I ) + l] 

1+2 + 3 + --■ + * + (ft +1)=“ — 2 ■ 1 

Ententes, se empieza con el primer miembro y se aplica la hipdtesis de in- 
duccidn para obtenerel see undo miembro: 

1 + 2 + 3+ -- * + * + (Jfe + 1) 

= (l + 2 + 3 + * * * + ft ] + (ft + 1) A^r.j:ia::,4ri prlmenra It t^rmlnoe 

ft(Jfc + l) 


+ (*+ 1) 


-<* +l >(| + 1 ) 


= (*+ n 


( 


ft+ 2 


(i+ l)[(ft + l) + l] 


Mipitselft de inducciin 
Si? tflfflfl fKtor k + 1 
Penominfl^Dr corflun 
Escribe k + £ come k + 1 + 1 


Por lo tanto, P{k + 1) se inHere de /’(ft) y con esto lermina el paso de 
induccidn. 

Despu^s de demostrar los pasos l y 2 + concluinnos que de acuerdo con el principio 
de la induction matCriiSiic^ F{fj) es verdadera para todos los ndmeros naturales n, m 

Las ftinnulas para las sumas de las potencies de los primeros n mimeros nalurales 
son importantes cn el e^Eculo infinitesimal. La formula 1 del recuudru siguiente se 
demostro en el ejemplo 2. Las otras formulas tambi^n se demuestran aplicajido la 
induction rnatemiuca (v^anse los ejercicios A y 7), 


Sumas de potenctas 


0. V ] = u 

r=i 

^ n(w + l)(2n + I) 
2. ^k- 

Jt-1 u 


1. s* = 


t=l 


3. 


a 


t-i 


+ 1 ) 

2 

n 2 (n + 1) ; 

4 


Podrla suceder que una proposicidn P(n) sea falsa para los primeros mimeros natu- 
rales, pero verdadera a parti r de algiin numero en adelante. Por ejemplo, se podrla que- 
rer demosirar que P{n) cs verdadera para n ^ 5. Observes* que si se demuestra que P( 5) 
es verdadera, ententes de este hetho, junto con el paso de induction, se puede infetir 
que son verdaderas /^5) e P(6), P(l), .... El ejemplo siguiente ilustra este aspecto. 

Ejemplo 3 Demostracion de una desigualdad 
por mduccion matematica 

Demoestre que An < 2 * para loda n ^ 5. 
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Sol u cion Denotemos con P(n} In proposkidn 4fj < 2". 

Paso I f(5) es la proposition 4 * 5 < 2 s , o bien, 20 < 32, lo cual cs cierto. 

Paso 2 Suponga que P(Jt) es verdadera. Por lo tauto, ia hiptitesis de inducckn es 

4k < 2* 

Queremos usarla para demosirar que f\k + l) es verdadera, es dedr, 

Obic nemos + I) al rcemplazar k 4 ^ + | J < 2 k+i 

por* + 1 en La proposition F\k> . . . ......... ... 

fcnionees, se empicza con cl pnmer miembro de la desigualdad y sc utiliza 

la hipdtesis de indued on para demostrar que es me nor que el segundo 


miembro. Para k ^ 5, tenemos 


4(t + 1 ) = 4Jt + 4 


<2* + 4 

Hip^tesfs de indueci &n 

< 2* + 4k 

[^>n^ue 4 < 

<2^ + 2* 
^ 2-2 1 

Hipctesis de lnducci(5rT 

= 2 t+l 

FVopiedfld de os. exponents 


Por lo tanto, P(k + 1 ) se mfkre de P{k), y con esto term mu el paso de 
induccidn, 

Luego de haber demostrado los pasos I y 2. se puede ccmcluir que de acueido 
con el principle de la induction matematica P(n)es verdadera para todos los nume- 
ros naturales n ^ 5. a 


EE 

.5 






1—12 ■ Apl i que la induce irtn male mil ica para demosirar que la 
formula es verdadera para todos Jos ndmeros naturales n , 

1, 2+4 + 6 + - - -+ 2« = n(n + l ) 

n(3fl - I) 

2, ! + 4 + 7 + - * - + (3/t — - 2) = — — 


3,5 + ! + ll+- + (3n + 2) 


n(3fi + 7) 


4* l 7 8 + 2 7 + 3 J + * ■ * + n 7 = 


n(n + l)(2n + I) 


5. 1-2 + 2-3 + 3 ■ 4 + ■ + ■ + n(n + I ) 

_ b(w + 1 )(n + 2) 

3 

6* J-3 + 2’4 + 3’5 + -’- + n(fl; + 2 ) 

ft(rt + J)(2n + 7) 


7. + 2 3 + 3 s + * ■ - + n s = 


n 2 (n + J 


8. J j + 3 J + 5 s + ' ‘ + (2n - I ) J = n\7x 7 - l) 
2 i + 4* + 6 3 + - « + (2ji) 3 2n z (n + I) 2 


1 A j f 4- - - - h = 

' 1 *2 2-3 3-4 n(n +1} (n + I) 

11. 1-2 + 2-2 J + 3-2 3 + 4-2*+ ■■ + tt-2* 

= 2[l + (n - 1)2"] 

12. I + 2 + 2 3 + ■ ■ ■ + 2" -1 = 2" - I 

13. Demuestte que n 2 + n es divisible entre 2 para lodes los 
niimeics naturales n, 

14. Demuestre que 3" — I es divisible entre 4 para lodes los nu- 
mcros naturales n. 

15. Demuestre que n 2 - ft + 41 es imparpara lodes los mimeros 
naturales n. 

16. Demuestre que n 3 — n + 3 es divisible entre 3 para todos 
los numerals naturales n. 

17. Demuestre que W' — 3" es divisible entre 5 para lodes !os 
numcros naturales n. 

18. Demuestre que 3 1 " — I es divisible entre 8 para lodes los 
nti meres tiatunks n, 

19. Demuestre que n < V para todos los nutneros naturales n. 

20. Demuestre que (n + 1 ) : < 2 jfi 2 para todos los numeros 
naturales n ^ 3. 

21. Etemuestre que si x > —l, entooces (1 + i)" s ] + w 
para lodes los mirnerw naturales rt. 

22. Etcmucstne que lOOw ^ n L para lode n ^ 100. 

23. Seau 0 ,,+, = 3ij w y n, =5. Demuestre que a„ ^ 5 1 3" 1 para 
todos los ndmeros naturales n. 


irial p 
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34, Una sucesibn est^ definida recursivamente por medio de 

- £ y u L - 4, Plantee una fbrmula explicila para 
a n y, Itiego, aplique la induccibn matematica para demostrar 
que la formula que plantea es cierta. 

2 S, Demuestre que jc — y es un factor de - y* para todos los 
ntimeros tmcurales w. 


h) ft 3 > n para todo nil 

c| 2 U+ 1 + I es divisible entre 3 pant todo n > 1 , 

d) n 3 ^ {n + l) : para todo n ^ 2, 

el it 1 - n es divisible entre 3 para todo n a 2. 

f I iv — 6»' : 4- 1 In es divisible cime 6 para todo u 5: L 


[•frgeraicun r k ’ M - = ^{j — y) + (jc* - _y*)y] 

16, Demuestre que jc + y es un factor de x 2 *~ i + >' a, “ 1 para 
Erdos los nijmenos natural es n. 

27—31 ■ El sfmbolo F„ dcnota el n-bsimo tdnuino dc la suer- 
sibn de Fibonacci tratada en el seed (in 11.1. Apbquc la indued da 
maleimiliea para demostrarcl cnunciado. 

37, F* par para todos. los niimeros naturales ft. 

2S. F, + f 2 + F, + ■ ■ ■ + F, *■ f„. 2 - 1 

2». Ff+F, ! +F| + ... + F;=F,F„, 

3». F, + Fj + * ■ * + Fj,_i = F ta 

31, Para todo n £ 2, 

F*+i F, ' 

F b -i. 

32. Sea el «-bsimo termino de la sucesibn definida en forma 
recursive por 

I 


y « L = 1. Determine una fbrmula para #„ en tgrminos de los 
mimerosde Fibonacci. Demuestre que La formula que deter- 
mi rides valid a para todos los nu meres naruraks. 

33. Sea F„ cl fj-csimo Ermine dc la sucesibn de Fibonacci. 
Determine y demuescje una desigualdad que relaciona n y F n 
para los ntimeros nat unties n. 

34. Determine y demuestre una desigualdad que relations 
l(Xbi y n^. 

Descubrirmento * Debate 

35. ^Verdadero o false? Determine si las. proposiciones son 
verdaderas o felsas. Si piensaque la proposicibn es verdade- 
ra, demu^strelo. Si piensaque es falsa, pmporcione un 
ejemplo de dbnde falla. 

a) p{n) ~ n 2 — n + 11 es prime para todo ? 2 . 



36. ^Todos los gatos son riegros 7 /.Que es to que entti mill 
en la siguierne ‘^emostraritin” medimte inducribn materia- 
tica de que todos Eos gatos son negro's? Sea /‘(ft) el enuncia- 
do: en cualquier grupo de n gatos, si uno es negro, enlonces 
todos cllos son ncgios. 

Paso 1 La propojiicibn es evidentemenle cierta para n = 1. 

Paso 3 Suponga que F(ft)es verdadere. Demoslremos que 
P{k + l)es verdadera. 

Suponga que teneniO'S un gnipo de k + 3 gatos, 
uno de los cuaies es negro: llarrkmosle MeJiiincyi:h£. 
Quitemos a un gato del gnipo, a Chispa. Nos que^ 
damns con k gatos, uno de Eos cuaies (Medkmoche) 
es negro, enlonces, segun La hipbtesisde induce ion, 
todos las k galos del grupo son negros. Ahora regre- 
semos a Orr.Tptr al grupo y saquemos a Mediannche. 
De nuevo tenemos un gnipo de k gatos, todos los 
cualcs, cxccpio posiblcmcntc Chi spa, son ne- 
gros. Luego, de acuerdocon \u hipbiesis de induc- 
cibn, Chispa debe ser tambibn negro. Etiionces, 
todos Los A + I gatos del grupo original son 
negros, 

For lo tan to. por induction Fl>r) es verdadera para todo n, 
Puesto que iodos ban vislo por lo roenos un gato negro, se 
infiere que todos los gains son negros. 



Teorema del binotnio 


Una eKpresion de ha forma a + b se llama binomio. Aunque en principio es facil ele- 
var a a + h a ctiaiquier potencia. elevarla a una potencia muy alta seria ledioso. En 
esta seccibn sedetermina una fbnmula que indica cl desarrollo dc (n + i?)" 1 para cual- 
quier mlrrtero natural n y luego se demuestra mediante indued bn matcmatica. 
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Desarrollo de (a + by 

Para encontrar un patron en el desarrollo de (a + bf, primero examinamos unos ca- 
ses e sped ales: 

(d + i*) 1 = a + b 

(o + ^) 2 - a 2 + 2oif + b 2 

(a + £>)* = a 1 + 3 a 2 b + 3 ab 2 + b' 

{a + if) 4 = d 4 + 4 a 2 b + 6 a l b 2 + W + fr 4 

(a + b) s = a s + 5a 4 * + LOtoV + l Go 2 * 3 + Safe 4 + b - 


Los siguientes patrones simples surgen del desarrollo de {a + bf: 

L Hay n + I tdrminos, el primero es a" y el ultimo es 

2* Los exponentes de a disminuyen una unidad de idnnino a tirmino, en tamo los 
exponentes de b aumentan una unidad, 

3. La surna de los exponents de a y b en cada limtino es n. 


For ejemplo, observe ctimo se comport an los exponentes a y b es en el desarrollo 
de (t? + bf. 


Los exponentes de a dismfmxyem 


{a + b) 5 = a 



~X7 

I Oo if 3 


'^D 4 

5d £f 4 


+ b- 


Los exponentes de b incremental!: 


(<a + *) ! 


, . <sT >r 

= a s + 5a*b + lfta 3 * + IGa 2 * + 5a ] b + b 


A paitir de estas observaciones podetnos eseribir la forma del desanollo de (o + bf 
para cualquier ntimero natural For ejemplo, si escribimos un signo de interroga- 
ci6n en donde falte un coeficiente, tenemos 


(a + hf = a B + ? a 7 b + ? a*b 2 + ?a 5 * 3 + ? a 4 * 4 + 7 a 3 * 5 + §a z b* + lab 1 + b 8 


Para lerminar el desarrollo, es necesario determinar estos ccefidentes. Para encontrar 
un patrin, se escriben los coefictentes en el desarrollo de (a + bf para los primeros 
valores de n en un acomodo triangular como el mostrado en la siguiente figura, que 
se llama triangulo de Pascal, 


(a + bf 

{a + by 

(a + h ) 1 

(■ + *) 3 
(a + b)* 

(o + by 
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Al sustLtuir tj — 2 y b — — 3jc teramos 

(2 - 3jt) s = (2) 3 + 5< 2)\-3x) + ! 0<2) s ( “3 j) 2 + !0(2) 2 (-3jc) j + 5(2){-3x) 4 + (-3x) 5 
= 32 - 240 * + 720* 2 - 1080 ** + 810 * + - 243 ** ■ 

Los coeficientes del binomio 

El mdngulo de Pascal es util para determinar el desarrdlo de uti binotnio para valo- 
res razonablemente pequenos de n, pero no es pr&ctico para determinar (o + bf en el 
ease de valores grandes de n, La razdn es que el mdtoda que usamos para encontrar 
los renglones tuce&ivos del iri£ngulo de Pascal es recursive, For lo tanto. para enoon- 
ttar el renglbn centdsimo, necesi tamos determinar los 99 renglones precede cues, 

Es aecesario examinar con mis euidado el patrdn de las coeficientes para desarro- 
11 ar una formula que permits calcular en forma directs cualquier coefideote en et de- 
sarrollo binomial. TaJ formula existe* y el resto de esEa seecidn se dedica a encontrarla 
y a demostrarla. Pero antes de establecer la fdnnola necesitamos una notaridn, 

El product o de los primeros n numeros noturales se denota mediante n! y se llama 
4! ■ i - 2 * 3 * 4 s? 24 n factorial: 

7!= I ■ 2 ■ 3 - 4 ■ 5 * 6 - 7 = 3040 fT ; ^ | , 2 -3 (n - I ) * n 

101 = I * 2 - 3 ♦ 4 - 5 ■ 6 ■ 7 * 8 ■ 9 - IQ 

= ,1 6^ 800 Tambi£n definimos a 01 como signer 


OS = l 

EfiSjaSBaELa 

Esta definicidn de (M permite que muchas fdrtnulas que eontienen factoriales scan 
mas codas y mis fSciles de escribir. 


El coeficiente del binormo 


.Scan n y r ertteros no negatives en donde r < n. El COelidente del binnmiu 
se denota con j' 1 ) y se define como siguc 



Ejemplo 3 Calculo de Eos coeficientes del binomio 

/9\ _ 9! 9! _ .U2*3n^H3*ft-7-8-9 

a] \4 ) 4!{9 - 4 )! " 4 S 5 ! “ (l - 2 - 3 ■ 4 XU 3 h - 3 -* t 3 ) 

6 * 7 ■ 8 - 9 


b) 


( 100 \ - _ 
V 3 / 3! 


1001 


.•2.3.4 = 126 
IjlI* 3 - ^97 ■ 98 ■ 99 - 100 


3 Ef 100 - 3 )! (l- 2 - 3 )(U 2 - 3 — +9T) 

98*99- 100 


1-2-3 


= 161 700 


■ial pi 


Hid 


dpi derec 


nDS 


dr 


■ 3D lor 
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Propiedatf clave de los coefieientes binomiales 


Para enlcms no negatives cualquiera ry k H donde r == k t 



Observe que los dos tirminos del lado izquierdo de esta ecuacidn son elementos ad- 
yacenies en el t-^simo reneldn del triangulo de Pascal y el lirmino del segundo 
miembro es cl elemento ubicado an diagonal abajo de ellos, en el (Jt + 1 ) rengldn. Por 
lo tanto, esia ectiacion es un replanteamiento de la propiedad clave del tri Angulo de 
Pascal cn ifrmiiws dc los eocfieienles del binomio. Una demosiracidn de esta fdrmu- 
la se esboza end ejercieto 49, 


Teorema del binomio 

Yu esiamos listos para establecerel teorema del binomio, 


Teorema del binomio 


0 + bf = + 



Demostramos el teorema al final de esta seccidn, Primero exami nemos algunas de 
sms aplicaciones. 


Ejemplo 4 Desarrollo de un binomio 

aplicando el teorema del binomio 

Aplique el teorema del binomio para desarrollar(jr + yf k 

So lu cion De aciierdo con el teorema del binomio. 



(* + >') 4 
Verifique que 

ft)- 


■ (:>• * (:>•’ * g>v * ev * »■ 

0 ~ 0- 0- 0- 


(x ~t y)* = x 4 + 4x J y + 6*V + 4xy* + / 


Material protegidq por do radios do a 


Se infiere que 
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Ejemplo 5 Desarrollo de un binomio apJicando 
el teorema del binomio 

Por medio del teorema del binomio desarrolle ( V* - 1 ) ft . 

Solution Primero desarrollemos (a + i*/ 1 y luego escribimos V Jt en lugar de a 
y — 1 en lugar de b. Segun el teorema del binomio, tenemos 

(..»!■- ( jy . ( jy * * (* y »* * (®).v * (;>v 

*(“>•*’♦ (;)■*•■ + (?)-’ - (;)*• 

Verifique que 

0 - 0 - ©~ (!)-“ 0 -™ 

ffl- 0 - 0 - 0 - 

Emonces 

(a + b )* = a* + 8 a 7 b + 2 &iV + 56 a 5 & 3 + 70 gV + 56 a*b 5 
+ 28 a 2 b* + Sab 7 + b 8 

Al efeetuar las sustituriones a — y b = - 1 obtenemos 

(Vjc - 1 f = {x ]t2 f + S(x l/J ) 7 (-1) ■+ 2S{x iiz )\-lF + 56{x^)\-iy 

+ 70 (i'*) 4 (- 1} 4 + 56 C*'*) S (- 1) 5 + 23 <r ] *) 3 ( O fc 
+ 8(j'^)(-1) 7 + {—!)* 


Lo eual al simplificarlo da 

( Vx - 1 ) s = X 4 - fa 1 * 1 + 28 ** - 56 * 3/i + 10 x 2 - 5 fa if2 + 28 * - fa lf2 + 1 ■ 

El teorema del binomio se puede aplicar para encontrar un detemrin&do t6rmino 
de un desarrollo binomial sin tener que efecruar todo el desarrollo. 


Termino general del desarrollo binomial 


El termino que contiene u en cl desarrollo de ( a + b) n es 



iterial protegido por derechos do autor 
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Ejimplo 6 Determinacion de un termino particular 
en un desarrollo binomial 

Determine el termino que contiene jt* en el desarrollo de (2r + yj®. 

So! u cion El termino que contiene _r Id da la formula para el tdrmino general 
donde a = 2x, h - y* n “ 20 y r “ 5 . Entonces, este termino es 


Ejemplo 7 Determinacion de un termino particular 
en un desarrollo binomial 


/ iY° 

Encuentre el coefidente de x * en el desarrollo de f x 1 + ~ ) . 


So lu cion Tanto jr eomo I /x son potencies de x, de modo que ambos terminos 
del binomio detemiinan la potenda de x en cada termino del desarrollo. Para en- 
contrar el coefidente deseado, primero se determine el termino general en el de* 
sarrollo, Segiln la fdrmula tenemos a ~ x 2 , h — 1 fx y n = i G> por lo que el termino 
general es 



Por lo tanlo, el termino que contiene x ft es el termino en el eual 


3r - 10 = 8 


r = 6 


De modo que el coefidente buscado es 



= 210 


Demostracion del teorema del binomio 

En seguida se muestnr una demostracitfn del teorema del binomio mediante induction 
matem^tica. 

■ Demostracion Sea P(w) la proposici&n 

(a + bT = (o y + ("V"* + (2)“'^ + " ‘ + (n - l)**"' + («) 6 ' 

Paso E Demostramos que /^l) es verdadera, Pero P(l)es jusio la proposition 
(1 a + fr) J - + ^ | - la + 1& — fl + 

la cual es ciertamente verdadera. 

Paso 2 Supongamos que P(fc) es verdadera. Por lo tanto, la hipdtesis de induction es 

( a * *j* = (jy + (jy-f + (jy-v + - + ( t 1 , y*- 1 + (jy 


it u rial protcqido 



h . 
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Podeinos usar esta hipotesis para demostrar que f\k + 1) es verdadera, 


(a + b) t+] = [a + b)[{a + b) k ] 
— {a + b) 


- *[ ft V * (! V"* * C V v * ' ■ * G - 1 )•*■" * CM 
+ ‘[(iV * ( 0 ""’* " (*>" v * C) 

■ * (!)•* * ©“" v ( t ‘ i)" v " + (;>*' 


+ 


o - (;>*■'*■ * (‘V"*' — o * >■ + (;> 


.*+i 


-GMGMflW 


(!) - (!)]“'"*' 

+ - + [(*-i) + l3H + (I)* ,ti 


Hipdtcelfi ds 
mduK.J(5fl 


PiTjpieJ&d 

distributivs 


FropfedaJ 

distributes 


A^rvip^ct^n por 

tenrlfiofi 

wmejintss 


Al utilizar la propiedad clave de los coeficienies btnoniiales podemos 
escribir cada una de las expresiones en parentesis cuadrados como un 
simple coeficiente de un binomio, Astmismo, al escribir el primero y el ul- 
timo coeficienies como (^y 1 ) y (**J) (son iguales a I segun d ejercido46) 
tenemos 


(a + bf +1 



Pero esta ultima expresidn es precisamente P(k ■+ l^y esto complete el 
pa so de induccidn* 

Despuis de demostrar los pasos I y 2 , conduimos de acuerdo cor el principio de 
induccibn matemritica que cl teotema se cumple para todoa los nfimeros naturales ru ■ 



1-12 ■ Apliquc cl iriangulo de Pascal para el dcsarrollo de la 
espresidn. 


1. ( x + y)* 

2. {2x + I) 4 

3. 

H)' 

4. (z - yf 

5. (x - iy 

6. 

(Vo + Vfr)' 

X (A” i)' 

8. (l + V2f 

9. 

(i* - W* 

10. (1 + j 3 ) 3 

- a - 

12. 

(>*§)’ 


13-20 ■ Evalue la exprestfo. 



Material protegidc por d err echos de autor 
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»■ (3 - 0 * 0 - 0 * (I) - 0 


21-24 ■ For medio del teorcma dc binomio dcsanullc la 
expresltfn 

2L ( x + lyf 22* ( 1 - jc> 5 

23. f I + ^ 24. (1A + B 1 )* 

25. Calcule los primeros tres i£nninos del desanollo de 

(* + 2>J“ 

26. Determine los primeros cuatro term i nos del deaarrollo de 
(x ]/3 + l) w , 

27. Encucnlie los ultimos dos tcrminos del desanollo dc 

(a& + a'*)* 

28. Encuentre los primeros ires t£rminos del desanollo de 



29, Calcule el t^rmino medio del desanollo de (a 2 + I ) J8 r 
3Q. Determine cl quin to tdrmino del desarroltode ( ab - l} 20 . 

31, Calcule el vig^simocuarto t£rmino del desanollo de 
(a + £) a * 

32. Ent ucnire el vig^simooctavo del dcsarmllo dc (A — B) 30 . 

33, Encuentre el centfsimo Uirmino del desanollo de ( 1 + y) lC0 , 

34. Calcule el segundo term mo del desarrol lo de 



35, Encuentre el tdrmino que contiene a* en el desanollo de 
(x + 2y) w * 

36, Encuenire el itnmino quc eontienc y cn cl desanollo 
de ( V5 + y) 11 , 

37, Detemiine el tdrmino que contiene b* en el desanollo de 
(a + b 2 )* 

38, Calcule el ttrmino que no contiene x cn cl desanollo de 

(-0 

39-42 ■ Facto rice aplicando el teonema del binomio. 

39, x 4 + 4x s y + 6xY + Axy 1 + y 4 

40, (x - J) s + 5(x - l) 4 + Wx - l) 3 + 
iO(x - 1} J + 5(x - 1} + 1 

41, 8o 3 + 12a 2 b + 6ab 2 + fr 3 

42* x* + 4x 6 y + &r 4 y 2 + 4x 2 y 3 + y 4 


43-44 ■ Simpli tique usando el teorema del binomio. 


43 + 


(x + A) 1 - x 3 

h 


44, 


(x + h)* — x 4 

h 


45* Demuestre que (1,01 ) IEB > 2. 

(Sugemnia: Observe que (1.0 1) 100 — (1 + 0.0 L)™ y aplique 
el teorama del binomio para demos trar que la suma de los 
primeros dos tirminos del desanollo es mayor que 2.] 


46* Demuestre que 


47* Demuestre que 


48* Demuestre que 



49* En este ejercicio demostramos la ideatkUd 

a) Esc riba el primer miembro de esta ecuacidn corno la 
suma de dos fracciones. 

b) Demuesue que un comtin denoninador de la expresidn 
que encontrtf en el inciso a) es r!(n — r + i }[ 

c) S ume las dos fracciones usando el cu miin denommador 
del inciso b), simplibqje el numcrador y observe que la 
espresion que resulla es igual al segundo miembro de 
la ccuacidn, 

50* Demuestre que {") es un entero para toda n y para 0 ^ r ^ *r. 
ISugerertcia: aplique la induction para demostrar que la pro- 
posicidn es verdadera para toda n. y use el ejercicio 49 para 
el paso de induccidnj 


Descubrimiento * Debate 

5 1 . Potencias d« factorial#! ^,Qu6 es mis grande (100!) 101 o 
( L0I T) lW> 7 [Jirgerencm; [rate de factonzar ks exprtsiones. 
i’.Tiencni algunos faeiorts comunes?) 

52. Sumsu-. da eoefreiantes binomtalas Sumecada uno de 
los cjtu’o primeros renglones del tri^ngulo de Pascal, cOmo 
se indtea, ^Obsen r a usted algun patrdn7 

1 + 1 = 7 
I + 2 + I = 7 
l+3+3+|=7 
1+4+6+ 4 +l=t 
] + 5+ 10 +10 + 5 + 1 — 7 


Material prolegido por der echos de 


autor 
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Con base en el patron que ha CDOMbida, determine la suma 
del n-isimo reqgjtia: 

GM:)*G)—*C) 

Demuestre que su resultado al desarrollar (1 ■+ I f usando el 
teonema del binomio. 


53« Sumas site mas de coericientes binomiales Determine 
la suma 

ft)-(:) + G)— 

determinando un patrrin come en el ejercicio 52, Demuestre 
au rcwltadodes£rrol1ando{l + I)" medsameel menu del 
binomio. 


Repaso 


Revision de c once ptos 


1. a) t Que cs jna sucesion? 

t» t.Que Cs una succjiLrin ari implies? Escriba una exprusion 
para d n-csimo uSrmino tic la succsibn aritnkLica. 

c) cs una succsitin geotn&rica? Escriba una exprtsiPn 
para el /i-£simo tormina de la sucesitin geomfctriea, 

2. a) ^Quc cs un a succ.sidn detinida recurs tvamcnlc? 

b) gCuiil es la sucesitin dc Fibonacci? 

3. a t ^Cual es cl signiJicudo de las sumas parciales dc una su- 

ocsi6n7 

b} Si una sucesitin arinnetica tiene comu primer krmirto a 
y difercncia eomun d, escriba una expresidn para la su- 
ma de lo« primeros n kmiinos. 

c) Si una sucesirin geometries tiene como primer tfrmino a 
y raz6n cocnun r. escriba una exprokn para la suma de 
sus pri meres n ttinmnoB. 

d) Escriba una cxprcsi6n para la suma dc una scric gcom£- 
Erica infiniiu cuyo primer sdrmino es a y su raj;6n eomun 
r, j.Fara qu£ valorts de r la formula es v&Hda? 


4, a | Escriba la suma V a k sin usar la nntacion S. 

*- 1 

b) Escriba ib, + b 2 + bj + ... + b n usando la rvotacidn 

5, Escriba una expresion para la cantidad A f de una anaaUdad 
que consla de n pagos regulares iguales de magnitiid con 
tasa de inters e' p or period®., 

6, Explicate el principle de la induccitin matematica. 

7, Escriba lot primeros cineo re ng I ones del mingulo de Pascal. 
iDe qu£ manera estdn interrdacionados Jo* elements? 

S* ad £,Qu 6 signifies el ifaibolo h1? 

b) Escriba una expresitin para el confidence: binomial (J). 
e> Enuncie el leorema del binomio, 

d) Escriba el t^rmitio que eontierte o' en el desamllo de 
(a + bf. 


Ejercrcios 


1-6 ■ Determine los primeros cuatro icrmmos asi como el d^- 
cimo krmino de la sucesitSn cuyo ^r-isimo krmino sc da. 

l.«, = -“T -(-I)*- 

ft + 1 H 

(“!)■+ I , Mn+I} 

3. o* = " — i 4 + u n = - . 


5 - a n 


mi 

2 n ttf 



7-10 • Lina soocsiAn esti delinida recursivamente, Encuentre 
Ion primeros sjete t^rminos de la sucesion. 

7 + a H = 0,,., + - l. o, = 1 


o_,j 

8 . a n - - 5 -i t o | - 1 

II 

9. a* = fl,_, + 0\ * l, fli = 3 

10. — VSo,-!* a, - V5 


1 1—14 ■ Se propxjrciona el if-^simo t^rmino de una sucesifrv 
a} Determine los primeros cinco t^rminqs de la sucesibn, 

b) Grafiquc los term i nos que cncontro en rl incise a), 

c) Determine si 3a serie es aritm£tica o gBcmteica. Calcule la 
diferencia eomfin o fa raztin comun. 


IL a A = In + 5 


13. 


JT_ 

" > n¥ 1 



unal 
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1 S— 22 ■ Se ptupoteionan los primm cuatrc temiinos de una sa- 
ceat&n. Determitit si son lerminos de una sucesidn aritm&ica. de 
una sueesidn geometrica 0 de mngwio de !o.s dos dpos. Si la suce- 
sidn es aritm&ica o geom&rica, determine e! quinto i^rmino, 

] Si 5. 5,5, t | 6 , 5. m ■ 16* l P " 1 ■ 2 , 1 l. ■ ■ ■ 

17. VS.2V%3\^.4VS^.. 18, V5.2.2V5.4.,.. 

19. t - 3. r - 2, t - I, t, . . , 2iX f s T t 2 r 1 . 1, . . . 


21 1 1 1 i 

4 2*3’9’"' 


22. a t I. , >< 


a a 


23. Demuestre que 3, 6 i\ - 12, -24*. , . . es una sueesidn geo- 
metrica y encuentre la razdn eomtin. (Aquf * = V^T.) 

24. Calcule en Ji-dsimo tdrmino de la sueesidn geometries 2, 

2 + 2 i, 4ip —4 + 4r, -8 (Aqui r = \A.) 

25. El sexto t£nninode una sucesidn aritmeiica es 17, y el cuar- 
to termino es 1 1. Calcule el segundo tertnino, 

2b. El vig£simat£rrrii node una sucesidn arifnuftfca es 96, y la 
difcrencia comiln es 5- Calcule el ff-£simo idrmino. 

27. El terccr term i no dc una sucesibn geometrica es 9 y la razor 
comun es | . Determine el quinto lermtno. 

28. El segu ndo term mu de una succsibn geomb Lrua es 1 0, y el 
quinto idrmino es Determine cl w-isamo lermino. 

29. Un maestro garni 32 000 ddlares cn so primer alio cn la es- 
cuela Lakeside, y obtienc un aumenio de 5% anuaL 

a) Plan tec una formula para su salano A„ en su w-esiino ano 
en esta e&cuela. 

b) Proponcione una lista dc sus salaries dc los primeros 8 
aflos en esta eseuela. 

30. Una colegadel maestro del ejcrdcio 29, contratada al mis- 
mo tiempo, gan 6 35 000 dd Lares en el primer afto, y obtuvo 
un aumento de 1 200 ddlares cada alio. 

a) ^Cudl es su salario,4 n en su n-£simo abo en esta escuela? 

b) Calcule su salario en el octavo alto cn esca escuela, y 
compare lt> con el saJario del maestro del cjcrcicio 29 en 
el octavo alio. 

3L Un cicrto tipo dc bacteria se divide cada 5 s. Si tres de estas 
bacteria* se coLucun cn. una eaja dc Petri, ^.cuanfas bacterias 
hay en el reupicnic al final de un nunuto? 

32. Si a, | cr 2 p a it „ , , y b lt i? 2 , i?j, , . , son tDCttuanes aritmftfcu, 
tkmuacre que a, + frj, oj + b 3 , a 3 + b j, . . . (a mbien es una 
sucesridn aritmitica- 

33 . Si (i), ct 2 , ttj, . . , y b t , ... son sucesiones geomitricas, 
demuestre que aib^a^, < 1363 , . . . tambiin es una sucesidn 
gcomltrica. 

34. a) Si 4 i|. u lT es una sucesidn ariunetica. ;,t;i sucesidn 

*j, + 2 , + 2 , tt 3 + 2 » . , . es aritm^tica? 

b) Si a u a 2 , %„ . . . es una secuencia geom^trica. ^la secuen- 
cia 5fl s . 5 o 2 , 5a j,, es gcomctrica? 


35. CaJcule Los valoms de x para los que la sucesibn 6. x. 12, „ . es 
a) aritjneiica b) genmetrica 

3b, Calcule los valorem de .t y de y para Ins cuales la sueesidn 2. 

x. y, 17. . . , o 

a) ariemedea h) geomelrica 


37^40 ■ Calcule ta suma 
37. + 1) ! 

*-3 

39. O 2 * - * 

Jr- 1 


j-E 

i 

40. V 3-2 

m _ t 


1 


41-44 * Escriba la sutrta sin uaar la notacidn sigma. No de el 
valor. 


L 0 

41. 2(*- !) ! 


t-l 


» 


43. 2 

t-l 


3* 

2*+i 


in 


«■ S— r 

J-2 7 J 

Id 

44. %n*T 


n-l 


45-48 ■ Escriba la suma por medio de la notaci dn sigma, No 
d£ el valor, 

45 . 3 +6 + 9 + 12 + ■ ** + 99 
4b, 1 J + 2 1 + 3 3 + ■ + 100* 

47* I *2* + 2* 2" + 3 -2 s + 4-2*+ ■ + J0Q-2 ,ai 

III 1 

48. + h + * ^ * + 

1-2 2-3 3-4 999-1000 


49-54 ■ Determine si la expresidn es una suma pare Lai de una 
sucesibn aritmbtiea 0 geombtiica. Luego calcule la suma. 

49. 1 + 0.9 + (0.9) 2 + - -■ + (0,9 ) s 
59, 3 + 3.7 + 4.4 + ■ - ■ + 10 

51. v5 + 2 Vi + 3 V 5 + - - - + 10GV5 

52. j + j + 1 + 5 + f,, + 33 

53- ±3<-4>- 54. 27(5)“ 

^-0 Jr — 0 

55. El primer t6rmino de una succsidn Eiritmelica es a = 7 y la 
dalcrencia comun cs d = 3. ^Cuintos tcmiinos de esta suce- 
sidn se tienen que sumar para obtener 325? 

5b. La suma dc los primeros tres t&rrunos de una scric geometnea 
es 52, y la razon comun es r = 3- Calcule el primer termino. 

57. Una persona tiene dos padres, cuatro abuelos, ochq 

bisabuclo*. ctcdtcra, ^Cuantos anccstros tiene cn 15 gene- 
raciones? 
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GAPiTULO tl Sucesiones y senes 


58. Calcule (a cantidad de una anualidad que consta de 16 pages 
anuales de 1000 ddlaies cada urno en una cuenta que paga 
8% de intends amial, compuesto anualmeme. 

59. ;Cuinto dtnero se tiene que invertir cada trtmesire at 12% 
anuaJ, compuesio trimestralmenie, eon el fin de tener 10 000 
en un aflo? 

60. ...De cudnto son los pages mensuates. de una hipoleca de 
60 000 ddlares al 9% dc inters si d prestamo sc licnc que 
liquidar en 

a) 30 kilos? b) I Sartos? 


61-64 ■ Calcule la surna de h aerie geoirktrica in li nit a. 

61. 1 - | ^ ^ - 

62. 0.1 + 0.01 + 0.001 + 0.0001 + ■ 


63. 1 + 


I 

31/2 




■i f ^ 


64. a ■+ ab 2 + ab * +- ab* + ** ■ 


67 -( 1+ t)( ,+ 5)( , + 0 '( 1 + *) = * +I 

68. Demuestra que T - 1 es divisible entre 6 para todos los nti- 
meros naturai.es n. 

69* Sean cr„. +[ — 3a„ +■ 4 y a, — 4. Demutitre que a„ = 2 ■ 3" — 2 
para lodos los niimeros naturaks. 

70* Dcmucslrc que cl numero dc Fibonacci F ^ es divisible 
emit 3 para Codas los mimeros naEuralcs n. 

71, Determine y demuesire una deaagualdad que relaciona 2“ y n! 


72-75 ■ Eva] de las eipresiones. 



65-67 ■ Med tame induce ldo matcmatica demuesLrc que Ea 
formula es vcrdadcra para todos los niiracros naturales n. 

«(3rt - l) 

65. J + 4 + 7 + ■ ■ ■ + (3w - 2) = — 

2 

w J_ + J_ + J_ + ... + . ! _ 

1-3 3-5 5-7 (In - l)(2n + l) 

n 


lb-11 • Desarrolle la expresidn. 

76. (1 - x 2 f 77. (2jt + y) 4 

78. Encuenire el vigdstmo krmi.no del desafrollo de (q + frf 3 . 

79. Calcule los priimeros ires krminos del dcuiiudo de 
(b ^ + *»*)» 

80. Calcule d tdrmino que contiene A 4 en el desarrollo de 
[A + 


2 n + I 
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1 1 Evaluacibn 




z. 


3, 


4, 


5. 


6 . 


7. 


e. 


3. 


10 . 


Determine Los primeros cuatro kimmos y el tkcimo krntino de la suctskki euyo 
termino es - n* - 1. 

Una sucesitin esti definlda recursivamente pora fl4 2 ~ a l ~ «*+]■ domJe *4| = 1 yo : = t. 
Cafcule a 5 - 

Una socestia arilmdtica intcia cun 2, 5, 8, I k 14, , 
a | Encuentre I* diferenria corridn d para esla sucesidn, 

b) Determine una formula para el ttH&inio knnino a H de la sueesidn. 

c) Halle el trig^simoquintoi term i no de la sucesidn. 

Una siieesirin geometric# mid a con 12, 3, 3/4. 3/16, 3/64, .... 

3 1 Determine la razdn comun r die esta sucesidn. 

b} Encucnlr? una formula para cl fHCsimo termino o,, tic la suct?si6n. 

c) Calcule el dtoimo termino tie la sucesitin, 

El primer krmirtu de una sucesiun gconktriea cs 25, y el eumto termino cs \ . 

3 \ Determine La razon comun r y el quinto termino. 
b} Caleulc la suma pareial de los primeros ocho terminos, 

El primer idrmma die una sucesidn arilmctica es SO >' el dccimo termino es 2. 

a) Eneuertre la tlifercntia toinun y cl cenlcsimo termino de la succsi6m 

b) Calcuk la Himi;i partial de los primeros di tt krminos. 

Sea «i, «j, aj, . , . una suocsidn gcomclrica eon lermino initial ti y razdn comun r, Dc- 
imieslrc que a\, af, . . . es tambien una succsidn geometric a cncontrando su razor 
comiiin. 


Escriba la expresion sin usar La notation sigma y, Eucgo, ealeulc la suma. 


a) 5)0 “ "*) 

AM 


Calcule la suma. 

1 2 2* 2 1 
3 


a) 5 + ? + 7 + ^ + 


b) I 


I 1 

2 ifl + 2 


I 


2 ir. 


b} jt-ijra- 1 


fl—J 




Metlianlc induce ion mulenuiliea de maestro que, para lodes I os numeros nalurales n. 


I 1 + 2 2 + + ■*■ +■ rt* 


n{n + l)(2« + l) 
6 _ 


1 1 . Dcsarrullc (2jt + y*f. 

12. Encucnlrc cl termino que contiene jr 1 en el desamollo del bmomio (3* - 2) 10 , 

13. Un cachorro pesa 0.85 lb al nacer, y cada semana gana 24% de peso. Sea a n su peso 
cn libras al final de la n^sima sonant de vida. 

a} Encuenut una fdrmula pant a„. 

b) ^Cuanto pesa el cachorro cuando tiene sets semanas de vida? 

cl t ,Bs la sucesidn n, h oj, a 3f , . . arilmeftca, geometrica o de muguno de los dos 

dpos? 


:'l a 
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Con el fin de encontfM una formula para A b1 calculemos los primeros tfrminos de 
la suces ion y busquemos un patrdn. 

A[ — I.OOSAq 

A 2 = L0O5A| - (L0O5)*A o 
A 3 = L005A 2 - (1-005 fA 0 
A, = I.005Aj= (L005)%> 

Vemos que, en genera^ A n = (1 .005)T A& 



Ejemplo 1 Crectm lento de la poblacton 

Unacierta pobiacidn de animates crece 2% cada aim, La poblacibn inicial es de 
5000 individual 

a) Determine una sucesidn recursiva que modele la poblacidn P n all final del 
A-dsimo ano. 

b) Calcute los primeros einco tenninos de la sucesitin P*. 

c) Plantee una formula para P tt . 

So I uc ion 

a) Podemos modelar la pobladdn usando La regia siguieu(e: 

poblacidn al final de este afio ^ 1 02 x poblaeidn al final del ultimo ano 

Si apLicamos el dlgebra podemos escribir esto come? una relacidn recursiva 

P n - 1.02 P m ., 

b) Ptiesto que la poblaeidn inicial es de 5000 individuos, tenemos 

P 0 = 5000 

Pi = 1.0 2P q - (1.02)5000 
P 1 = 1.02P) = (1.02) 2 50QG 
P 3 = l 02P 2 = (1.02)^5000 
P t = L02Pj = (L02)*5000 

e) Vcmos a partir del patron m-osircido en el inciso b) que P„ = (1 .02)f5000. (Observe 
que P„ cs una sucesidn geontetriea con razdn comdn r = 1 .02.) ■ 


Ejemplo 2 Dosis diaria de un medicamento 

Un paciente dene que tofliar todas las man anas una pildora de 50 rug de un ciecio me- 
dicamenn>. Se sabe que el mganismo elimina el 40% del medicamento cada 24 horns, 

a) Determine una sucesidn recursiva que modele la cantidad del medicamento 
en el organismo del paciente despite^ de que toma cada pfidora, 
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12.1 Determinacion de It m ites de forma numerica y grafica 

12.2 Determinacion algebraica de hmites 

12.3 Rectas tange rites y der iv adas 

12.4 Limites en el infinito; limitos de sueesiones 

12.5 Areas 



Esquema del capitulo 

En este capitulo sc estudia la idea central subyacente al cakulo, el concepto de Umite . 
El cilculu sc emplca para moddar muiwroso® fendmenos de la vida real, en particular 
situaciones rdacionadas con cambio o movimiento. Para extender la idea basica de 
Ifmites conskJ&iwtse do$ ejemplos fundamernales. 

Para hallar el drea de una figura poligonal si nip] entente sc divide en tndngulos y 
se soman sus areas, como sc muestra en fa figura que se encuentra a la izqiiierda, Sin 
embargo, es mucho mis djffcil hallar el Area de una regidn eon lados curves. Una ma- 
nor# es aproximar cl Srea inscribiendo paligonos en la region. En ta figura se ilustra 
clones se hate esto para un circuit?. 



Si A„ esel area del pollgono regular insert to eon n lados, entonces se puede obser- 
ver que cuandu n aumenta. se uproxima cada vez mis al &rea del cfrculo. Se dice 
que el area A del cfrculo es el Ifmite de las ireas A n y se escribe 

&rea - b'm A„ 

En caso de hallar un patrbn para las ireas A ra , entonces se podria determinar el I unite 
A de manera exact#* En este capfiulo sc usa una idea similar para hallar las Areas de 
regiones ucotadas por gralicas de funciones, 

En el capitulo 2 se aprendid edmo hallar la tasa de cambio promedio* de una 
funciftn. Por ejemplo, para hallar la velocidad promedio se divide la distance total 
reconrida entne el tiempo total. Pero, ^como se puede encontrar la velocidad inshm- 
tdttea., es decir t la velocidad en un determitiado instante? No se puede dividir la dis- 
tancia [dial recorrida entre el tiempo total, jporque en un ins tame la distancia total 
reeonida es cero y el tiempo total empleado en el recorrido es cero! Pero se puede 
hallar la iasa de cambio promedio en intervalos cada vez mas pequenos mediante 
una ampliation en el institute deseado, Por ejemplo, suponga que /(/) proporctona la 
distancia que tin automdvil ha recorrido en et tiempo f. Para detenninar ta velocidad 
del automdvil ex ae Laments a las 2=00 p,m„ sc ha lb prtmero la velocidad promedio 
cn un intervalo de 2 y un poco despues de 2, es dedr, en el intervalo [2, 2 + A]. Se 
sabe que la velocidad promedio en este intervalo es [f(2 + h) - f(2)ljh. Al determi- 
nar esta velocidad promedio para valores cada vez mAs pequefios de h (permitiendo 


* A In ui-wq 4c fMinbit* tambtfn sc Ic I limn ruwn de cmib-io. y pitrdc ser pramedio u iinCinwntM 
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CAPflULO 12 Unites: presentation preli miner de celculo 


que h se acerque a cero) t se realiza irna amplifkacidu del instante deseado. Se pue- 
de escribir 

/(2 + h) - f{ 2} 
veloddad in&tantanea — Lim — 

A-H3 ft 

Si se L-itckicfttra tin patron para la velocidad promedio, se puede evaltia? este Ifmite de 
manera ex acta. 

Las ideas en este cap it n la tienen aplicaciones de amplio alcance. El concept® de 
"tasa de cambio mstaniinea” se apliea a cualquier cantidad variant#, no sdlo la velo- 
cidad. El concept® de “area bajo la grfifica de una fliociiin” es muy versitil, De he- 
cho + nurnerosos fendnenos, en apariencia no relacioriadas con el area, se pueden 
interpretar com® el &rea bajo la gralica de una fundfin. Algunos de £stos se exploran 
en Enfoque en el modelada. p£gina 929. 


12.1 


Determinacion da limites 
en forma numerica y grafica 


En esta seecidn se emplean tablas de valores y graftcas de funciones para responder 
la pregunla, ^qu6 sucede con los valores /(jr) de una funcidn / cuando fa variable x se 
aproxima a un numero a? 

Definition de limite 

Se comienza por investigar el comportamiento de la funcitin / de fin Ida por 

f(x) = x 2 — x + 2 

para valores de x cercanos a 2. En la labia siguiente se dan las valores de f{x) para 
valores de x cercanos a 2 pero no iguales a 2. 


x 

/M 

3.0 

2, 000000 

3.5 

2.750000 

3.8 

3,440000 

3,9 

3.710000 

1.95 

3.852500 

3.99 

3.970100 

1,995 

3.985025 

1.999 

3.997003 


X 

m 

3.0 

8.000000 

2.5 

5.750000 

2.2 

4.640000 

2,1 

4.310000 

2.05 

4,152500 

2.01 

4 030100 

2.005 

4,015025 

2.001 

4.003001 



Figure 1 


De la labia y la grafica de f (una parabola) mostrada en la ligura L se puede ob- 
servar que cuando x esti cerca de 2 (en cualquier lado de 2) T f{x) esti cerca de 4, De 
hecho, parece que se puede lograr que los valores de f(x) se aproximen a 4 tanto como 
se desee al tomar x suficientemente cere ana a 2, Esto se express diciendo "el Ifmite 
de la funcidn f(x) = x 1 — x + 2 cuando x se aproxima a 2 es igual a 4”. La notacibn 
para esto es 

Km (x 2 — jr + 2) = 4 

•T-t-l 


aterial 
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En general, se usa la siguiente notation, 


Defmicion del limite de una f uncidn 


Sc escribe 

l lm f(x ) - L 

y se dice 

“cl limite de f[x). euando x tiende a u , es igual a L" 

si es po&ible hacer que los valures dc /(jr) se aproximen de numem arbitraria a 
(tan cere a de L camo se quiera) al tomar x sufickntemente pros ima a tr, pern 
no igual a a. 


En t6nmno£ general es, esto dice que los valores dc f{x) sc aprountm mis y mis 
el numero L euando x se acerca cada vez mas al numeric a (desde cualquier lado de a) 
pero x & a. 

Qtra notacidn para - L es 

f{x) — * L euando x — * a 

lo que normal mente se lee tiende a L euando x tiende a a*. Esta es la notacidn 
que se usd en la seecidn 3.6 en la explicacidn de asintotas de funciones rationales* 

Observe la frase 4 ‘pero x ^ a ” en la definicidn tie limite. Esto significa que al hallar 
el Ifmite de /(jr) euando x tiende a a> nunc a se consider* x — a. De hecho. incluso f(x) 
no necesita estar definida euando x = a. Lo unico que importa es como / esta definida 
cerca de a . 

En la figura 2 se muestian las grdficas de tres funcianes. Hay que observar que en 
d inciso c)* f(a) no eslA definida. y en el inciso b\ f(a ) ¥= L Pero en cada caso, sin 
importer lo que sucedc en a, 1 /(jc) ~ £■ 



Figure 2 

= L en los tres casos 



Estimation de limites en forma numerica y grafica 

En la seed tin 12,2 se desarrollarSn ttaagu para hallar valoies exactos de limited Por 
shore, se usan tablas y grificas para estimar Umites de funciones. 
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CAPfTULO 1 2 Limites: presentation preliminar de calculo 


Ejemplo t Estimar u n Iimite en forma numerica y grafica 

x — I 

Deduzca el valor de Ifm — . Compruebe con una grafica. 

jt — 1 


\ 



0 ' 2 

Flgura 3 


0.6 



0,9 1.1 

0,4 

Fig Lira 4 


Solution Observe que la funcidn /(j) = (x - l)/(.r - I) no esta dehnida cuando 
x = L pern esto no imports porque la definicidn de Km^ f(x) dice que se consideraiv 
valores de x proximo* a a pem diferciucs de o Las siguicntes tabtax prpporcionan va- 
lores de f(x) (correctors hasia seis dec i males) para valores de x que se aproximan a I 
(pero que son distintos de I), 


*< 1 

/« 

0,5 

0.9 

0.99 

0999 

0.9999 

0.666667 
0.5263 1 6 
0.502513 
0.500250 
0.500025 


x > 1 

/M 

15 

0.4000000 

1.1 

0.476190 

101 

0.4975 1 2 

1.001 

0.499750 

1.0001 

0.499975 


Sobre la base de valorem en la* dos tablas, *e inficre que 


jt — I 

Ifm — = 0.5 

- I 


Como comprobaeibn gralica se usa un dispositive) de graft eaeirin para pmdueir la 
ft guru 3. Se pucde observar que cuando x se uproxirna a I , v se acerca a 0.5. Si se 
usan las carac Leri st teas ; rnow| y 


TRACE 


para tener una vista mas amplia, como en la 
figura 4, se puedc observar que cuando x se acerca cada vcz mas a 1 . y se aproxima 
mis y mas a 0.5, Esto refuerza la conclusion. i 


i 

Vt 1 ±^9 - 3 
r 

±1.0 

0J 6228 

±0.5 

0.16553 

±0.1 

0.16662 

±0.05 

0.16666 

±0.01 

0.16667 


Ejemplo 2 Hallar un Iimite a partir de una table 

Vr 2 + 9 - 3 
Encnentre Hm : . 

r -*0 r 



Solucidn En la labia del marge n se Listen valores de la funcidn para varios valo- 
res de t cerca de 0. Cuando t se aproxima a 0 f los valores de la funcidn al parecer 
tienden a 0. 1606666 t „ , * y por lo tank), se infiere que 


V? + 9 - 3 
hm r — — 

r-*G r 


l 

6 


f 

VrT9- .3 
r 

±0.0005 

0.16800 

±0.0001 

0.20000 

±0.00005 

0.00000 

±000001 

0.00000 


^Que sucederia en el ejemplo 2 si se hubieran tornado inclusn valores. cada vez 
mas pequeflos de r? En la tabla del mapgen se muestrar los result ados que proporci et- 
na una calculadom; se puede observar que al parecer algo extrafio estd sucediendo. 

Si prueba estos c^leulos en su calcutadora, podria obtener valores dixtinlos, pero 
en algtin tnomento se obtendria cl valor 0 si se hace a t sulicientemenre pequena. ^.Esto 
significa que en realidad la respuesta es 0 en lugar de j! ? No, el valor del Iimite es ^ 
K como se mostrar a en la s igulente seccidn. El probiema es que la cak aladt n;i dio valorem 
i al'it >s porque V r + 9 es muy cercano a 3 cuando i es peq uena. (D e hecho, cuando / 
es xufieientemcnie pequefia, un valor de calcutadora para Vr + 9 es 3.000 . . . hasta 
los digitox que la catenladora pueda he van) 

Algo similar sucede cuando se intents graficar la funcidn del ejemplo 2 en un dis- 
positivo de graficacidn. Los ineixos a) y b) de la figura 5 rauestren grificas bastaitte 
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exactas de esta funcion, y cuando se usa la caraeteristica [ trace l se puede estimar 
con facilidad que el Ifmite esta cercano a g. Pero al ampliftcar demasiado, cornu en 
los incisos c) y d), se obtienen entonces graft cas inex actus, de nuevo oonw rcsultado 
de problems con la resta 


0.2’ 


Q.1 





a) [-5, 5] per [-0. 1,0.3] 

figure 6 


0.2 


0.1 





b) [— 0. 1, 0 ,1] par [-CU, 0.3] 




Lrmites que no exislen 

Las funciones no necesariamente se aproxirnan a un valor infinite en todo pun to. Bn 
otras patabras, es posible que un limits no exisla, En los tres cjcmplos sigu semes se 
ilustnm formas en las que esto puede suceder, 


Ejemplo 3 Un limite que no existe tuna funcion 
con un salto) 



yj 

i 

i 


0 

X 


Figurl 6 


La funcion de Heaviside H se define como 



si t < 0 
si / ^ 0 


[Esta funcion es llamada asf en honor al ingeniero electrico Oliver Heaviside 
(1850-1925) y se puede usar para describir una corriente eldctrica que se active 
en el Ciempo r = 0,j Su gra.fi c a se muestra en la figuni 6, Observe el “salto 1 en la 
graft ca en jt = 0. 

Cuando t tiende a 0 por la izquierda, se aproxima a 0, Cuando t se aproxima 
a 0 por la dereefta, H(t) tiende a 1. No hay un solo numero al que se aproxime H(t) 
cuando f se apraxima a 0. Por lo tanto, lfru^ no existe. ■ 


Ejemplo 4 Limite que no existe (una funcion que osctla) 

Eneuentre Ifm sen — . 

So loci on La funci6n /(jr) = sei^ir/j) no estsi definida en 0. La evaluation de la 
funtidn pain algunos valores pequenos de v da 

/( 1 ) = sen tt =0 /(|) = sen 2ir = 0 

/(|) = sen 3 jt = 0 /(j) = sen 4 tt = 0 

/(0.I) = sen IOtt = 0 /(0.01) = sen IOOtt = 0 

De manera similar, /(0.001) = /(O.OOOl) = 0. Con base en esta information se podrfa 
inferir que 

t r "f 

lfm sen “ = 0 

jr—fU X" 
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H pero esta vez la inlercncia e\ crmnca. Observe que aunque /(l/n) = sen n-rr = 0 para 
cualquier entc ro n, tambten es cicrto que /(x) = l para una infinidad de valorem de 
x que se aproximan a 0 . {Vdaae la gr&fica de la figura 7.) 


Figura 7 



Las Imeas discondnuas indican que los valores de sen (ir/jr)oscilan entre 1 y — 1 
infinitamente cuando x se aproxima a 0. Puesto que los valores de f(x) no se aproxiraan 
a un ml mem fijo cuando x se aproxima a 0, 

,, * 

lim sen — no existe ■ 

-T 



Enel ejemplo 4 se iluslran algunas de Jus diticuluido para inlcnr el valor de un 
1 irnilcv Es fdcil Lnferir el valor errdneo si se usan valores inapropiados de x + pero 
es dificil saber cuando dejar de calcular valores. Y, como muestra la explicaddn des- 
pues del ejemplo 2, algunas veces las calculadoras y computadoras dan valores in- 
come tos. Sin embargo, en las dos secciones siguientes, se desairotladn m&odos 
infalibles para calcular li miles. 


Ejemplo 5 Un limite qua no exist e juna funrion 
con ima asintota vertical) 

I 

Hallar Ifm — si exisie. 

JT 


X 

i 

±1 

i 

±0.5 

4 

±0.2 

25 

±0,! 

100 

+0.05 

400 

-0.01 

10 000 

±0.00 1 

1 000000 


Solution Cuando t se aproxima a 0, jc 3 tambitSn se acerca a 0 y 1 /x 3 se vuelve 
muy grande. (VtSase la tahla al margcn. i Dc hecho, result* evident* de la grdfiea de 
la funcidn Jfyr) = 1 /r mostrada en la figura S que los valores de jf(jc) se pueden ha- 
cer aibitrariamente grande s al tomar x lo bastante cerca a 0. Asl\ los valores de j{x) 
no se aproximan a un ntimero, de modo que h'm J _ ri] (l/.T 2 ) no exisle. 


y 
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16, Expire el valor del 1 finite* si exists, de la grifica dada de /, 
Si no exists. ex plique por qud, 


a) Ifm /{x) 

J-hJ 

d) ifm /(x) 

i-+2" 


b) 

JT — * 1 

e) Mm /(x) 


t) Ifm f(x) 
t-*-3 

n Wm/W 

A“+J 



17-22 * Use m dispositive de graficaciftn para determinar si 
exisie el Ifmite. Si exists, estime su valor has La dos decimales. 


17. Ifm 

J— ►! 


x 3 + x 2 +- 3x ■“ 5 
lx 1 - 5 x + 3 


19, Ifm l|n(sen 3 x) 

I-Kl 


IS* Ifm 


jt 5 + for 1 - 5 je + I 


20. Eim 


*-*& x 3 — x 2 - 8x + 12 


cos 5x - cos Ax 


2L Ifm cos - 

J HHJ X 


22. Ifm— — — 


23 -26 ■ Gralique la funcitfn delinida per partes y empjee su 
grifica para hallar los valores de los limites. si existen. 


23. 



x 


si x ^ 2 
si x > 2 


a> Ifm f(x) 

*-P>! 2 


b) Km f{x) 

JT— •‘j 


M. /(*) = 


{ 


2 

x + I 


six < 0 
six ^ 0 


c> Km/(x) 


a) Ifm /(x) 

•I-MK 


b) Ifm f(x) 

V mJH J 


c) ]fm/(x) 

■J— *0 


25* /(x) 


r — x + 3 si x ■< — i 
13 si x a -l 


a) Ifm /(x) 


to) Ifm f{x) 


“• m = { 2 _7 + 


a) Hm fix) 

i*+-r 


10 

4 


si x ^ —2 

six> “2 
b) Ifm f{x) 


c) Ifm f{x) 

ff-f “l 


cl Ifm /(*) 

J-^-2 


Descubrimiento • Debate 

27. Urta luncion con limites cspccificados Bosqueje la 
grdfica de un cjcmplo de una fun don / que satisfacc las 
siguientes condkioncs. 

Ifm /(x) = 2 Ifm f{x) * 0 

.1— kG"' x-aO' 

Ifm Jf(je) = 1 /(0) - 2 /(2) - 3 


j.Cudntas funcioaes hay? 

2N. Ditfcu Hades con las ca leu (adorns para graficas 

a) Evalue li(x) — (Lan x — xj/x 3 para x = U 0.5* 0. 1. 0.05, 
0.01 y 0 005. 

b) Infiera el valor de Km 

i-rfi y 

c) Evalue ft(x)para valores sucE&ivamenTe mas pequefios 
de x hasla que por ultimo Hague a valores 0 para h(x). 
^Tiene la seguridad de que su inferencia del inciso b) 
cs concern? Explique por qik cn algun inomcntu obtu- 
vo valores 0. 

M d) Grafique la funcidn feen e! rectingulo de visidn|- 1, 1] 
por 0, 11 Luego amp lie el panto donde !a gnSfica cniza 
cl eje y para cstimai el Ifmite de h(x) cuando x sc aproxi- 
ma a 0. Continue con la amptificacidn hasta que observe 
dta onuHca cn la gr&lica de h. Compare con sus resultados 
del inoiso c). 



Determinacion algebraica de limites 


En la secciOn 12*1 sc emplearon caicuiadoras y grSficas para inferir los valores de 
[(mites, pern se vio que tales me tod os no siempre conducen a la respue sta corrects. 
En esta secoi6n, se usan m^Lodos algebraicos para hallar Limites de manera ex acta. 

Leyes de fimites 

Se usan las siguientes propiedades de limites, Uamadas leyes de limites t para calcular 
los limites. 




SE€CI6N 12,2 Determination algebraic® da UmkeS 


SS3 


Los limites especialcs I y 2 son imyttivameiiie obvios, un vistazo a las grafieas de 
V = c y y = x lo eonvenceran de su validez. Los limites 3 y 4 son cases especiales 
de las leye* de (unites 6 y 7 (Ifmiles de ima potencia y una rafz), 

Ejemplo 2 Uso de las [eyes de limites 

Evaluc Ids siguientes limites y justiHque cada paso, 
a) Km^Jt 3 - 3x + 4) b) Hm—— 7— ^ — - 

Solucion 

a) IfmfZr 1 — 3.r + 4) = lim (2je*) ~ Ifm (3x) + Ifm 4 

jr— »i *5 j-» 5 i-3 

= 2 knur 1 — 3 Ifm x + Iim4 

,r-»5 jr—fS j-*5 

=> 2(5=) - 3(5) + 4 

= 39 

b) Se empieza con la Icy 5, pem su use sc justifies por complete} sbio en k etapa 
final cuando se ve que los limites del numerador y el denominador existen y el 
li'mite del denominador no es 0. 


nod 


Limited de una difenenek 
y suma 
Lfrrcltc M un 
mijltipia constante 

Lfmrtes nwetata# 3,2y 1 


Ifm 

jr—-I 


jt 3 + 2s 2 ™ 1 
5 - 3j 


Ifm (jt 3 + lx 1 — I ) 

JT ^r~l 

Um (5 - it) 

*-*-2 

Ifm jc 3 + 2 Ifm x 2 - Ifm l 

x~+—2 

Urn 5 “ 3 Ifm x 

j--2 f— -3 

<-2) J + 2(— 2)- - 1 
5 - 3(-2) 


Llmiti de un cedente 

Limits de #umas, 
diferenclas y mJitiplos 
cor -stantes 


Limitee es>pcc\&\ee 3, 2 y 1 


M 


Si f(x) = 2jt - 3jt + 4, entonces f(5) = 39. En d ejemplo 2a), se etieuentra que 
f(x) — 39- En ofcras palabras, se habria obtenido la respuesta correcta al susti- 
tuir x por 5, De manera similar, la sustitucidn directa proporciona la respuesta eorrec- 
ta en el ineiso bt Las fimeiones del ejemplo 2 sou una funetda polynomial y ana 
fuucibn racioual. respectivamente, y el uso similar de leyes de Ifmites pnieba que 
la susdtucibn directa funciona sSempre para tales funciones. Este hecho se express 
como sigue; 


Limites por sustflucion directa 


Si / es una fuucitin polynomial o rational y a estd eu cl dominie de /, ententes 

lfm/(jr) - /(a) 

1—0 


Las fund ones con esta propiedad de susmucidii directa se Hainan continues en a. 
Aprcndcri m£t$ acerca de las funciones contra uas cuando estudie cilculo. 


aterial proleqido por derechos de autor 
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Newton foe bostante nilSs mo 
desto respecloasus logros. £Edijo, 
"sue parece liaber sido s6lo cotnc 
un mfio j Uganda en la play a , , , 
micntras, el gran neeano de lu veniad 
„ ; . yacc sin descubrir ante ml". 
Newton 1'ue no mh ratio cabal lena per 
la ncina Ana en 1 ?[M y fue entcrrado 
con grander ho mores en la ahadia 
de Westminster. 
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(Ejemplo 5 Hallar un finite median te simplificaeton 

, (3 + hf - 9 

Eva I tie l:m — — . 

a—o h 

Solution No se puedc usar sustitucidn directa para evaluar este Uxnite porque el If- 
mile del denutfijnudttr es 0, Asf que primero se simplifies algebra ic-amente el hmile, 


,< (3 + fe)J 
Ifm . 

s— o h 

- 9 (9 + 6h + h 1 ) - 9 

= Ifm : 

h— ft 

Oc^arrcllc 



6A + A 2 

= Ifm — 

Aa* — ► ci h 

SbTiptfftque 



™ Ifm (6 + A) 

h- kD 

Canccte ih 



= 6 

5ea b — *- 0 

■ 


Ejemplo 6 


Encuentre Ifm 

(-+0 

Solucion No se puede aplicar la ley 5 ( Ifmit e de un cociente) de manera inme- 
diata, puestoque el Ifmite del denominador es 0, Aquf cl Algebra preliminar consists 
en racionalizar el numertdor. 


Hallar el iimite mediante racioraalizacion 

VF+~9 - 3 




n. w V - J - » V? V - * 

i-*e t r 


Vr + 9 + 3 

vV + 9 + 3 


Kaetanflltae cl nuineradar 


(i 3 + 9) - 9 r 2 

Mm ... : = Ifm . — 

i-o ^(Vr + 9 + 3) ^(Vr + 9 + 3) 


Vf 3 + 9 + 3 + 9) + 3 3 + 3 6 


Este cilculo confirma la inferencia que se hizo en el ejeinplo 2 en la 

secci6n 12,1, ■ 


Uso de li mites izquierdo y derecho 

Algunos Ifmites se calculan mejor si se determinan primero los Ifmites izquierdo y 
dereclio. El siguiente teorema es un recordatorio de lo que se descubri.6 en la sec- 
ci6n 12,1, Establcce que un limit* bilateral exist* si y stito si umbos Ifmites tmila- 
(e rales exisle n y son iguales. 


Ifm f(x) = L si y s6losi Ifm f{x] — L — Ifm f(x) 

x^a" t -*« + 


Al calcular los limites u nil ate rales se emplea el hedio de que las ley es de los limi- 
ted se cumplen tambign para Ifmites uni late rales. 


Material protegido par der echos 


jlor 
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CAPiTULO T2 Li mites: presentation prelim Inar de c^lculo 


El resultado del ejcmpLo 7 parece 
plausible a partir dc la tigura 2. 



Ejemplo 7 Comparer los limites derecho e izquierdo 

Muestre que lfm | x | = 0. 

.1— *o 

Solution Reeuerde que 



x si x s 0 
—x si jt < 0 


Puesto que x\ = x para x > 0, se tiene 


Pa/a .i < 0, se tiene | x 


lfm I jt | - lfm t - 0 
-Jt, asf que 


Por eonsigiiiente 


lfm \x\ — lfm (-/) — 0 


lim | jc | — D ■ 

.t— o 


y ■ 



_vi 


] 


u 


* -1 


p- 

x 


Figura 3 


Ejemplo 8 Coinparacion de los limites derecho e izquierdo 

\x\ 

Pruebe que lim no existe, 

.r-o .v 

SolucJdn Puesto que | jt j = x para x > 0 y \ x \ — — x para x < 0, se tiene 

lfm — = lfm - = Lfm 1 = 1 

Jt^0 T X , ( -*0 T .V J r-tf 

\ X I — jr 

lfm — = lfm — ^ = lfm {- 1) = — J 

^0- Jt 1-rO X ■ 

Puesto que los limites derecho e ixquterdo existen y son diferentes, se deduce que 
Ifrn^o | jc|/jc no ex isle. La grafica de la funcion f{x) = \x\jx se muestra en la ligura 3 
y corrobora los limites que se determitmron. ■ 


Ejemplo 9 Limits de una funcion defimda por partes 

Sea 



si x > 4 
si x < 4 


Determine si lfm/{jt) exisle. 

Solution Puesto que f{x) — V,v - 4 para x > 4, se dene 

lfm /(jt) - Lfm X x - 4 = V'4 — 4 = 0 

*-»4* 


Material proiegido por derochos de aulor 
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CAPiTULO 12 Limites; presentation prelimlnar da cilcula 


b) Use una tabla de valores de /(x) para estimar el If mile 
hasta cuatro decimales 

c) Use las leyes dc Ids limitcs para hallarcJ valor cxacto 
del li mine. 


Oescubrimiento * Debate 

35, Caneelacion y limites 

a) £,Qli£ esta maJ cn la sigjienle ecuacidn? 


27-32 * Encuentrc cl limite, si existe. Si el limits no exisle, 
explique por qu6. 


27, |[m \x + 4| 

i— « “4 

\x-2\ 

29. Ifm 

j “ 2 


M. ifm 


l* + 4 


*-*-r x + 4 
2 r - 3x 


30. Ifm 


*- | 2x - 3 | 

I 

1*1 


31. Hm(-- -M 
M~a\x \x\J 

32. Ifm [ - 

JT-*0' \ X 

33+ Sea 


fix) = 

f x ™ I si x * 

\x* “ 4x + 6 six ; 

a) Encuentre lfm t _^ /(x) y lfn^_ 3 - ^)l 


) 


b) ^Exisie cl bm*_ 2 /(x)7 

c) Bosqueje la gratica de f, 

34+ Sea 


A(t) = 

a) E value cadi limite, si exists. 


six < 0 
si 0 < .t — 2 
8 — x si x > 2 


jt 


i) tfiri fl(x) 

ii) Ifm A(x) 

3T-+0 

iii) lairt Mx) 

J5 — ♦ 1 


iv) ifm fi(x) 
*-+r 

v> ifm it(x) 

JT-+Z* 

vij iim A(x) 


b} Bosqueje la grilica de h. 


x 2 + x - 6 
x-2 


* + 3 


b) Dado el inciso a), cxpliquc pur que la ccuacidn 


Ifm - — - - ifm(x + 3) 

^-2 x-2 i-*z ' ' 


es comecta. 

36. Contraction de Lorontz En la Leona de la relatlvidad, la 
f6rmula de la contract; ion de Lonenlz 

L = k„Vl - pYc J 


expresa la longilud L de tin objelo como una funcion de su 
velocidad v con respecto a un observador. donde es la 
longitud del ohjein en rcposo y c es la vetocidad de la luz. 
Encuentre el Ifm,^.. te inlerprele el tesultado. £por qu£ 
es necesario un limite izquierdo? 

37. Limites de sumas y productos 

a) Mueslrc pur medio de un ejcmplo que 
lim^ {f(x) + 3(x)J podna cxislir aur cuando 
no exi&ten Ifm^ /(x) ni Ifm^ ^x). 

b) Muesue por medio de un ejemplo que 

Ifm^ podria exist? r atm cuando 

no existen /(x) ni Ifnq^ p(x), 


12.3 


Rectas tangentes y derived as 



En esta seceion se puede observer como surge n I os If mites cuando sc in Lenta hailar Ja 
recta tange me a una curva o la ta&a de cambio imtanUnea de una funcidn. 

Problems de fa tangente 

Una recta tangente es una recta que solo toca a una curva. Por ejemplo, en la figura 1 
se muestra la parabola y = x 1 y la recta tangente s que toca a la parabola en el punto 
fl(l, 1), Se podrtf hailar una eeuacidn de la recta tangente t lan pronto como se conozca 
su pendiente m. La diftcuiutd es que &61o se conoce el punto P, en t, mientras que 
para calcular la pend ie me se requieren dos puntos. Pero observe que se puede calcuiar 


it o rial protegido por d ore cl 


Figura 1 
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Ftgura 3 


La forma punto-pcmlitrrilc para la ceua- 
dc una ra'ia que pm por el puruo 
Ui- y i) cog pendienie m es 

_v — y, - - Jt|) 

(Wasc la section 1.103 


unaapryxi maoism a m Si SC CligC un punto ccrcapu Q(-r t ji J )cn la parabola (corrto era 
h figura 2) y se calcula la pendiente mpQ de la secante PQ. 

Se elige jf ^ 1 d o modo que Q =£ P. Entonces 

_ jc 1 - 1 
l ” w - * _ , 

Ahora se permite que x se aproxime a U de modo que Q se uproxima a P a lo largo 
de 9a parabola. En la fig Lira se nmestra tamo las secante s correspondientes rotan 
respecto a P y w apnoximan a la recta tangents r 



Q se apnojdma a / J por !a ixquierda 


La pendiente de la tangente es cl llmite de las pendientes de las rectas secantes; 

w ~ Ifm wipo 
Q^P 

Por lo lanto, u&ando el mdiodo de la seccidn 12.2, sc liene 


Jt*-i (* - i)(* + i) 
m = lim — = Irm 

JE— 1 X — I JT-+I X — 1 


= lira {jc + 1) = I + I * 2 

x-tl 

Ahora que se sabe que la pendiente de la recta tangente es m — 2, se puede usar la 
forma pkinto-pendiente de la ecuacidn de una recta para encontrar su ecu ac ion; 

y- I = 2(j - 1) o y = lx - 1 


Material proiegido pot der echos dc- aulor 
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CAPlTULO 1Z Li mites; presentation preliminar de calcuio 


A veces se hace referenda a la pendienie de k recta tangente a una curva en un 
panto como la pend rente de la curva en el punto. La idea es que si se am pi fa lo 
uiliciente la /.ona del panto, k curva se asenieja a una recta. Ln la figura 4 se i lustra 
este procedi mien io para la curva v — x~, Mientras mas sc ampli'a la zona, mis se 
panece a una recta la parabola. En otras palabras, lo curva se vuelve casi indistingulble 
dc su recta tan gen te. 



Figure 4 

Ampliation de la zona del panto (I . I) cn la parabola y = .v 2 

Si se tiene una curva general C con ecuocion v = j(jr) y se quiere hollar lo tungen- 
te a C en el panto /’(a, entrances se considers un punto cercano f(. jc)), donde 
x =£ a. y se calcula la pendiente de la seconte PQ: 

f{x) ~ f(a) 

Ententes se permile que Q sc aprosime a P a lo largo de la curva C permiiiendo 
que x se aproxime a a. Si se o proximo o un numero m, entonces se define la 
ttiritfente t como la recta que pasa por P con pendiente m. (Esto equtvale a dectr que 
la tangents es lo position I i mi tunic de la secante PQ cuando 0 se oproxima o P. 
Vease la figura 5.) 




Figura 5 


Definition de una recta tangente 


La recta Ian Rente a la curva y = f(x) en el punlo P[u, f(a )) es k recta quo 
pasa por P con pendiente 

/(*) “ /M 

m = l£m — — — 

-l ^ tJ 

siempre que este Umite exista. 


Water ial Droteaido Dor dorechos do aut 
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Ejemplo 1 HaMar una recta tangente a una hiperbola 

Encuentrc unit ecuaci6n de b tangente a la hip£rbolay = 3 /jc en cl punto(3, l). 
Solution Sea f(x) — 3/x Entonces la pendiertte de la recta tangente en {3, l) es 


m — Ifrn 


/to - /to 


jt-* 3 Jf ™ 3 

- - I 

X 

= Urn 

J—3 X — 3 


Dfiflnld6n dc m 


f{<) 


3 

x 


— lim 


3 - x 


S .¥(j — 3) 


= Urn 

J, 

3 


B) 


Multipliquc numcreidor 
y d-enomlnarfor p^r x 

Cancel-; * - 3 


F ? enriitfl 


que x ■ 


For lo tailto, una ecuacidn de b tangente en el punto (3 + l)es 

y - !■= -*{*" 3} 

que se simplilka a 

x -I- 3} 1 — 6 = 0 

La hiperbola y la tangente se mues-tran en la figiira 6. 


Hay otra expresidn para la pendiente de una recta tangente que algunas veces es 
mis ficil usar. Sea h = jr — a. Entonces jr — a + h, de modo que la pcndicntc de la 
sec ante PQ es 

f(a + h) - f{a) 


Vdase la figura 7 donde se Uustra el case /i > 0 y Q estd a la dereeha de P. Sin cm 
bargo, si succde que h < 0, Q estan'u a la i/quicrda de P . 


Figura 7 



Observe que cuaodo x se aproxima aa T h tiende a 0 (porquc h s x — a) por lo 
tanto, la expresidu para la pendiente de la tangente es 


fU j + h) ~ f(a} 

m = lim ; 

o h 


Material prolegido per der echos de autor 
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CAPfTULO 12 Limites: presentation preliminar de calculio 


Newton y los limites 

his 3fiH7, Isaac Newton (v^ase la 
pagina 894) publicb su nbra man- 
tra Principia Mathi'tntitica. £n esie 
Crabajo. d tratado izirntilko mis 
grande ramus escntu. Newton ex- 
pi icd so vers i bn dd cdlciilo y la 
cmplcb para in se sugar la meti- 
nicaja Jinaniiicadc fluidusy el mo- 
vimiemu ondutaioriu, y explkar el 
rnoviouento de planetas y cometas, 
Less inkios del cEikulo sc encuen- 
tran en los edit u Eos de ineas y 
vulumcnes tic los crudilos gfitgQa 
como Eudoxus y Arqurmcdcs, 
Antique los aspcctus de la idea de 
lfmile cslin implfcilus cn su ‘"mb- 
todo de agertamiemo". Eudoxus y 
Arqufmedes ntmea Formularon de 
maiicra explfcita el concepts de If 
mile, Del mismo modo. matema- 
lioos como Cavalkri. Fermat y 
Harrow. Ins precursors i timed iatos 
de Newton crc et desarmtlo del 
ctflailo, no emplearon en realidad 
ll'miles, Foe Isaac Newton quien 
iiablb prime ro en forma explicits 
acerca de los limites. F.xphcb que 
la idea principal delras de Los limi- 
tes. es que las cantidades "se aprt> 
xi man lo mis posible por alguna 
diferencia data". Newton e stable - 
cib que et 1 1 mite era el con cep to 
bisico en calculo, pero quedb en 
manes dc malcmiltcos poslcnorcs 
como Cauchy aclararestas ideas. 


Ejemplo 2 Hallar una tangente 

Encuentre una ecuacidn de la recta tangente a la ctierva y - jt 1 — lx + 3 en 
el punto ( 1 , 2). 

Solution Si ${x) = jt 3 - 2x + 3, entonces la pendiente de la recta tangents 
donde a = I es 

iMnld&i d e m 
F{x) - k 3 - 2x + 3 


Pc&amplfe el 
numeradpr 

A + 3/r + h 1 

— Iim ; SlmpflAque 

h 

— Iiiti ( 1 + 3/i -F Cancele h 

— 1 Perm rta ^ue Jr -r O 

Por consigijiente h una ecuacidn de la recta tangente en (1, 2)es 

y — 2 = l(i — l) o y = x + 1 i 


m = lfm 

S -*0 


= lfm 

h — 


/(I +*)-/{!) 


[(I +A) J -2(1 + A) + 3]-[! 3 -2(l) + 3) 


- lfm 


1 + 3A + 3H 1 + h l - 2 - 2h + 3 - 2 



Derivadas 

Se ha visto que la pendiente de la recta tangenle a la curva y = /(*) en el punto 
(a, f(a)) se puede escribir como 


lfm 


f{a + h) - /(a) 
k 


Resnltaque estaexpresidn surge tambibn en muchos otros cotnextoSi como hallar ve- 
locidades y otras tasas de cambio. Debido a que este lipo de I finite ocurre de manera 
extensa, recibe un nombre y notacidn espedales. 


Defirticioni de una derivada 


La dcriviidu dc una fun cion / on un nuinero n, denotata por f(a)t es 


fW = lfm 


f(a + A) - /(a) 
h 


ater'ial prole y id c 


ore 


IfJ': 


auE 


si este Unrite ex isle. 
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raiuradel pav'd y final mcnteakanza la lempcnittura ambicnic. 
Midiendo ta pendiente de ta tangenie, estime la tasa de cam- 
bio de la temperatura dfspufs do una hara. 



30 , Fr ecu cncla car discs Un monitor cardiaco se empEea. para 
medir la frecuencia cardlaca do un pacienle despuds do una 
drug ill. El monitor compile c! numcro de liitidos dcspucs 
d e I minuLos . Cuatido st grafieaii Los dates* de la tabla. la 
pendiente de La tangenie represent ta frecuencia cardlaca 
en Jatidcw par ininuto. 


r (mini 

36 

3& 

40 

42 

44 

Undos 

2530 

2661 

2806 

2948 

3080 

1 


a} Encuenlre las frccucncias air d ideas panned iu t pend i cn- 
ees de las sccames) en lew intervales de tiempo "40. 42] 
y[42, 44]. 

b) Estime la frecuencia cardiaca diet pacienle do spuds 
do 42 minutes promediando las pendiente* de estas 
das secantes. 

31. Rajo do ague Un depdsito centime 1000 galon.es dc agua. 
que salon por cl fondo del depdsita cn media hum. Los valo- 
rem de la labia moestran et vofameo V de agua que peirnaneec 
en el deptSsito (en galcnes) desputis de i minutes. 


i (min) 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

Vigal} 

694 

444 

250 

111 

28 

0 


A) Encuenlre las tasas promedio a las quo et agua fluye del! 
depdsiio (pendientes de las secantes) para los interval os 
de liempo [ 10. 15] y [1 5. 20}. 

b) La pendiente de la tangente en el punto (15, 250) repre- 
senta la tasa a la cual el ac.ua Lluyc del depdsito despuds 
de 15 minutos. Estime csta tasa promediiindo las pen- 
dietites dc las secanies del inciso a). 


32. Crecimiento de la poblacion mundiat En la tabla sc 
itiucslran dalos dc la pobbeidn mundial en el siglo xx. 


Ano 

Pobladon 
{en miEJonesI 

Aha 

Poblacian 
(&n millones) 

1900 

1650 

I960 

3040 

1910 

1750 

1970 

3710 

1920 

I860 

1980 

4450 

1930 

2070 

1990 

5280 

1940 

2300 

2000 

6080 

1950 

2560 




Estime la tasa de creeiimento pobbe tonal en 1920 y en 
1980 promediando las pendientes de do? secantes. 


Descubrimiento * Debate 

Estimacaon de las dertvadas de una grafica Para b 
fundon g cuya grtfifca se da, disponga les siguientes ndmeros 
en orden creeiente y explique su razommiento. 

0 g'l-2) g\ 0) ff’P) ffW 



34, Estimation de las velactdades de una gratica La gri- 
lles snuestra la funcidn de posicidn de un autontdvil. Use 
la forma de ta griftea para expiicar sus respaestu a las 
siguierues preguntas. 

a) t Cuii] cs Ea vdocidad inicial del aulomdvil? 

b) ; r EI uatomdvil iba rna.s rapido en B o en C? 

c) t,El atitomdvil desacekatf o aceleM en 4, R y C? 

d) (,Qud sueedid entre D y El 
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CAPITULQ 12 Limited presentation prefiminar de calculo 


Diseno de una montana rusa 

Suponga que se le pide disefitir el primer asccnso y descenso de mm nueva montaAa 
rusa. A1 esiudiar las fotograiYas de sus nioniahus m>as favoritas, decide que la 
pendientc de ascenso sea 0,8 y la de descenso -- 1.6. De spues, conecta estos dos 
uamos rectos y = L , (t) y y - i^(r) con pane de una parabola 

v = /(.r) = nr + bx + c 

donde x y /( x) se mtdert en pies. Para quc la pisEa sea uni forme no puede haber 
cambios abruptos de direction, por toque desea qae los segmeatos lincales L\ y L : 
scan hinge rites a la parabola en los pun Eos de Iran si cion P y Q , como se muestRi en 
la figure. 



1. Para simplifiCflr las ecuaciones. listed decide colocar d origen cn P. Como 
consecuencia* ^cudJ es el valor de c? 

2. Suponga que la distant ia horizontal entre P y Q es 100 pies. Para asegurar 
que la pisia sea uni forme cn k»s pumos de transition, females dehen scr los 
valorem de f(D) y f{ 100)7 

3 a Si /fv) — or + kx + c, muestrc quc jT(-t) - Tax + b. 

4. Use los resnllados de los prnblemas 2 y 3 para de term mar los valnres de a y 
b, Es decir, encuenlre una formula para /(.f), 

5. Grab que / y para eomprabar en forma grafiea que las tran si clones son 

uniformes, 

6. Encuenlre la diferencia de allure entre P y Q. 


& 

PROYECTO PARA UN 
DESCUBRIM1ENTO 



Limites en ei infinito: llmites 


a A i 


fesiortes 


En esta section se estudia una elase especial de llmite conocida como limite en el 
infiniio. Se ex&mina el Ifmlte de una funcidn f(x) cuando aumenta el valor de x. Se 
examina lambien el Ifmite de una sucesi6n cuando n aumenta, Los Ifmites de 
sueesiones se empleaiin en la seccidn 12.5 como ayuda para determinar d area bajo 
la grdfiea de una funcidn. 


terial protegido por derechos de autor 




$ ECO ON 12.4 Umites en s\ infimto; limit es de secuencias 


909 


X 

f(x) 

0 

-1.000000 

±1 

0.000000 

±2 

0.600000 

±3 

0.800000 

±4 

0.882353 

±5 

0.923077 

±10 

0,980198 

±50 

0 999200 

±100 

0.999800 

±1000 

0.999998 


Limiles en el infinite 


Se invest igurd el eomportamienio dc la funeidn / ddimda pwr 



E 3 - 1 
Jt 2 + 1 


cuando x tomy valores grandes. En la tabla del margen se dan los valores de esta 
funcion cor rectos hasta seis deci males, y la grafica de j ha sido trazada media me 
uua computtdora en la tigura l. 



Figura 1 

Cuando x toma valores eada vez mas grandes, se ve que Jos valores de f(x) se 
apmximan a I . De hecho, at porecer se puede hacer que los valores de f(x) se aproximen 
a 1 tan to como se quiera a l tomar x sulicientemente grande. Esta situaddn se express 
en slmbolos corno 


Jr-HPiU JT 2 + l 

En general, se usa la notacidn 

lfm f(x) = L 

x — hap 

para indicar que los valores de f{x) se aproxiinan mis y mis a L cuando x toma valo- 
res cada vez mas grandes. 


Limits en el infinite* 


Sea / una fuiiddrs del in id a en a] gun rniervalo (a t v j. Entonces, 

]im f[ j) - L 

indica que los valorem de fix) sc pueden hacer arbilrariamente cereanos a L 
si .v toma valores sulicjeniemcnic grandes. 


Otra notation para lfm /(j) = Ees 

jr-^oa 

Los ] L'mites en e] inftriiid se estiidian en /^x) L cuando X — ► oo 

la reoridn 3.6, 

El sfmbolo oo no represents un numeno. Sin embargo, con frecueueia la expresidn 
I ini f(x) = L se lee como 

x— me 

"el lfmite de f{x\ cuando x se aproxima al infiniio, es E” 
o bien "el lfmite de f{x), cuando jc se vuelve infinita. es L" 

o bien “el lfmite de f{x\ cuando x crece sin cota, es E” 
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CAPfTULQ 12 Umites: presentation preltminar 0e calculo 


y i 



Figure 2 

Ejemplos que ilu&tran ltm /(je) = L 

J— N 3 C> 





Figure 3 

Ejetnplos que aEustran Ifm /(.t) - L 

T — ' — OC 


Las Elustraciones geomOtricas se muestran en la figura 2, Observe que hay murfias 
maneras para que la grifica de / se aproxime a la recta y — L (que se llama aslntota 
horizoniai) eomo se ve a la derecha 


j, 




ReftriOndose die nuevo a la figura 1, se ve que para valores nu meric amente grandes 
de x, Jos valores de f(x ) se aproximan a l. Si se permite que x disminuya per valo- 
rem negative sin enta, se puede hacer que f(x) se apmxime a 1 tanto como se desee, 
Esto se expresa escribiendo 

„ ** * i 

Ifm • ■ - — - = l 
r-*-OP X* + J 

La definiddn general es como sigue. 


Limits en et infinite negative 


Sea / Lina t mic Lo n deiinidu en algiin intervale (- x, a). Eiuonces, 

ltm /(*) = 1. 

I— *■- W 

signihea que los valores de f(ji) se puede n bacer arbitrariamente cercanos a L 
sl x tonu valores negatives sufieientemente grandes. 


De nuevo, el sfmbolo -oo no represents un numero, pero la expresidn 
Ifm /(*} = L suelt leerse como 

"el I finite de /(x)> cuantlo x se aproxima al infinite negative, cs L” 

La definici6n se ilustra en la figura 3 Observe que la grifica se aproxima a la recta 
y — L como se ve a la izquienda. 


A sm tot a horizontal 


La recta}- = (.«■ llama asinkitu horunntal do la curvu v - f(x) si 

lint f(x) = L o Km /(*) = L 

.(“+«• X—* —QQ 
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>'A 

17 


1 



w 


Figure 4 

y = tan -1 .* 


primero sc inuestigan las asfntotu hnrr 
zonLnles y I os llmites, cn ci infinito para 
tunciancs rationales cn In scecion 3.6. 



Figure S 

lfm - = 0, lim — = 0 

i-™ X r-p-oo X 


SECClON 12,4 Limkes era &\ infinko; limhes de secuenclas 911 


For ejemplo, la curva ilustrada en la figura 1 tiene la recta y = 1 eomo una asfntota 
horizontal porque 


JT 2 - 1 

Ifm V— = 1 

+ 1 


Como se asegura en la seccidn 74, un ejemplo de una curva con dos asmtotas 
horizontates es y - tan' 1 x (vdase la figura 4). De hecho. 

, tt . tt 

Ifm tan x = — — y lfm tan x = — 

!-*-[*> 2 f— WO 2 

de modo que ambas reclas y = — ir/2 y y — irjl son asfntotas horizon tales. (Esto 
se deduce del hecho de que las Ifneas x - ±ir/2 son asfntotas veiticales de 9a gr£- 
fku de tan.) 


{Ejemplo 1 Limites en el infinite 

Encuentre lim - y lim — . 

Jf— WO X J-*-QO 

So I uc ion Observe que cuando x es grande, 1 jx es pequeha, For ejemplo. 


1 

100 


- 0 01 


1 

10000 


0.0001 


1 

! 000 000 


0.000001 


De hecho, si se toma un valor de * bastantc grande, se ptiede hacer que 1 jx se apro- 
si me a 0 tanto como se desee, For lo tanto. 


lfm ^ = 0 

l-w 

Con un razonamiento similar se ve que cuando x es grande y negativa, i/x es pe- 
quefia y negativa, por lo tanto se tiene lamb ten 

lfm — = 0 

Se deduce que la recta y - 0 (el eje x) es tins asintota horizontal de la curva v = l/x. 
(£sta es una hiperboia: v£ase la figura 5.) m 


Las leyes de Ifitiites analizadasen la seccibn 12 2 se cumplen tambten para limi- 
tes en el intiniio. En particular, si se combtna la ley 6 (I (mite de una potential con 
los resultados del ejemplo L, se obttene la siguiente importante regia para caicular 
tf mites. 


Si k cs un e ntern positive, entonces 

I 1 

Ifm —r = 0 y 11m — = 0 

i-*« X Jt 
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CAPlTULO 12 Limites: presentation preliminar de calculo 



Figure 6 


Ejemplo 2 Ha liar un limite en el infinite 


EvaJde Km 

JT-+W 


3x 2 - x - 2 
Sx 7 + 4x + 1 



Sole cion Para evaluar el limite de una funcidn radon a] en el infinite* se divide 
priinero mimerador y denoniinador entre la potcncia mds alta de x que aparece en el 
denominador, (Se podria suponer que x ^ 0 puesto que sdlo se tiene interns en 
va lores grandes de x.) En este caso, la potencia mas alia de x en el denominador es 
jc, asi que se tiene 


tf-x-2 

Um - ,• - — 

™ Sx ~ + 4jc + l 


3 _i_l 


lira 

.i-froe 


5 + i + 4 

J r 2 


lim 

Jt-WO 


( 3 ' 


X 



llm 3 _ lim 2 lim —? 

i - Hjc Jt— Mb x 1 [— hii. JC* 

]fm 5 + 4 lim - + Ifm — 

x t an i-^oo JT f-*w X 2 

3-0-0 _ 3 
5 + 0 + 0 ~ 5 


Pivida num£ radar y 
rfisraminiid^r s*itre a 1 


Limite di un eneitfntc 


Lfmites de surnfl!9 
YiHfenenclas 


Frrmita a^e x — » oo 


Un calculo similar muestra que el limite cuando x — ► -oo es tambten j . En la figura 
6 se ilustran las resultados de estos cilculos mostrando c6mo la grifica de la fun- 
cion rational dadu se aproxima a la asintota horizontal y — i ■ 


Ejemplo 3 Limite en el infinite negative 


Use m^todos numdricos y para determinar lim r T . 

r-*-« 

Solucion De la grdfica de la funcibn exponential natural y — e r en la figura 7 y 
la tabla de valores correspondiente, se puede observar que 

lim e* = 0 

Se deduce que la recta y = 0 fd eje x) es una asfmota horizontal. 


X 

e f 

0 

1.00000 


0.36788 

—2 

0,13534 

-3 

0.04979 

-5 

0.00674 

-8 

0.00034 

-10 

0.00005 
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CAPlTULQ 1 2 Limites: presentacido prelim mar de calculo 


hMc rcsLiltudai rrmcstra que h inlcrtncia 
realLzada allies a partir de las figurns. 9 
y EG fuc corrccla. 


| _j _ 4 * * 

h i - K - I H H 1 ■#- 

0 12 3 4 " 

_ | ■ ii a # 

Figure 12 


En particular, puesto que se sabe que lfm t _ KCC ( I /,¥*) = 0 euando It es un entero po- 
sitive, se tiene 

lim = 0 si k es un entero positives 

a— * oo H 

Qbserva que las leyes de los limites dad as en la seceidn 12.2 se cumpten tambien 
para lfmit.es de sucesiones. 


. - „ _ 

Ejemplo 5 Hallar el limite de una sucesion 


Encuentre 11m 


n 


n + I 


Solucidn El mdtodo es similar al que se empted en el ejemplo 2: divida mimerador 
y denominador entre !a poieneia mas alta de n y despues use las leyes de los limites. 


n 


lim 

JTr ~ KJC iff 4“ I 


= lim 


I 


i + > 

n 

lim I 

It-KK 


lfm I -1- lim - 

n— n—r5a tt 


Divieta nuiTieradc. F yd«nc’rRl' 
iigdcr entre n 


Limited dc an co- 
ciente y una sums 


l 


1 + 0 


= l 


Furrnita que n — * so 


Por lo tanto, la sueesidn a n = nf(n + 1) cs convergent 


Ejemplo B Una sucesion que diverge 

Determine si la sucesion a n = (— J]P es convergente o divergente, 

Solueion Si se escriben los tgrminos de la sucesidn, se obtiene 

"I, I, w l| 1+ ^l T i. — l t . i * 

La gr&fica de esta sucesidn se muestra en la figura 12, Puesto que los (erminos 
oscilan entre I y - 1 de manera in Anita, a n no se aproxima a nhigiin nutnero. Asf, 

1 )* no exisle; es dedr, la sucesidn «„ = (— I J es divergente. » 



Ejemplo 7 Hallar el I i mite de una sucesion 

Encuentre el li'mite de la sucesion dada por 

n(n + l)(2fj +■ 1 ) " 

6 



Solueion Antes de calcutar el limite, se simpliticartf primero la expresidn para 
Debido a que n 1 = n - ti ■ n, se coloca un factor de n debajo de cada factor en el 
mimerador que contiene una n: 


15 n n + I In 4- 1 

i 9 ¥ 

6 n n n 




■k)K) 
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Ahora se puede calendar el Ifmitc. 

Ifm a n = Ifjn “f I + — ) f 2 + — ] 

fl ^oo 2 \ n / \ n f 

= - lfm ( 1 + " ] lim f 2 + — ] 

2 *-ku\ fl n / 

= f(l)(2) = 5 


Pefinlci6n rfe 


Limetc de un pnadurto 




Ejercicios 


r*Ar 




1-2 ■ a) Use la grifica de / para ballar lus Siguicnces Jimittrs. 

t) Umjfa) 

JT— PC® 

ii> lfm f{x) 


b) E*prese las ecuadones, de las, asfmlotBS horizonitales. 


17. lfm ~z 

Jt— H® f 




IS. lfm 


(‘•S' 


19-30 ■ Si la seeuencia cs convergence, cncucntrC su lfmilc. Si 
cs divergence, expliquc por quc. 



3-14 ■ Encuentre el Untile. 


3, Lfm — 

J-POQ f 


5. lfm 


7, lim 


2v + 1 
5k - 1 
4jT + l 


w-» 2 + Sjt 2 

Sf* + I 


9 . lfm 


(2i - l)(2f= + I) 

x* 

11. lfm 

™ I - V + j 3 


13. I cm 


m ( , ^ +4 ) 
-»\jf + I / 


4. lfm — 

JT— KB 


6. Urn 


2 ~ Ir 


*-** 4 je + 5 
jt 3 4- 2 


8, lfm , 

x 1 + x + 1 


10. lfm 


At* - r 


(r+ l) J 

2> \ 

12, lfm 1 — ] 

H» \f t — 1 / 

14. lim cosjr 


15-18 J Use una tabla de valorem para es-ti mar el If mite Des- 
pu£s use un dispositive) de gmticacitin para eonfirmar su res-uJia- 
do de manera gjilica. 


15. lim 

Mr- *^3C 


VV + Ax 
Ax + l 


lim (vV + x - 3*) 

J— POD 


19. d 


I +■ rt 


n j 2 

rt r n 

2 ' „ + 1 
23- <■„ = ^ 

25. a„ - 5en(»ir/2) 

26, a„ — cos mr 


20. a. 


22 . 


24. a. 


n(#! + 1) 




28. „„ = 1 
" n\ n 


n(n + 1) 


) 


*9 24 

29. a„ - —z 


n(n +■ L){2/i + J) 


12 

r n(fl + 1 ) 

n 4 

a 


5 n 

n A- 5 

n - I 

H J + 1 

(- 1 )" 
n 


Aplicaciones 

31. Concentration de sal 

a) Un rccipknlc conlcenc 5000 L de agua pnra. Una sai- 
mucra que contiene 30 g de sal por li tru de agu.ii cs 
bom be Lida al recipience a nazdn de 25 L/inin. Mucstrc 
que la conceulraddn de sal despu6s de t minutos (en 
gramos pot litro) es 


m = 


30? 

200 + t 


b) ^Que sucede oon la ceniicentracidn cuando r — * 00? 


■*1 ■ 

1 VI 
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SECCI&N 12.5 Areas 


91 ? 


>" 


0 

Figura 3 


el andio. El Area de un tri Angulo es la mitad de la base por la altura. El area de un 
poUgono se eocuentra dividi£ndolo en tri Angulos (como en la figura 2) y -sumando las 
Areas de los tri Angulos, 



Figura 2 A = iw 



— A | + A j + A + A a 


Sin embargo, no es fAtil Mar el Area de una regidn eon lados curvos. Todos sene.- 
mos u na idea imuitiva de 3o que es el Area de una regidn, Pero parte del problems del 
area es haeer esEa idea intuitive precisa al dar una definicidn ex acta de Area. 

Recuerde que para definir una tangente primero se aproximd la pendieme de la 
tangente mediante pendientcs de sccantes y luego se torrtd el ifmite de estas aproxi- 
mac i one*. Se sigue una idea similar para las Areas. Primero se aproxima la regidn S 
mediante rectAngulos, y luego se toma el Ifmite de las Areas de estos rectAngulos 
cotndo se incremenia el numero de rectAngulos. En cl siguicnte cjemplo se i lustra el 
procedim lento. 


/ 


/(LI) 


j 2 


Ejemplo 1 Estimar un area por medio de rectangulos 

Use rectAngulos para estimar el Area bajo la pardbola y — x 1 de 0 a J (la region 
parabdlica S ilustrada en la figura 3). 

Solution Se observa primero que el area de 5 debe estar en alguna parte entre 0 
y I porque 5 esta contenida en un cuadrado con longitud lateral 1 . pero por supues- 
to se puede haeer algo mejorque eso. Suponga que S se divide en cuatro tiras S 2 , 
S 3 y 5* dibujando lfneas verticals j ■= x “ | y jr = | como en la figura 4a). Se 
puede aproximar eada tira mediante un rectangulo con la misma base que la tira y cu- 
ya altura es la misma que el lado derecho de la tira (vdase la figura 4b)). En otras pa- 
labras, las alturas de estos rectAngulos son los vaJores de la funcidn fa) - x 2 en 
los pun los finales derechos de los subintcrvalos [0 + i) r [{♦ \ \ [| t j] y [i I]. 
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CAPETULO 1 2 Limites: presentation preliminar de calculo 


De las hguras 8 y 9 es evidente que t cuando n aumenta, R n y L n se vudven eada vest 
mejores aproximaciones al sinea de 5. Per lo Canto, se define el area A como el Iimite 
de las sumas de las irons de tos rectingulos de aproximacidn, es decir, 

A - Ifro R n - Um L„ - \ 



Figure 8 





Figura 9 

Definition de area 

$e aplicara la idea de Ins ejemplos 1 y 2 a la region mis general 5 de la figura 1, Se 
jniqia subdividiendo S en it tiras $ 3l 5i + + * < , S,, de igual aneho cqmo en la figura 10, 


Figura 10 


V* 



later idl pt olecjic 


u rtonap h 

■ I IJL I L- ■ 1 1 


aut 
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El ancho del iniervalo(tf* b\ es b - a. asi que el ancho de eada de las n liras es 



n 


Estas liras dividen el intervale [a. b]z n n stibintervalos 

;-^Ip ^z]i [-^21^]’ [-Kjj-I, Jf N ] 

dtmde .v M — a y jr, = h. Los puntos dereehos dc los subintervalos son 

x l = a + A.r h jtj = a + 2 Ajt + x % — a 4- 3 A_t, , , , t jr t - a 4- k Ax, f , , 

Se aproximara la ft-esima lira mediante un reciangulo con ancho Ax y attura 
que es el valor de / en e] punto final derecho ( v£a$e la figura 1 1 ). Entonces e] irea del 
£-£simo rcct^ngulo es f(x k )Ax. Lo qne sc considers en forma intuiliva como cl &rea 
de S se aproxima mediante la suma de las areas de estos rectangulos, la cual es 

R* = /(j])Ar + /(-^)A.v + ■ - ■ + /fo) Ax 

En la ligura 12 se muestra esta aproximacidn para n = 2, 4. & y L2. 





Observe que esta aproximacidn parece ser mejor eada vez coftforme an men la el 
niimero de liras, es decir, cuando n — * 00. Por Jo tanto, se define el area A de la region 
A' de 111 siguiente inanera 
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A horn se sustituyen esloa valorem en la dclinicirtm dc ircu: 


HI Jfmite se puede caEcular i^mibi^n 

cscribicndo 

125 «(« + OP" + 1) 

n J * 6 

-fCiX^X^) 

cumo cm el cjemplu 2. 


A — l£m 2 /(MA J 


Jl-'QO 


t=i 


V 25 * 1 5 
- hm 2~ T‘; 

ir-iin £_| H* ^1 

„ •A 125lr 

= Ifm 2 ,—r 

ji^oo^i n 

„ 125 A ^ 

= Ifm — - - V t 

fl-co n |5i 

1 25 n(#* + I )(2 /t + 1 ) 

= lim — - 

fl^dd n o 


= Ifm 

H-*QO 


J 25(2n 2 + 3n + I) 


<ui 3 


t 125 

= lim — - 

fl-*« o 

125 


( 2 + ^ + i) 


6< 2 + 0 + 0 > = ¥ 

Asi e! irea de la regidn es 41.7. 


Dfffinlsl&i de &rea 


25t z 5 

= ~~ Ax =* - 
rr e 




125 

factories —r 
t r 


Formula dc euma de mradrsdos 
Ca.ncelc ny de&arncj!le el numer^dor 
QW\d& nijnwnuiQr y dee.omin&dcyr entre n y 
e\ui fj— > oo 


En Is figura 14 se mucstra la region 
cuya area ie ealaila en el ejemplo 4. 



Ejemplo 4- Hallar el Area bajo una curve 

Cafcule el &rea de la regidn qee yaee bajo la parabola y = 4r — x 2 , E ^ jc £ 3. 

Solution Se comiienza por hallar I as dimensioned de los nectangulos de aproxi- 
macion en La w-esima etapa. 


Audio: 



n 



2 

Ft 


Punto final derecho: 


Altrn: 


fl\ 2 k 
jr t = n + ffc Ajt - 1 + Jtf — J = 1 + — 

«<>-x> *?)-<>*?)■ -("*?; 


4 + S*_j_4^_4^ 
n n n 2 

~ 3 + £ - ~ 
n n 2 

Asf k de acucrdo con la definicidn de irea, sc obtieac 

/I = Hm £ to) A* = Km £ (a + ? - ^r)(; ) 

J;.| *-] \ ^ ft f \f* / 

-Km(£ 3 + i|*-±£*>)(f) 

ft i=| / \ n / 
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CAPITULG 1 2 Limites: presentation preli miner de talculo 


3, Describe variits format cn las que cs posible que un Mitiiic 
no cxisLL [lustre con bosquejos, 

4, Enuncie las siguientes Jeyes de I os limites. 
al Leydelasuma 

b) Ley de la difcrencia 

c) Ley del mulliplo constant 
dl Ley del pnxlucio 

t) Ley del cociente 
f } Ley de la potencia 
g) Ley de la rafz 

5, E&criba una exptesidn para la pendierue de la recta tangente 
a la curvay = /(*) en el punto (s, /(a)), 

6, Deli na la derivada Describa das formas de interpreter 
■este mimero. 

7, Si > - /(jt), eseribaexpresiones para lo siguietue. 

a) La tasa de camhio promedio de y con respecto a x entre 
los ntimeros a y x. 

b} La tasa de cambio instantdnea de >■ con respecto a 
x en Jt = a t 


8. Expliquc el significadu dc la ccuactdn 

lim f(x) = 1 

Trace esquemas para iluslrar van as postbilidadcs. 

9, a) ;,Qud signifies decir que fa recta y = Le & una asfnioua 

horizontal de la curva y = ^jr)7 Dibuje curvas para ilustrar 
las disdnias posibilidades, 

b> iCuil de las siguie rates curvas liene asintosas honzontales? 

i) y = x z iv) y = tan* 1 x 

ii) y = l/x v) y « e* 

id) y - sen x vi) y — In x 

1®* a) ^Qu£ una sucesidn convergente? 
b) ^Qu£ signifies I = 3^ 

it. Suponga que S es la regidn que yace bajjo la curva de la 
grdfiea de y = a £ x £ b. 

a) Explique cbmo se aprexima esti area por medio de 
rectingulos. 

b) Escriba una exprrsidn para el area de S como un llmitc 
de sumas. 


Ejercicios 


t-6 * Use una tabia de valorem para esrimar el valor del If mite. 
Despu^s use un di xpositivo de grali cation para confirmar su 
rtsultado en forma grstlka. 


1. lim 


x-2 


x 2 - 3x + 2 

2. Ifm " 7 ~“ 

1 t* — i 


I 


3. lim 

i— o x 

4 Ifm- — 

j .— *0 X 

5* lint InVx — 1 


tan x 


6. Ifm 

T_0- |x| 


7. La grrifica dc /sc muestia cn la figura. ErvcuenUt cada limi- 
te o explique por qut no existc. 


a) Iim/(x) 

c> Ifm /O) 

*-*-y 


b) lim /(x) 
(-•-J 1 

d> Ifm /(x) 

s-+— 3 


el Ifm f(x) 

f-*4 


f) lim f(x) 

jr-«ee 


e) Ifm /(*) b) lbn/(x) 

J-* -.DD 



H. Sea 


( 2 six < — 1 
/(x) ^ |x 2 si - J ^ x < 2 
l x + 2 si x > 2 

Encucntrc cada limite o explique por qu^ no existe. 


*> Ifm /(x) 
j-*-r 



c) Ifm /(x) 


d) lim /(x) 

J-+2 
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Enfoque en el modelado 

Interpretaciones de area 


El hajo la grafica de una funeidn se usa para model ar muehas cantidades en fisi- 
ca, ecooomtft, ingenierfa y oiros campos. Esa es la razdn por la que el problem* del 
£rea es tan importanie. Aquf se mostrar^ c6mo se models el concepto de trabajo 
(seecidn 8,5) mediants el area. En los problemas se exploran otras aplicaciones. 

Reeuerde que el trabajo W/hecho a] mover un objeto es el produeto de 3 a fuerza F 
aplicada al objeto y la distancia d que se mueve el objeto: 



W = Fd trabajo = fuerza X distancia 

Esta formula se emplea si la fuerza es eonstante. Por ejemplo, suponga que empuja 
una caja en un piso, moviendose a lo largo del eje positive x de x = a a x = b, y aplb 
ca una fuerza eonstante F = k. La grlfica de Fcomo una funeidn de la distancia x 
se muestra en la figura la). Observe que el tnabajo hecho es W = Fd = k(b - a), que 
es el £rea bajo la grdtica de F (vdase la figura l b)). 


Fi 


k ■■ 


Figura 1 

Una fuerza constant? F 



+ — - — *- 
b Ji 



^Pero qu£ pasa si la fuerza no es eonstante? Por ejeimplo, suponga que la fuerza 
que up lies a la caja varfa con la distancia (empuja mas fuerte en ciertos lugares que 
en otrosl Para ser ituis precisos, suponga que empuja la caja a lo largo del eje x en 9a 
direccidn posiliva, de x = a a x — b, y en cada puntoj enure ay b aplica una fuerza 
jf(j) a la caja, En la figura 2 se mueslra una gr&fica de La fuerza / como una funeidn 
de la distancia .t. 



^Cuanto trabajo se hilo? No se puede aplicar diree laments la formula para el tra- 
bajo porque la fuerza no es eonstante. Asi, se dividirtf el intervalo [a. fr] en n subin- 
tervalos con pu n los finales j 1+ „ . . „ j„ e igual amplitud Aj como se muestra en la 

figura 3a) en la pdgina siguieme. La fuerza en el punto final derecho del intervalo 
l-fy-i* j^] es Jfo). Si rt es grande, entonces Aj es pequena, de mode que los valores 
de / no cambian mucho en el intervalo [j 4 _|, j*), En otras palabras, / es casi eonstante 


M. 
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Figura 3 

Aproximacidn del irabajo 


en el intervals y. por to tanto, el trabajo W\ que se hace a 1 mover La caja de .r A _j a 
jf* es aproximadamente 

W k ** /(**) A* 

Asi, se puede aproximar el trabajo hecho al mover la caja de * = d a * — b por 

2/(Xi)Ai 

Parsec sct que la apmxiitiacidn « mejor cuando n toma valoics grander (y, por lo tan- 
to, d intervalo jrJ sc bate mis pequeno), Ed consCcuencia, sc define d trabajo 
hecho ai mover un objeto de a a b como el Ifmite de esta cantidad cuando n oo: 

Vf- ltm 2 /Cn,)Ai 

Observe que dsta cs precisameme el area bajo )a grifica de / entrt x- ay x = boo- 
mo se define en la seccidn 12.5. V£ase la figura 3b). 



Ejemplo Trabajo hecho por tma fuerza variable 

Una persona empuja irna caja a Jo largo de una trayectoria tecta una distartcia de 
IS pies. A una disiancia x de &u pumo de partida, apt tea una fuerza dada por 
/(j) — 340 “ x 2 . Encuentre el trabajo que realiza La persona. 

Solucfdn La gr&fica de / entre r = 0 y r = I & se muestra en la figura 4. Observe 
edrtio varfa la fuerza que aplica la persona: comienza empujando con una fuerza de 
340 lb, peixi dc manera uni forme aplica roenos fuerza. El trahajo hecho es el Srea 
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bajo la gr&fiea de f en el Intervals [0, 18} Para hallar esta irea, se empieza por ha- 
llarlas dimensioned de los rectangulos de aprtmmajci<5n en la fi-6sima etapa, 


Andio: 

Ax = 

Punto final derecho: 


Altura: 

/{**) = 


h - a _ 18- 0 _ 18 
fi n n 



Asfi de acuerdo con k definicidn de trabajo, se obtiene 


w - 11m 2/WA* = Mm £ (340 - 

H-t-W \ ft / \ “ / 


— Ifm 

fl— »-M 


- lfm 

JT^-W 


fa 


(I8)(324) 


n 


£**) 


340n - 


5832 


\ n 


n 


n(/i + l)(2n + l) 


/ fi n + 1 2n + l\ 

= Um 6120 - 972 — ■■ 

n — tog \ n n n J 

= 6120 - 972-1-1*2 = 4176 

De modo que el trabajo que realize k persona al mover la caja es 4176 pies-libitts, 


Problemas 


miiml 

TWWm' 

■^AMA/kAAAti f{x)~kx 


!■* x ►! 


1 . Trabajo hoc ho por un cabrestante Un cabrestante motorizado se emplea para jalar 
un irbol deiribado a un earnidn. El motor ejerce una fuerza de f(x) = 1500 +■ lOx — I* 2 
!b sobre e! drbol cn el instant* cuando fate se ha movido x pies. El Sfbol se debe mover 
una distancia de 40 pies, de x - 0 ax - 40, iCuinto trabajo realiza el cabrestante al 
mover el drbol? 

2 Trabajo hecho por un resorte La ley de Hooke cslablecequ* cuando sc cstira tin 
rcsorte, jala hacia airis con una fuerza proportional a la eantidad dd csunimienlo- La 
constant* de proporcionalidad es una caractenfstica del resort* conocida eomo la eons- 
tante del resort*. Ash tin reserte con una constant* k ejerce una Fucrza /(x) = te cuando 
se estirm una distancia x, 

Cierto resort* tiene una constant* k- 20 Ib/pie. Encuentre e! trabajo que realiza el 
resort* cuando sc jala de modo que la cantidad por la que se estbm sc increment! de 
x = 0 a x = 2 pies, 

3, Fperza del agua Como todo buzo sabe, un objeto snrnergido en agua experiments 
preside , y conform* se incrementa la profundidad P tambi6n aumcnia la presidn del agua. 
A una profundidad de x pies, la prcsibft del agua es /^x) - 62.5x IWpie 1 . Para hollar la 
fuerza cjcrcida por *1 agua sobre una superficte, se multiplica la presidn por cl slnea de 
la supnficie: 

fuerza = presidn X irea 
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Suponga que un acuario eon 3 pica dc Line ho. 6 pies de largo y 4 pica de allura est£ llc- 
no dc agua. El fondo del acuario dene dnea 3X6= 18 pics' 1 . y experiments una prc&ifri 
dc aguadep(4) = 62.5 x 4 = 250 lb/pier. AsL la fuerza total ejencida pur cl agua cm el 
fondues 250 X ]8 = 43001b. 

El agua ejeree tambi£n una fuma sob re los lados del acuario, pero no es (an fdciE 
caktilarla purque la presadn sc increments de la parte superior a la interior. Para calcuhr 
Ufuerzaen unode los ladosde 4 pies X 6 pies, se divide su area en n liras horizontalcs 
delgadas de aiwho Ax, como se mueslra en la figura. El ftrea cie cads lira es 


]ongitud X arcbo - 6 Ax 

Si el fondo de la i^sima lira esits a la profundidad je 4 . entonces experimenta una presion 
de agua dc casi = 62.5ur t Ib/pies 1 : mienlras mas delgada cs la lira, m&i exacla cs la 
aproximacidn. Asi. en cada lira el agua ejerce una fuerza de 


preside x irea — 62.5 j a X 6 Ar - 375.T[At libras 

a} Explique pur qu£ la fuerza total ejercida pore! agua sob re los lados de 4 X 6 pies 
del acuario es 


lim ]9 37 SxjA.i 

n-«jn 

doride Ax = 4 jn y x* = Akjn. 

b) ^Qtii area represent a el limits de] i tic iso at? 

c) Evaltie el tfmite dd inciso a) pant hollar la fuerza ejercida por el agua en uno de los 
lados de 4 x 6 pies del acuario, 

d) Use (a rmsma tunica para hallar la fuerza ejercida por el aguaen uno de los iados 
de 4 X 3 pies del acuario. 

NOTA Los mgcnicroscmplcan la t^cnica dcscrita cn cste problemn para bailor la 
fuerza total que cjercft el aguja sobre una presa. 


4. Distance recorrido por un automdvil Pucstoquc distancia = vdocidad X tierm 
po, es facil apncciar que un automdvil en movimicnlo, por ujemplo* a 70 millas/h durante 
5 b recorrera una distancia de 350 millas. ^Pero qud pasa si varla la ve loci dad, com& 
sueedc cn rcalidad cn la pritctica 11 

a) Suponga que la vdocidad dc an objetu mdvit cn cl liempo res u(f). Expliquc porqui 
la dislaficia que rteone Cl Objelo ertn; los tieirtpos t - a y f - b Cs el £rua bajo 3a 
gr&lka de v emre t - ay t = b. 

b) La vdocidad de un automdvil f segundos despu^s de que comlcnza a moverse esid 

dad a por la funcidn wf/) - + 0. If 1 pies/s. Encuenlre la distancia que recorre el 

automdvil dc i = 0 a / = 5 s. 


5. Cnpaaidafi termina Si la lempcratura exterior atcanza un max 3 mo dc 9CfF un diay 
sdloSO^F el siguiente* cntonocs probablcmcntc sc dina que cl primer dia fuc mas eltido 
que d segundo., Sin embargo, supunga que el primer dia la lempcratura fue mcnor a 
btr^F durante la tnayor parte dc] dia. y alcanta la mdxima temperatura sdlo dc mancra 
breve, mieritras que en el segundo dia la temperatura pcrmanccid arriba dc 75'F todo cl 
tiempo. A bora bien. icu^l dia « el mis c£lido? Para tener una mej ur medieit5n de euit 
cdlidoes un dia particular, los cientifkos usan el eonceptode grado de calentamienio- 
hora. Si h temperalura es una constant? D grados durante t borsts. entonees el '"poder 
cator^fico" genemdo en este period# es Di grados de calentamiento-horas: 

grados de caientamiento-horas - temperatura x liempo 

Si la temperatura no cs constantc. cntonccs cl mlmcro dc grades dc calcntamicnto-horas cs 
igual al area bajo la griilka de la funeion de temperatura un cl pcxiodo cn cucsddn. 



Respuestas a ejercicios 
y evaluaciones impares 


Capitulo 1 

S«oti6n VI * pdgitialO 

1* a) 50 bl 0, - 10, 50 c) 0, - 10, 50, f 1 0.538, 1 .23, 

d| vl, ^2 

3* Propi edad conmutadva de la adicidn 
5, PrtjpLedad asociativadc la adicidn 
7, Propiedad distributiva 
9. Propiedad conmutadva de la rnullipltcacidn 
11* 3 + j 13. AA + 4B 15. ix + fy 17* 8m 
IS. — 5 jt +■ iOy 21. a) g b) £ 23* a) 3 b) % 

25. a> | b) 6 27. a) < b) > c) ~ 

29. a) Falso b) Verdadero 31. a) Falso b) Vcrdadcro 
33. a) jc > 0 h) t < A C) a ^ ir d) ~5<x<\ 
t)\p-%\s5 35. a) {1,2, 3, 4. 5, 6, 7* 8} b) {2,4,6} 
37* a) {1,2,3,4,5. 6,7,8,9,10} b) {7} 

39. a){t|j^5] b) (jJ “1 < Jf < 4} 

41* -3 < j < 0 


-3 

•- 

D 

43, 2 — jc < 8 


3 

B 

45. x ^ 2 





63. a) 2 b) -1 65. a) 12 b) 5 67* 5 
69* a) 15 b) 24 c) g 71. a) \ b) g c) Jf 
73. Proplcdad distribuliva 
75. a) Si, no b) 6 pies 
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1, y lfl 3. ^ 5. 5 3fi 7. Va* 9, a) - 9 b) 9 c) 1 
11* a) 4 b) - cl 16 13. a) 4 b) 2 c) | 

15. a) j b) -J c) 17, a) | b) 4 c) —4 

19. 5 21. 14 23. 7 V2 
25. 3^1 27* a J 29. 6cV 

31 . 16* 10 33 * 4 

b l 


35. 64r 7 j 37* 648v T 39, — 

3 

45. |i! 


yh 9 s 

41. ~ 43. -7T 

Jt 5 q V ' ' 

47. lx 2 49*';oi? 3 i 5L 2U| 


53. jc 


13/13 


55. 


1 


57. 16^'° 59, 


9a 5> * 
1 


c^d 


61. > 


■jte 


47* {-oc* 1] 
49. {-2. 1J 
51. (-l.oo) 



l 

-l 

1 




53. [-3,3] M(-3.5] 

55. 


57. 

59. 


63. 


32j 


12 


ie/15 


65. 


.15 


,13/2 


67. 


4 a 2 


69. 


3f^ 

JA 


-3 

1 

79. 


& 

83* 

-4 

A 

85. 


y — 3fr ] ^ r' 

71. a) 6.93 X IQ 7 b) 7.2 x 10 IT c) 18536 X ID" 3 
d) 1 .213 X L0 < 73. a) 319000 b) 272 IGQOOQ 
c> 0,00000002670 d) 0.000000009999 
75* a) 5 9 x IQ 12 mi lias b) 4 X LO tJ cm 
c) 3.3 X 10 1 ^ moldculas 77. 1.3 x 10"® 

19 X I0 lff 81. 7,4 X 10" ,Jl 

yTo vTx via 
_ w — c) — 


2^5 V , xv 


m 


b) 




A1 

ate rial protcciido pot der echos du 


61. a) 100 b) 73 


x 


y 



A2 


Respufrstas a ejercicios y evaluaclones (m pares 


87. a) Negative b) Positive c) Negative d) Negative 

e) positivo f) Negative 89. 2.5 X IG 1 - 1 mil las 

91 * 1.3 x 10 11 L 93 * 4.03 x I 0 37 morulas 

95. a) 28inil[as/h b) 167 pics 97- a) 17,707 pics/s 

b) 1328,0 pie^/s 

Seecion 1,3 ■ pigin#31 

I, Trinomio; x 3 , -3x T 7; 2 3. Monomb: -8; 0 

5. r*i— m HfriiriwnK; — -Jt 2 T r, 4 7, 7x + 5 

9, 5x 2 — 2x - 4 11. x J + 3x 3 - 6x + 1 1 

13* 9x + 103 IS. “( 4 + / 5 - r 2 - lOr + 5 

17* x^-x 19. 2U 2 “29r+ 10 21. 3c 1 + 5xy - 2y* 

23. | - 4y + 4y 2 25, 4x 4 + [2x*y 7 + 9y 4 
27. 2i i - 7 j j + lx - 5 29* x 4 - *i 4 31* a - l/fr 2 
33. 1 + 3 a j + + a* 35. 2x 4 + x j - x 3 + 3* - 2 

37. I — + x 4 * ~ x 1 39* 3xV + 7xV - 6xV - Hxy 4 

41. x 3 — > ,! “ 2yz — z 3 43. 2x(“.jr + 8) 

45. iy - 6)Cv + 9) 47* *><2* - 6y + 3) 

49, {x - l)(x + 3) 51* (2c - 5)(4x + 3) 

53. (3? + 4)(3x + 8) 55* (3e - 4)(3n + 4) 

57, (3j + y)(9j 3 - ixy + jr) 59* ix + 6f 
61. (x + 4)(r + 1) 63. (2* + IK* 2 - 3) 

65. (t + 1){J + 1) 67, x‘fy + l)(x - t) 

69, (. r + 3){^ + 1)“^ 71* 6j(2j? + 3) 

73, {x - 4)(x + 2) 75. (It + 3}(x + I) 

77, {ix + 2)(2x - 3) 79. {5i - 
81* (2 jc - 5)(2x + 5) 83. 

85* (x + i)[x ~ 3)(x + 1}(x - 1) 

87* (2x + 5)(4j^ - Iflr + 25} 

89* (x 2 - 2y)(x 4 + 2xy + 4f) 91* x(x + if 
93. (y + 2)(y - 2)(y - 3} 95* {2r + \){x + 2) 

97. 3{x ~ l)(x + 2) 99. {a + 2 )(a - 2)(a + l)(a - I) 

101, ^x 3 + 4)V - 2ft7V - IG* + 8) 

103, (jc ! +3)-^ftjr 2 + 3) 

105* dl (d + b + c)(a + b — c)(a - b + c)(b — a + c) 
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I. M 3* x * 4 5. xs -3 7. 
x + 2 


11. 


i + 1 


13* 


19, P — 21* 


3-1 
r 2 + 9 


x + 2 
2(x- 1) 

jd 2 jt + 3 ) 

15, --- - 17. 


9. 


1 


x + 2 

i 


23, 


2jt — 3 

Jt + 4 

,t + 1 


25. 


4(jf - 2) 

(2jt + 1)(2 jc - 22 
(x + 5) 2 
ix + 7 


„ , x 3 (j + 2) 

27, x 2 (x+l) 29*— 31. — - 33. > ... .* 

; yz * + 3 (x - i)(x + 5} 


35. 

41. 


1 


(*+!)(* + 3) 
2j + 1 


37. 


43* 


3jc + 2 

(i+ l ) 1 

2j: + 7 


39. 


45. 


a 2 + 3d + I 

jj + I 

2 


X^JC +1) ( X + 3){jf + 4) (x + 3)(x - 3} 


47. 

53. 


5x - 6 

x(j - 1) 
c 


49. 


-S 

(x + l)(x + 2)(x - 3) 


51, “xv 


c - 2 

59. 1 61. 


55. 


3x + 7 


x 3 + 2x — I 

-1 


57. 


ff( a + ft) 


63. 


y — x 
xy 
-3 


65, 


! 


(2 + x){2 + x + 6) 

x + 2 


VT 


71, - 


X' 

2x + 3 


(*+ 1) 




* 7 - (x - 3) 3 *’ 

73. 2 + V5 75* 


(x + I) 
2{ V'7 - V^) 


V2 


vV'3 - y Vy 

77. - — i 79. 


-4 


83* 


3 - y 

1 


81. 


r-2 


Vx 2 + t + x 
91* VenJadero 93. aj 


3(1 + V5) '5(Vr”V2) 

85. Verdadera 87* False 89, Fatso 


R | R-2 

b) ® =“ 6.7 ohms 


/f, + R 2 


Sacdien 1,5 ■ pbgitia 55 

1. m) No b) Sf 3. a) Sf b) No 5* 12 7. 38 
9.-3 11* 12 13. ”i 15, 30 17* -{ 19* ^ 

RRi 77 

27, x — 


PV 

21 -2 23, R — 25. fl, * 

nT 1 R, - R 


2d - b 
a ^ 2c 


™ 1-fl „ / 3 V 

a ~ — a - I V irh 

-Vo ± Vvl + 2gh 


33* X Vc* - a i 35. r- 


37. -4, 3 39, 3, 4 4t, J* } 43* -2. i 45* - J ± V? 


47. -1,| 49. -2± 


VI 4 


51.0,1 53. —3, 5 


55. 


•3 ± VS 


57. - 1. I 59. 


1 ± vs 


61. - 


i i 
2' 2 


-5 ± vn V6 VB T 

63. 65* + 67. -I 69. 2 71. I 

73, No hay solucion real 75* — 2 77, —50,100 79. —4 
81.4 83.3 85. ±2 V2* ± V5 87. No hay solueitin real 
89. t3 VX ±2 V2 91* -1,0,3 93, 27,729 95, j 
97. 3,99,4.01 99. 4.24s 101. a) Despnes de 1 sy l{s 

b> Nunca c) 25 pies d) Dcspues Ijs ej DespucsZjS 
103* al 0.00055, 1 2.0i8 m b) 234,375 kg/m s 
105. a) Despues de 17 aiioji, eJ 1 deenenode 2019; 
bi LVspucs dc 18,612 anos, e] L 2 dc aeoslo de 2020; 

107. SO 109, 1 32,6 pics 
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160 + j * 

E. in + 3 3* — - - 5* 0.025x 7. A = 3aj 3 


9. d ^ U 11. 


3 

25 


x + 3 


13. 51, 52.53 15. !9 y 36 
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Respuestas a (a seccibn l.S 


A3 


] 7, $9000 d Mutes a 4 \ % y $3000 66\ eu* * a 4% 1 % 7 .5* 

21. S7400 23. $45000 25. Plerom, 70 h; ayudjmTd, 35 h 
27. 40 anos de edad 29. 0 centavos. 9 de a eineo centavos,. 

9 dc a liO centavos 31. 6.4 pics dcsdc el puntu dc apoyo 

33, ail 9 cm h) 5 pidg 35. 45 pies 37., 120 pies por Jado 

39. 25 por 35 pies 41. 60 pur 40 pies 43, 3 20 pies 

45. 4 pulg 47. IS pics 49.5 m 51. 4 53. IS g 

55. 0.6 L 57. 35% 59 + 37mifl20$ 61. 3 h 

63. Irene 3 h, Henry 4j h 65. 4 h 67. 500 miUas/h 

69. 50 millas/h (a 240 millas/h) 71. 6 km/h 

73. 2 por 6 por 1 5 pies 75. 1 3 por 1 3 pitig 77. 2,8# pies 

79. 16 millas; no 81. 7,52 pies S3. IK pics 85. 4.55 pics 
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1- {VS, 2,4} 3.(4} 

5. (-2, —1.2. 4} 


7. (4, no) 

9. (-oc, 2] 


4 


% 

11. (-■»,-}) 

13, [loo) 


i 

i 

r 


15. (£oa) 

17. (-DC,- 

■18) 

14 

y 


-if! 

19. (-oo.-l] 

21. [—3, — 

1) 

0 

-1 

-i 

23. (2, 6) 

15. g,S) 


2 Ci 

4 

2 


w. m) 

29. (-2,3) 


y * 

-2 

3 

31. (— oo. — i U 0, oo) 

33. [-3,6] 


A * 

-j 


35, ( — oo, ~ 3 j U [i, dc ) 

37. (-3,4) 


-1 3 

t 

-1 

4 

39. (- 00 . -3) U (6, oo) 

41, (-2,2) 


-i * 

-1 

2 

43. (- 00 , 00 ) 

45. (-2.0) U (2, 00 ) 

e 

-2 0 

2 

47, { — 00 , —1) U [3, do) 

49. (- 00 , - 

■i) 

-1 j 


_1 


51. (-do,5) U [l6 t eo) 

53. (-2,0) u (2, oc) 

i is 

-a 0 2 

55. [- 2 ,- 1 ) u<n, i] 

57. [-2,0) U (1,3] 

-2 -} ij L 

-2 » i 5 

59. (-3, - j) U (2, 00 ) 

61. (-oc, -l) U (I, 00 ) 

-l ' 

I 

1 

». [-4.4] 

65. (— w, — 1) U (s. oc) 

4 

7 t 

1 j 

67 + [2, 8] 

69. [1.3, 1.7] 

J i 

I 1 ' 1*7 

71. (-4.*) 

73. (-6.001 -5.999) 

-4 ~ fl 

-S.flOJ ” ” -5.W9 

ts. [-in 



77. | jc I < 3 79, \x- 7[ 81. \x\ s2 

4 4 

83. I x i > 3 85. x - 1 I ^ 3 87. — ^ x ^ - 

3 3 

89. x < -2 o x > 7 91. a) x > - + - 

a h 

, .a - c „ 2 a - c 
b) -■ - ^ j < — — 


93. 68 s F s 86 95. Mis de 200 millas 97. fcntre 3 2 000 y 
14 000 millas 99. Disuincias entnc 20 000 y 100 000 km 

10L Entre 0 y 60 millas/h 183. a) T= 20 - -Jjt 

luu 

h) Dcsdc 20°C pasa a -30*C 105. 24 

107. a) I jc - 0.020 | ^ 0.003 b> 0.017 ^ j ^ 0.023 


5ecci6n 1.8 ■ pagan a 97 

I, 



3. a) VT3 b) (i I) 5* a) 10 b) (KO) 


Material protsgido por derechos dc a 


A4 fl espu asl as a eje rcta i o s y e valuacic nc s i m pa res 


7. m 


9. a) 


39, (2, -3) 


J4 


p4(i. L6'i 

♦(Mi 

I I ■ I 


-fl 0 . 


b) 10 e) (3, 12) 

11 . *) 


I 

s 

| 

*(4. m 

-e o 

t * 

i > 


(-3, -*i ■ 



b) 25 e> {{.6) 
13. 24 



19, 


j* 


< 4 » f 


I l I I 




25. 





27. A(6.7) Q<- U3) 35. b) 10 37* (0, -4) 


n 

3 


-I — I — I — I — I — H 


-5 


^-1.-4) 


0 

i 


S?l. li 


m+.3i 


qM— iM— ♦— i 


r / 5 a 

/ 


,Ja 



b) (1.3). (f, 3) 


43. No, si, si 45. 5f, no. si 

47, intersection con x en G> 4; intersecctdn con y en 0 

49. carta a x en -2, 2; conn a y en -4, 4 

51. Corta al eje x en 4. 53, Conn al eje x en 3, 

ordenada, al origen - 4, ordenada al origen 

sin sitneltfa sin simetrfa 


- “6, 




55. Corta al eje x cn ± J . 57. Pa&a por.r — 0. 

inlerscccidn con y en 1 . y = 0. sitn£trica 

simciricji con rcspecco a y con respeclw a y 



59. Com al eje x en ±3, 
corta a y en -9. sinn^liica 
con rcspcclo al eje y 


61. Sin inlcrsccc tones, 
simduica con respccto 
al on gen 




Material protegido por derechos de autor 


Respuestas a ajercicios y evaluacionee imp 6 res 


A6 


Seccion 1.10 ■ pagina 120 

1. } 3.J S. -1 T, 


51. - 


j 1 

J’ 4 



57. jr - v -3=0 59. b> 4 j - 3y - 24 = 0 
61. 16667 pics 63. a) $,34; la pendicriie rcprescnta 
cl incremento cn la dosis para m aumenlo etc tin ano en 
la edad. b) 8.34 mg 


b) La pendiente repre- 
senta el coslo de pro- 
duccidn por tanadar; 
el carte can at eje y ie- 
presenla cl casta fijo 
mcnsuLiL 



67. a) r = &n + 45 b) 76°F 

69. a} P — 0.434d + 15, dondc P es la presMn en Ib/pulg 2 y d 
es la profund idsd cn pics 


11. jr + y — 4 = 0 

13. 3iT - 2y - 6 - 0 

15. jr - y + I =0 

17. 2jt - 3y +19-0 

19. 5Jt + > - 11 = 0 

21. 3j - y - 2 - 0 

23. 3 r - >—3 = 0 

25. y = 5 27* x+ 2y + U 

29* jt= -1 

31* 5* - 2y + 1 = 0 

33* j - y + 6 = 0 

35* a) 



hi lx - 2y + 8 = 0 
39, Tod as cortan at eje x 
enel mismo pun to 


5 m - ] .3 




= 0 


37, Tod as tienen la mis ms 
pendiente. 


a 




71. a) C - + 260 

b) S635 

C) La pendiente represents cl 
costa par mi Ha 

d!) La ordenada al origen repre- 
sents el costa fijo mensusl 


c) La pendieme e$ la 
rapidcr de incremento en 
la presidn del sgna, y la 
ordenada al origen es 
ta presidn del sire en la 
supcrficie d) ! 96 pies 




Seed on 1.11 * pagina 127 

1. T = kx 3. p = kjz 5. y = kxfi 7. ; = JfcVy 

9. V = klwh lh R - kj f 13. y = lx 15* M = llt/> 

17. W - 360/r 2 19* C = 16 Iwh 21* j = 500/ Vf 

23* h) P — kx ta) $ c) 32 N 25* a) C - 


Material protegido per dereehos de auto 


Respuesras al capitulo 1 Repaso 


AT 


L > 


b) 0.125 c) $57500 27. a) P - ks* b) 0.012 
c} 324 29. 0/7dB 31. 4 33. 53 millas/h 

35. a) R = kLjd 1 b) 0.0029 lb c> H - 137 O 
37, a) 160000 b) 1930670340 39, 361b 
41. ft) f = kft b) Sc divide a la mi tad 


Capitulo 1 Repaso * pagina 131 

1. Propiedad connuitativa de la adicirin 

3. Propiedad distributive 

5. -2 £*<6 — 3 |- 

7. [5, oo) — ? *• 


9. 6 11. ^ 13, j 15, 11 17, 4 19. Ifix 3 

. 4 r 5fi 

21. 1 2-tv R 23. xV 25, 3x* z y 7 27. — 

j 

29, 7.825 X 10 10 31- 1.65 X 10“ 32 

33, W(4*>' 2 - y 3 + Is 2 ) 35. (x - 2)(jf + 5) 

37, (4/ + 3)(r - 4) 39, (5 - 4r)(5 + 4 r) 

41. {J¥ “ 1)(* 2 4- X + 1)(* + 1)(* J - J 4- 1) 

43, - 1 ) 2 45* (jr - 2)(4jt 3 + 3) 

47, Vx 2 + 2{x 2 + i 4- 2} 2 49. 6ut 2 - 2!jt + 3 

* *, 3(j + 3) x + 1 

51. -7 +- x 53* lr - 6r + 4* 55* 57. 

j + 4 jr — 4 

59. — — 61. 63, lyfi - lV% 

x + I 2x 

65.5 67* No hay solution 69, 2.7 71* -I,} 

73. 0, ±1 75* ^ V7 77. -5 79. 3, 11 

SI. 20 Ih de pastas, 30 lb de nueces. 

83* K V529 - 3) * 3.78 millas/h 85, 1 h 50 min 
87* (— 3 h oo) 89. (-00,-6) U (2,oo) 


-3 


-fi 


2 


91. .(-oo,-2) U (2,4] 93. [2,8] 


95. -1,7 97. [1,3] 




d )*--¥* + * 



101 . 


7 1 

1 

J ■ 

1 

[ 1 

1 

I 


r U ; 

L. .] 

L i 

. j 

5 * 




e) (jc - 2) J + y 2 = 193 



105, (x + 5) 2 + [y + I ) 2 = 26 
(—1. 3) radio l 


103. B 

107. Ciiounfetenda, cenbo 
109, Mo tiene grtffica 
111. Mo hay simetrfa 



115. Simctria ton resptolu 
al eje y 



119. 



—JO 


113. Mo hay sirnetrfa 



117. No hay simclria 



-25 


b) VI93 


0 (-1.6) 


A10 


Respuestas a eje-rcieios y evaluation as imparas 




1J. is* 



17* 19. 




21 . 



23* a) 1 T - 1 , 3, 4 b) Dominio [- 3, 4), rango [- 1 , 4] 
25. a) /(0) b) flC-3) c) - 2,2 

27* a} a 



b) Domi nio ( -oo. oo). rango ( - oq, do) 

29* a) 6 



-4 


b) Dominio (-eo, oc). rango (4] 



-M 


b) Dominio oc). rango (-do. 4] 
33* a) 4 .b 



b) Domi nio [-4, 4J rango [0, 4J 

35. a) 3 



b) Dominio [1, oc), rango [0, oc) 


37, 



41. 



39. 



43. 

Tu 

3 


- 1 -- 


47. 



51. 



-7 


Material prolegido pot der echos de autor 


Respuestas a la se-ccion 2.3 


Alt 


[-2 six <-2 
53+ f{x ) — v ,t si —2 
[2 si r >2 

S5+ a) SI b) No cl Sf d) No 
57* Funcidn, dominio[-3 n 2} rango[-2.2] 59, Noesuna 
ftincidn 61. Sf 63. No 65. No 67. S{ 69. Sf 71. Si 
73, a) b) 




C) Si r > 0, enlurteeS la gnifien dc /(x) = x 1 + c cs la mi>ma que 
la grdfica de v = jf desplazada hack arriba c unidades. Si r < 0, 
emonces la grilku dc /(x) = x* + c cs la mivma que la dc 
y — .r desplazadu liucia aba j o c u m Jades. 

75+ a) b) 



c) Si c > 0, enionecs la grdlica tic /(jf) = (x — r )' 1 es la ni] s m a 
que la gr£fieu dc y = .r dcsplttzada bada la tlerecha c unldades. 
Si c < 0 , cfilLmtcesi la grifica de /(x) = (x — c )■’ es la mtsma que 
la dc y = ,v dcsplazeda haciu la tzquierda c unldades. 


77. a) 


b) 



c) Las grificas dc raices pares son si mi I ares a Yx; las graficas de 
rakes smpares son sirnilanes a \Kx, A medida que c se inerementa, 
la grilles dc y = 'Vx sc vucl vc mis pranunciada cerca die 0 y 
mis plana cuaodo x > L. 

79, f{x) - -*j- J,-2s£jtS4 

81+ f(x) - VW, -3 ^ x ^ 3 

83, £1 peso dc esta persona sc inerementa a me did a que crece. 
hiego sigue ert aumento; la persona sigue cnionccs una dicta 
rigurosa (qulzi) a la edad dc 30 anos, lucgo sube otra vez de 
peso: con el paso del tkanpo, d peso s* estsbiliza. 85* A gand 
la carrera. Todos los corredofes terminarorv. El eorredor ft cayd, 
pero sd levarttd para llegar cn segundo lugar. 


87, a) 5 & to) 30 s c) 17 s 


89. Qx) 


2 

0 < x 1 

2.2 

l < x ^ 1.1 

2.4 

i 

U <r£ 1.3 

4.0 

L9 <x < 2 0 



S&cciOn 2.3 ■ pagina 179 

1. a) [-Mj[2<4] b) [1+2.] 3. ft) [-2,-1], [1,2] 

b) [-3.-2JI-U1& 3] 

5. a) 7. a) 



b) Credence cn [0, oo); 
dcenrdcnlc cn (— oo, Gj 
9. a) 


b) Credcntc cn [2,5, oo); 
dccrccicntc cn (— oo, 2.5 ] 

11. a) 




b) Credcntc en (—oo, —1], b) Credcntc en 
[ 2 ,oo); decreciente enf- 1,21 (-oo, — 1 - 55 ], [ 0 . 22 , oo); 

decree rente en[- 1.55. 0.22} 
13. \ 15. — 5 17* 3 19. 5 21. 60 
23. 12 + 3ft 25. -- 27, ~ 3 — 29* a) I 

Q o(o + >t) 

31. n) Crecienie en [0, 150], [300, 365]; decreciente en 
[150,300] b) “0.25 pics/dfa 33* a) 245 penonn/aflo 

b) -328J personas/iflo c) 1997-2001 d) 2001-2006 
35. a) 7.2 unidadea/afio b) 8 unidades/ailo 

c) -55umdades/ifio d) 2000-2001,2001-2002 


Material pro lag id o por dsrechos dc- ai 


A12 


Respuestas a ejercicios y aval use iorm impsi&s 


$eccl6n 2.4 ■ pagina 190 

1. a) Mucva^t hacia abajo 5 imidndcj; (>) Despl&ces* a La 
derecha 5 unidades 

3. ft) Desplactse ft la Lzquierda \ unidad b) Suba ; de unidad 
5. a) Refleje en el eje x y entire verticalmcnlc en un factor dc 2 
b) Refleje en el eje x y contraiga % r erttealmenjte en un factor de \ 

7. a) Diojase ft la denetiia 4 unidades y suba | de unidad 
b) Vaya a la. Lzquierda 4 uni dado y ba jc x do unidad 
9 , ft) Contraiga en el lentido horizontal por un facior de ] 
b) Eslirc en la dirccciuti horizontal por no factor die 4 

«■ 9W - (* “ »* 

O. $(x) = \x + I | + 2 IS. = - Vi + 2 
17* a) 3 b) 1 c) 2 d) 4 


1% a) 



b) 




*) 


f) 



-5 

i 


S * 




13. a) DespIScese a la Izquierda 2 unidades. 
b) Suba 2 unidades 

15, a) Esl ire vertical merite por un factor de 2 

b) Vaya a la derecha 2 unidades,, luego eontroga vertical meitie 

por un factor de j 

27* g(x) - (x - Tf + 3 19. g{x) = -5 VxTT 

31* g(x) = 0.1|x - i \ - 1 
33* 35, 



Material protegido por der echos de autor 



A14 


Respue&tas a ejercidos y evaluationes im pares 


«) c) 



9 , a) f(x) - (x + 2 f - \ 

b) Vdrttec (-2, - |) 
intersetcitiri ton x en -1.-3 
intersection con y en 3 

c) 



11. a) /(*)= -(x~lf + 13 

b) V6rtk»(3. 13); 

i nicreecc iOn con tch 3 ± VT3; 
i nter&eccidn ton y en 4 

c) 



I3 + a) f(x) = 2(x + I f+ l b) VOrtkeC-l, 1); 
no corta a x intersect: ion con y en 3 
c) 



15. a) /(jt) = 2(x - 5) 1 + 7 b| V6rticc (5, 7); 
no coita ax intersection con y en 57 
c) 



17, aj /(*) = -4{i + If + 19 bl Venice (-2, 19); 
inlerseccidn con x in -2 ± ^ Vl9; intersection con y en 3 


c> 



19. a) f{x) = -{* - ])“ + | 21. a} fix) = {* + l) 3 - 2 



c> Maximo /( I ) = 1 c) Minimo/(-]) = -2 

23. a) /(*} = -(* + |) 2 + § 



25. a) g(x) = 3(* - 2) 2 + 1 



c) Mrnimo g{2 ) — L 

27. a) h(x) = ~{x + ±Y + l 



Material c 


cj Maximo A[ — j) = 


leg id o por d err echo 


5 


Respuestas a ej&rCiCiO& y evaluaciones impares 


A1G 


(/*/)(*) = 

{ff fl tf)(x) = 4 j “ 3. (— ao, oo) 

39. (/ fl - H?x, [0, oo); (g «■ /)(x) = ^x. [G.oo); 
(/*/)(*) = (-oa.oo); fc *#)(x) = % [0, oo) 

41. £f°0eA)(x) - Vx l - I 
43. (/“ff’AK*) = (vx-5) 4 + I 
4$. ^jr) = x - % fix) = x 5 
47, g(x) = r\ fix) = x/(x + 4) 

49. 0<x) = I -**./(*)- h| 

5L fc(jt) = x^frfx) = x + l,/£x} = l/x 

S3. h{x) - ’'iJx.^x) - 4 + x w fix) = j 3 

55. tf(x) = 0. 1 Sx - 0.0Q0002x 2 57. a) ^r) = 60i 

b) /(f) = irr 2 c) (/ » $){t) = 360Qirt 3 

59. A(f) = 16irr 2 61. a) fix) = Q9x b) g{x) - x - 100 

*) /« £p(x) = 0.9.r - 90, g « /(x) = C.9x - 100, 

primero rrbaja, luego dcscuenCo, g * /: primero dcscucnto, luego 

rcbaja, g * / es La mtjor opcidrt 

S«cci6n 2.8 ■ paging 230 

I. No 3. Sf 5, No 7. S i % Si 11, No 13, No 

15, No 17. a) 2 b> 3 19. 1 

31. r s (Jt) = l(x " 1) 33. r\x) = j(x - 7) 

35. f~ l (x) = 2x 37, f'(x) = (l/j) - 2 
39, /"'(*) = (5* - n/(2* + 3) 

41- /-'(») =K* J -2),X3S0 

43, / _t (x) = V^x, i<4 45. /"’(x) ®= (x - 4) J 

47, r'lx) = X 2 - 2*, x S 1 49. r“(x) = 

51. a) b) 



O / E (*) * \{x + 6) 

53, a) b) 



c) /^(x) -x 2 - l T x*0 



55, No os lino a uno 57. Uno a uno 



— 

1 1 ' 
1 \ 
i V 
i V 


1 


-J -JO 


59. No es uno a uno 



-DO 


61. a) r ] {x) - x - 2 





63. a) g ~ '(x) = x 2 — 3, x S 0 



-4 


65. I2 0,r'(jj = V4~x 
67, x & -2, fr^x) - Vi - 2 

69, 



71, al fix) = 500 + m b) f~\x) = jrf* - 500), la 
eantidad de boras Jaboradas en funddn de la tarifa 
c) 9; si cl carga 1220 dblarcs, trabaja 9 b 

73. a) D"'(f) = Jo25 — b) 0.498; a una 

V 18500 

di stand a de 0.498 desdc el cjc central, la velocidad es 30 
75. a) F -l (x) - $(x — 32); la temperatura 
Celsius cnando la temperatyra Fahrenheit es x 
b) F * '(86) = 30; cuando ]a temperatura es 86 g F. es de 30*C 


[yl 


serial prolegido 


30 t derec h 


F K 


de au 


A1B 


Re spue stag 9 sjerercioB y imparu 


c) {fg)(x) = -3* ? + I3bf" - J&mr + 8 

d) if/g)(x) - {x 2 - ax + 2)/(4 - lr) 

e) if 0 ij)(x) - ft* 2 - 15^ + 6 

f) (3 - /)(*) = -3 * 2 + 9* - 2 

65. (/ ■» 0 )(je) - — 3 * 2 + Cl; - I, (-oo, oo); 

{# °f)(x) =■ -9x 2 + I '2* - 3, (-oo, oo); (f a f){x) = ft* - 4, 
(-oo* oo); iff * 0 )(j) * -x* + 4x* - fir 3 + 4x* (-oo.oo) 

67* (i"S° fr)(x) = I + Vx 
69* Si 71* No 73* No 

7S.rW-~ 

77. /’'(*) = ^x - I 



c) / 1 (j) = Vx + 4 


Capitulo 2 Evaluation a pagina 237 

l. a) y bO sun gnllitas dc funciunes. a l cs uikj a uno J. 5 
S. v.) Desplaeese a la cknecha 3 unidades, Juego hatia arriba 2 
tinidades b! Refleje en cl eje y 

7. a) —3, 3 b) 


* * * i 

-I 


9. a) (/ - (* - 3) s + I b) * /)(*) = x 1 - 2 

c) 2 d) 2 a) to°ff - * - 9 
11. a) Dominio [0* 6], rango f ] , 7’ 




Enfoque en el model ado ■ pagina 243 



3. a) 



b) y = 6.451 x - 0. 3 523 c) i 16 anos 



b> y = 4.857* - 220.97 c) 265 chinidos/min 



b) y = -0.168* + 19.89 c) 8.13% 


Material pro leg id o pot derechos do aulor 


A22 


Respuestas a ajercltios y evaluation's impares 


57, a) -1.2 



59. i positive. 2 q D negatives; 3 o I reales 
*1. I positive, 1 negative; 2 reales 

63. 2 o 0 positives, 0 negative; 3 o 1 real (puesto que 0 es un 

ecro, pero ni es positivo ni negative) 69. 3,-2 

TL 3, -1 73. -2, |* -I 75, ±j, . ± V5 

77* -2, 1.3.4 83* -2*2,3 85, -f-1, 1*4 

S7. — 1.28, 1,53 89. -1.50 93. I U pies 

95* a) EmpLeza a nevar otra vez, to) No c) Juste antes tie 

medianoche del sibado 97. 2.76 m 99. 88 pulg (o 3.21 pulg). 


Section 3.4 m p4gina 289 


t. Parte real 5. parte imaginaria -7 3* Parte real — pane 

imaginary a -j 5, Parte real 3. parte imaginaria 0 

7, Pane real 0. pane imaginaria — ^ 9. Parte real V'3, parte 

imaginaria 2 11. 5 — i 13* 3 + 5r 15- 6 — i 

17, 2 ~ 2i 19. -19 + 4 i 21. -j + \i 

23, -4 + 8r 25. 30 + 10f 27. -33 - 56i 29. 27 - 8/ 


31. -i 33. | + ji 35. -5 + I2i 37. -4 + 2i 
39. 2 ~ |i 41. -I 43* “i 45. 1 47, 5i 49. -6 
51, (3 + V5) + (3 - V5)f S3, 2 55. -iV2 57. ±3 i 

59. 2 ± i' 61. — — ± i 63. | ± |r 65. — — ± i 
2 2 21 2 2 

—6 ± VSi 

67. — ™ 69. I * 3 i 


Section 3.5 ■ pOgina 299 

I, a) 0, ±2i b) x\x - 2i)(x 4- 2J) 

3. b) 0. 1 ± I b) x(x — l — i)(jt - l + i) 

5* a) to) (x — i) 3 (x + i) s 

7. a) ±2, ±2i b) (x - 2)(x + 2)(x - 2 i){x + 21) 

9, a) -2* i ± i V3 

b) (x + 2)(x - 1 - iVlX^f - I + iV5) 

II, a) ±l p | ± |iV3, ± [i V3 

b> (x - l)(x + l)(x - l - V5)(* - \ + |/Vl) X 

(x + |-|iV3 X* + i + |/V5) 

En tas respuestas 13 a 30 t la forma faclorizpda se anota primem, 
luego se pmponciona un Ustado de las cews y ia multiplicidad de 
coda uno enirt parent? sis 

13. (x - 5/)(x + 5i): ±5i(l) 

15. [x - (-1 + i)][x - (-1 - i)]; -1 + i (I), -1 - f(l) 


17. x(x - 2i)(x + 2i}; 0(1), 21 (1). — 2f ( l ) 

19. (x — l)(x+ L)(x- j)(* + 0; !(!}.“ l(l).i(l),~i(l) 
21. 1 6(x - |X* + !)(*- + W 

ICi)*-!(i).l^iK -lUi) 


23. (x + l}(x - 3i)(* + 3i); -1 (l),3t(l), -3/(1) 

25. (x-t)\x + l)\i(2), -i{2) 

27, (x - l)(x + l)(x - 2i){x + 2i): 1 (1), -1 (1), 

2/(1), -2/(1) 

29. xix - iV5JXjr + /Vf) a iO(l) 1 iV5(2). -/Vf(2) 

31* P(x) — x 3 - 2x + 2 33. ^(x) = x 3 - 3x 2 + 4x — 12 

35- P(x) = x } -2x* + x-2 

37* J?(x) = x 4 - 4x 3 + !0x‘ - L2x + 5 


39. Tfa) - 6x* - I2x 3 + l&x 2 - \2x + 12 

1 ± iVS [ ± / V3 

41, “2, ±2i 43, l, - *■ 45* 2, 


47* -|* -l ± i V2 49. -2, 1, ±3i 

51* 1, ±2i\ ±i V5 53. 3 (multiplicidad 2), ±2t 

55* “ | (multiplicidad 2)„ ±e 57. 1 (multiplicidad 3\ 

59. a) (jr - 5)(x 3 + 4) b) (x - 5){x - 2i){x + li) 

61, a) (x- 1)(x + I)(x J + 9) 

b) (x - l)(x + l)(x — 3r)(x + 3r) 


63. a) {x - 2)(x 4 2)(x 2 - 2x + 4)(x 3 + 2x + 4) 
to) ( x - 2){x + 2)[x - (l + i V3)][x - (1 - i V5)] x 
[x + (l + fV5)][x + (l - iV 3)1 

65, a) 4 real b| 2 real, 2 imaginario e) 4 imaginario 
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1. a) -3* -19. -199, -1999; 5. 21, 20 K 2001; 

I, 2500, 1.0417, 1.0204, 1.0020; 0.8333,0.9615.0 9804,0.9980 

b) f(r) — -o o cuandn- x-* 2 ;r(x)-^® cuando r->2 + 

c) Asfntota horizontal y = 1 

3* a) “22. “430, -40300, -4 003000; 

-10, -370, -39700, -3997 000; 

0,3125, 0.0608, 0.0302, 0.0030; 

—0,2778, —0.0592, -0.0298* -0.0030 

b) rtx)“* -oo cuandn x^* 2~; -oo oiando x-*2 + 

c) Asfntuta horizontal y — 0 

5. Corta a x en 1, corta a y en - ] 

7, irttcrscccion con x cn — 1, 2; interseccidn con > L en \ 

9, tnterseccion con x en —3, 3; no hay corte cn y 

II. intersection con x en 3, intersection coo y en 3, vertical 
x = 2; horizontal y — 2 

13, corta a x en —l, 1 ; intersection con y cn vertical x = — 2 r 

x — 2; hon rental y = 1 

15. Vertical x “ -2; horizontal >■ = 0 

17. Vertical x = 3*x — —2; horizontal y = I 

19* Horizontal v = 0 

21* Vertical x = -6, x = 1 : horizontal y = 0 
23* Vertical x = 1 


Mi 


irial proleoic 


ir der t 


ftespuestas a la seceion 3.6 


25 . 



Jt. 

| 

i’ 



^^7 7 — 

-,h 0 

\2 X 

tl 





31 . 




inter&eccitin con Jt en 1 
intersection con y en -2 
vertical x = — 2 
horizontal y — 4 


intereecciOn eon x en f 
interseod6n con y en = 
vertical x — — 7 
horizontal y =• — 3 



interseccion con v en 2 
vertical .t = 3 
horizontal y =■ 0 



intersection con jr en 2 
intersection con; y en 2 
venicat x - — 1, js “ 4 
horizontal y = 0 


A23 



intersecckfr) con y en. - 1 
vertical x — - 1 , jc = 6 
horizontal >■ = 0 


intersection con x en — 2 
intersection con v en — l 
vertical x = — 4 r x = 2 
horizontal y = 0 



intersection con x en - 2, I 
intersection con y en f 
vertical x - “1, jc = 3 
horizontal y = l 


intersecciOn con x en 1 
intersection con y en 1 
vertical jr = — I 
horizontal y = 1 



intersection con jt en -6, 1 
intersection con y en 2 
vertical x — — 3 , x — 2 
horizontal y = 2 



mlersecci6n con x cn — 2 > 3 
vertical x = -3 y x - 0 
horizontal y — I 










Material protegido por derechos do ai 


A26 


Respue stas a ejercieios y avaFuaciones I m pares 


69. 



71. 


20 



intcrseccidn con x en 3 
corta ay cn -0.5 
vertical x * —3 
horizontal y = 0.5 
no hay puntos extremes 
locales. 



intereeocitin eon x en — 2 
carta ay en -4 
verticals ~ — L x = 2 
* asfntota indanada y = x + J 
maxima local 
(0.425, -3.599) 
mini mo local 
(4.216,7.175) 

75. (-2, -28), (1,26), {2, 68), (5.770) 



30 
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3. b) ±J, ±3, ±i±l b) 2(x - 3)(j - i)(x + I ) 

c) -lj.3 



5* 3 . -1 ± i 

7, x 4 + 2x i + IQx 1 + iSSLt + 9 
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1- a) y = ”0.275428jt J + 19.7485* - 273.5523 
b) S3 



c) 35.85 lb/pulg : 

3. a) y = 0.00203708* * - 

0. 1 04521 x J + L 966206c + 1.45576 

I*) Z2 



5, a) Grade* 2 

b) y = + 5 1 8429 a + 4.20714 


as 



C) 0,3 s y 2.9 s 4) 46,2 pies 


Capitulo 4 

Seed on 4.1 ■ pagina 336 

L 2.000, 7.103, 77.880, 1.587 


Material proiegido por dorse hos do autor 


3. 0.985, 0,606* 0.] 17, L837 

5. 



15 * m = ¥ 17 * f{x) - (i 
25 . IR. (“ 0 o P 0 ) T y = 0 





29. R.(4.«).y = 4 



7. 



It. 



19. U1 2L ! 23. II 

27. R.(-3.oo).y- ”3 



31, R t (0,w),y = 0 



Haspusstas a La seetitift 4,1 A27 


33. 

y 

0),y = 0 

1 -z^V 

l 



37. K, {0 + oo) t y = 0 

j 


i 


1 1 1 1 fl 

i 


31 . R.t-UooJ.y- -1 



39, v = 3(r) 

41. a) 45. 



b) La grifica dc g Sitae mayor 
pendienn: quc la de /. 


51. a) 



iii) [0* 



La gr£lica de / se mcrementa en ultima Lnsiancia mncho mas id- 
pido que g, 
b) 1 . 2 , 22,4 


Material prolog id o 


in derechc 


au 



A2B 


Respuestas a cjcrcicios y evaluations impairs 


S3. 


€-4 c-ml 



A mcdida que el valor de r es tnayor, con mayor rapidei sc 
increments la grifica. 

55. 57. a) 



b) Entre miis grande es cl 
valor dc a, mas ancba es la 
gmftca. 

59 , 


w 



r 




-HI 


asmlola vertical jc = 0 
asiniota horizontal y - 0, s61o 
Lado izc|uierdu 

61. Minima local ^ (0.27, 1.75} 

63. a) Creciente en (-«?, 1.00], decreciente en [1.00, oo) 
b) (-oc.0.37] 65. a) 13 kg b) 6.6 kg 
67. a) 0 h) 50.6 pies/s, 69.2 pies/s 
0 


a? 


39 


■i 


i 

lj 

* » 

r ... 

0 

d) 80 pies/s 


d) 15 lb; si 


69, a) 100 b) 482,999. 1168 cl 1200 
7t, 1.6 pies 

73. 55203.71, $5415.7], $5636.36, 55865.99, 56104.98, 
$6353.71 

75, a) $16288.95 b) $26532-98 c ) $43219.42 
77. a) $4615.87 b) $465891 c} $4697.04 
d) $4703.11 e) $4704,68 f) $4704.93 
e > $4704.94 79. i) 81. a> $7678.96 b) *67121,04 


Section 4,2 ■ pagina 349 


I, Forma logarrtmica 

log H 8 = 1 
logs 64 = 2 
Iog,4 i 
108,112 = 3 

log, | = -1 

lOgg^j - -2 


Forma exponential 


*' -8 

Sral 




c ikiL tv n ■ l-jlt.’ 1 

8* = 64 

S 3 ' 11 = 4 
8 3 = 512 


*'V-i 

r’ = L 




3* a) 5 3 = 25 b) 5 5 = 1 5, a) 8 ]/j = 2 b) 2 l = | 

7* a) = 5 b) «r s = y 9, a) log, 125 = 3 
b} log m Q.OOOI = ”4 11. a) lo&t - -1 h) Io Sl j = “3 
13. a) lit 2 = * b) In > = 3 15, a) 1 b) 0 c) 2 

17. a) 2 b) 2 q} 10 19, a) -3 b) J c) —I 

21. a) 37 b) 8 c) V5 23. a) -f b] 4 c) -I 

25, a) 32 b) 4 27. a> 5 b) 27 29, a) 100 b) 25 

31. a) 2 b) 4 33. a) 0.3010 b) 1.5465 c) —0-1761 
35. a) 1.6094 b) 3.2308 c) 1.0051 37, y - lofoj 
39, y = log,* 41. IT 43. HT 45. VI 
47* 49* (4, oo) + R, jc = 4 

>*. i 


i 


— i ■ 


SI* (-oo,0),IR n jt = 0 



51 (O.ooJ.R, a = 0 



S3, (0, oq) t R, x = 0 



57, (0,oo), -0,oo), j = 0 



Material pr elegiac por der echos 



Ml 


Respuestas a la section 4.5 


AM 


59, (~3.oo) 61. (-»,-!) U {Loo) 63, (0, 2) 


65. 


-2 



1 


dominio (—1. I ) 
asfntotas vertkales x = 1, 
x = -1 

maxi mo local (0.0) 


51, 2,52373 9 53. 0,493008 55. 3.482892 
57. 



-3 



“fi 


dominio (0,co) 
asfntota vertical x = 0 
no hay ni mixtmos ni 
rofninms 



dominio (0,oo) 
asintota vertical x = 0 


asEntota horizontal y 
local 


*= (2.72,0,37) 


0 


71, La grifica dc / erect mas lentamente quc g 


73. *) 



b} La grtffica dc 
/(j) = log(cjf) es la 
grilica dc 

m = !°sC r ) 

dcsplazada hada 
arriba log c 
Linidades. 


75, a) (l,oo) b) r'{J!) - 10 21 

77, a) - log; ( j x ) b) (0* I) 79. 2602 afios 

81. 1 1.5 afios, 9.9 afios* 8,7 afios 83. 5,32,4,32 


Seccion 4,3 ■ pAgirta 356 

t \ 3. 2 5. 3 7. 3 9. 200 11. 4 

13, 1 + logjjir 15. log 2 jt + log^jr - 1 ) 

17. 10 log 6 19, log 2 A + 2 log.B 
21. log. v v + jr log^y 23, j log^jc 2 + l ) 

25. i(ln a + in b) 27. 3 log r + 4 log y - 6 log : 

29. log^jr + logi(jt 2 + J) — 2 log 2 (j 2 - L) 

31, In jr + |(ln y — In z) 33. j| lag(.t 2 + y 2 ) 

35. £[log(jr 2 + 4) - log(jf J + 1) - 2 log(jr - 7}) 

37. 3 In x + i \n[x - 1 ) - !n(3* + 4) 39. log 3 1 60 

41. log^AB/C 2 ) 43. log| _ -j 45, bi(3uiV + 5ft 

47. logf^TTT V(J( - 4 )/(jc 4 49. 2 321928 


63. u)P^cfw k b) 1866,64 
65. a) M = - 2.5 log B + 2,5 log B 0 
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1. 1.3979 3. -0.9730 5. -0,5850 7, 1.2040 
9. 0.0767 11. 0.2524 13. 1,9349 15. -43.0677 
17. 2,1492 19. 6,2126 21. -2.9469 23, -2,4423 
25. 14.0055 27, ±1 29. Oj 3L In 2 » 0,6931,0 

33, i In 3 ** 0.5493 35, e ]i> « 22026 J7. 0.01 39. ? 
41, 3 - c 2 =* -4,3891 43. 5 45. 5 47. g 49. 6 
51. | S3. l/V5 « 0.4472 55. 2.2! 57, 0.00, 1.14 
59. -0.57 61. 0.36 63. 2 < j < 4o 7 < jr < 9 
65, log 2 < * < log 5 67. a) $6435 09 b) 8.24 silos 
69. 6,33 aitos 7L 8.15 anos 73. 8.30% 

75. 13dlas 77. a) 7337 b) ],?3afin& 

79. a) P = Ptf ** b) 56.47 fcPa 
81. a) f - “MO bl 0.218 s 


Seed on 4.5 ■ pagina 379 

L a) 500 b> 45% c) 1929 d) 6 66 h 
3. a) rc(f) — 1 8 OOOe ftiBf b) 34,137 




eeom 


jflfino 

■ 

a>«jcs 



WW 1\X* l«k, iridfl 1 


5, a) n(f) = 112000^ b) Akededor dc 142000 
c) 2008 

7. a) 20 000 b) «(/) = 20 000f lilW(J 
c) Alrcdedor de 48 000 d) 2010 
9, a) tit) = WOfe* 1 ** bl Alrededorde It 600 
c) 4.6 h 

11, a> 2029 b) 2049 13. 22-85 h 

15, a) n(f) = lOe' oa23U b) 1.6 j* c) 70 afios 

17. 18 ados 19, 149 h 2L 3560 afios 

23. a) 2L0°F b) 153T c) 28 min 

25. a) J37 a F b) 116 min 

27. tt) 2.3 b) 3.5 c) 8 3 

29. a) I0"“ 3 M b) 3,2 X 10" T M 

31, 4.8 ^ pH ^ 6.4 33. log 20 =« 1.3 


rfai P 


1 1 IU: 




A3C 


Ftespuestas a ejercicios y a^luaciones imparts 


35, El dohie de in-tenso 37. ft. 2 
39, 6,3 X 10 _, W/m s 41. b) 106 dB 
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I, R, (0, esc), y = 0 3. 0?* (3 b oo) p v — 3 



Jfl 

4 ‘ 

1 B 



' -t _' 3 1 * 0 

i ' * 


5, (l.oo), W.* = I 



7, (0, oo), R, x = 0 




9, R, (“l*co), > = - 1 


11. (0, 00 ), R, 4 = 0 


13. (“00,8 IS- (-oo T -2) U (2,oo) 17. 2 10 - 1024 

19. 10^ = r 21, logj 64 = 6 23. tog 74 = x 

25. 7 27, 45 29. 6 31. ~3 33. £ 35. 2 37. 92 

39. | 41. log A + 2 log B + 3 log C 

43. iflnCjc 1 - l) - ln(jr 2 +1)] 

45, 2 log s or + j log 5 (l - 5 jc) - £ Idfefjr* - x) 

f(x-v) m \ { .i 1 -4 \ 

47 -*" * 5 '-'<v^t=J 

53, - 15 55, \(5 - logs 26) « 0.99 57. } In 10 - 3.07 
59. 3 61. -4,2 63, 0.430618 65, 2.303600 

jisi'nmiii vcn.ic.~LLl 
*= -2 

asinlnta horizontal 
v = 2.72 

ni max into ni mini mo 

» 


id 



69. 



L.J 


2.3 


nsfritoias vcriicalcs 
x - -I, jt = 0, x = 
m^xinrto local 
- (-0.58,-0.41) 


1 


7 h 2,42 73. 0. 16 < j: < 3.15 

75. Creciente en(— qg,0] y J,!0, do), dccrccicntc cn [0, 1.10] 

77. 1.953445 79. log, 258 

ftl. a) S1608L.15 h) SI6 I7S.1S c) $16197.64 

d> $16 198.31 

63, a) n{t) = 30* aiSf h) 55 c) I9aflw 

US, a) 9.97 mg bjl 3.39 X lO'anos 

87, a) #i(f) = 15ft? a b) 97.0 mg c) 2520 anos 

89, a) n(f) - !500c llilSf b) 7940 

91. 7.9. b&siui 93. 8.0 


Capitulo 4 Evaluacitirt m ptigina 388 
L 



3, a) \ b) 3 c)l d) 2 



7, a) n(r) = lOOte 1 ™**' b) 22627 c) L.3 h 



9, ai 



-j 


b) x = 0, y = 0 

c) Minima local ** 
(3.00.0.74) 

dl (-00. 0) U [0.74. 00 ) 
e) —0.85, 0.96, 9.92 


Material protegido per derechos de autor 


Respuestas a ejercictos y evaluate ne 5 imp ares 






A32 












IT. a) V5/2 b) -VI c) -1 
19. a) “1 bM c) — 1 2L a) 0 bU c) 0 
25, sen 0 ■ 0 n cos 0 ■ l, tm 0 = 0, sec 0 = I, 
olriiK no csldn deftnidas 

25. sen it - 0. cos nr - “I, tan it - 0. sec tt - - l, 
oiras no estdn defirmlas, 

27. t M “Vn/4 P V5/4 h “-V55/5 
31, VT3/7, H5/7. -V13/6 J3. 

33, i, “& -|j 37* a) 0.8 b) 0.84147 

39. a) 0.9 b) 0.93204 41, a) 1 b) 1.02964 

43. a) -0.6 b) -0.57482 45. Negativo 

47. Negativo 49. H 51. [1 S3, sen f = Vl - cos 2 r 

55, tan f = (sen f) / "\/ 1 - sen 2 f 57. sec t = — V\ + lan J l 

59. tan t = Vac 1 ! — I 61* Lao 5 ! = (sen 2 f)/(l - sen 2 ?) 

63, cob t = — s, tan t = - j p esc f = sec t = -{, cot t = -j 
65. sen t = — 2 V'2/3, cos f = tan i = —2 V2. 
esc t — V2 t cot f — - V2/4 

67. sen / * - | p cos 1 = f, esc / = — - j 

69. cos t — — vTs/4. tan f — VTs/l 5, esc r — —4, 
sec t - -4 V\5j 15, cot 1 = VT5 

71, Impar 73. Impar 75. Par 77. Minguna de las dos 
79. 3<0> = 4, >(0.25) = -2.828, >(0.30) = 0. 

><0.75 ) - 2.828, >(100) - -4,><L25) - 2.828 
81. a) 0.49870 amp b) -0.17117 amp 


Seccion 5.3 ■ paging 429 
1. 3, 





13. 


15. 1 P IT 


2- l 


WW 


17, X 2^/3 



19. 10, 4it 



21, J, 23. 2 J 




25. |.2 27. 1,2#, tf/2 




29. 2, 2ir, ir/6 31, 4, it, — nr/2 






lal proiGgido por derechos dc- autor 


Respuestas a la seceion 5,4 


A33 


33, 35, t/6 



37, x X -l 


39. 1, 2ir/3, -jt/3 




59. 



y = x 1 sen x es una curva 
seno que queda entre [as 
grille as de y = x 2 y y = -jr 1 


61. 





y = Vx sen 5 m es una 
curva seno que se ubica 
cnlrr las grificas de 
u y - Vx y y — “ Vx 


-u 



y = cos 3 m cos 21 m es una 
curva eoseno que estfl cntrc 
I AH giific&s 6 t 
y = cos 3trj y 
y = -cos 3 m 


41, ■) 4, 2tt, 0 b} y = 4 sen x 

43, a) 0 b) y — J cos 3x 

45. a) L it, -f b) > = "j cos 2(x + tt/3) 

47, a) 4, j p -J b) y - 4 sen ^(x + 

49, 5L 




53. 


55. 




57. 



-i 


65. Valor maxinio 1 r 76 cuando x * 0,94, valor mlmmo - 1 ,76 
cuando x *= -0.94 (Los itiismtH valuers maximu y minirao se 
presentan cn una can! id ad inbnita de olios valores de x.) 

67, Valor miximo 3,00 cuando x “=1,57, valor mfnimo -1,00 
cuando x ** -L57 (Los mismos valorem maxi mo y mfnimo se 
encuenttan en una caniidad inftniia de olios valom de x.) 

69, 1.16 71.0.34,2.80 

73. a) Impai b) 0, ±2n% ±4ir, . T , 


c) 



d ) / (x) se aproxima a 0 
c) /(x) se aproxima a O 


75, a) 20 s b) 6 pies 
77, a) 4 min b) 80 



d) ea mis alta que k> 
normal 
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1. 11 3. VI 5. IV 


Material proEegido por derechos de 


Ft e spues t as a ajerercios y evaluaciones im pares 


A3 6 


23. a) y - 0,3e~ ftil sen(4©jrt) 



25. a] 10 ciclos por minute 



c) 04 m 


27. a) 8900 b) akededor de 3.14 anos 
29. d(f) = 5 5en(5irf) 



39. £{f) = 310 eos(20t>n-f), 219.2 V 

41* a) 45 V b) 40 c) 40 tfl E(f) = 45 cos(6Chrl) 


43. /(f) = e ajf sen irt 45, e = ^ In 4 ** 0.46 


1 


7* a) V2/2 b) -Vl/2 9. at 0.89121 b) 0.45360 
li. a) 0 b) Intktinida 13. a) Indefinida b) 0 
15. a) - V3/3 b} - Vi 
17, (sen f)/(l - sen 2 r) 19. (sen r)/ Vi - sen 3 / 

21, tan t - “ jj, esc / — '$ t sec i — - j|, cot t — - ^ 

23. sen f — 2 V5/5„ cos f = — V5/5 h 

l an / = “2, sec r = “ V5 

25. (16 - VT7)/4 27* 3 

29. 4)10,4*3 0 31.3)1,411,0 




33, a) 3, it. 1 


35, a) 1,4, - J 



37. y = 5 sen 4 jt 
4L tt 


39. y = 5 sen 2 it(j + |) 
43. it 



Caprtulo 5 ftepaso ■ pagina 456 

1* b) !, - Vl/2, -V3/3 
3. a) n/3 b)(-J.V3/2) 

c) sen f = \/3/2 n cos f — — ^, tan / = — VI, esc / = 2 V3/3, 
sec f = ^2, cot t = — V3/3 

5* ft) w/4 b) (-V5/2,-V5/2) 

c) sen 1 — — V^/2, cos / — — V2/2, 

lan t - 1, esc t — — VX sec f — — VS, cot t - 1 


45. it 


47. 2tt 



Material 


jgido por derecho; 


fp 


Respuestas al enfoque en el modelado 


A37 


49* a) 


5L a) 



b) Peiiodo it b) No periOdtca 

c) Far c) Ninguno dc Jos dos 

53. A) 



h) No periddica 
c) Par 


55, 





v — x sen j e& una funcidn 
seno cuya grdfica queda 
entnc la de y — jr 

yy = -J 


57. 





Las grflkas se relacionan 
mcdiante la adidun griJicu, 


59. |,76 t "1.76 61.0.30.2.84 
63. a) Impar b) 0, ±17, ±2i7, . . 
c) a 



V_ L 

-I 


d) /(jrjsfl aprtixima a 0 
t) f(x) &e afwojiima a 0 


65, v - 50cos{t6irr) 67. y = 4cQs(ff) 
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h y = - J 3, a) -J b) -V2/2 c) V3 dl “1 5. 


7. a) 2, 4rr, ir/3 9. ir/2 



11 . A) 


hi 



b) Par 

c) Valor minima -0.1 1 
cuando x «= ±2.54. valor 
maxima 1 cuajido x = 0 



Enfoque en el modelado ■ pagina 463 



b) ¥ = 2.1 aos(0.52r) 

d) y « 2.05 sen(0.50r + 1 ,55} - 0.01 e) U formula de d) 
se reduce ay - 2,05 cos(0,50i - 0,02) - 0,01. Jgual que b), 
con una cifra deoimat. 



atari a I protGQido por dor gc hos do oi 


R&spuestss a la seccibn 6.5 


A 33 




37* sen 8 ■* 0.45, cos 8 ** 0.89, tan 0 = 0,50, esc 0 =*= 2,24, 

sec 0 - U2, cot 0 = 2,00 39. 230.9 41. -63.7 

43. x = 10 tan 0 sen 0 45. 1026 pies 

47* a) 2 100 milks b) No 49. 19 pics 51, 38.7 D 

53, 345 pies 55, 415 pies, 152 pies 57, 2570 pies 

59, 5808 pies til. 91.7 millnnes de millas 

63. 3960 milks 65. 0.723 AU 


67* a) n) b) 0,946 rad o 54* 



ti9* 42* 


Section 6.4 ■ pagina 506 

I, 318.8 3. 24.8 5. 44" 

7. LC — 1 14°, a *= 51,6 ^ 24 
9, l A = 44°, LB - 68°. et *= 8.99 

II. ^ 62*, a =* 200, b =* 242 


Seccibn 6,3 ■ pagina 496 

1, a) 3C f b) 30* cl 30* J. a) 45* b| 90° c) 75* 

5. a) 'fr/4 b) ir/6 c> ir/3 7, al 2 tt /7 h) Q.4 it c) 1-4 
9. j IL -V2/2 13. -V3 15. I 17. -Vl/2 

19* V3/3 21. V3/2 23. — I 25* j 27* 2 
29. -I 31. No deli nido 33. Ill 35. IV 

37. tan 0 = - Vl - cos J t/cos £ 

39. cos 8 - V [ - seirf# 41* s*ec & = - V l + tan 3 # 

43. cos 0 = - tan 0 = ^ £* esc 0 = f > sec 0 = — j* 
cot 8 ~ — j 

45, sen 8 = — cos 8 = ^ esc 8 = — f , sec 0 — f t col 0 = — j 
47, sen 8 = cos 0 - V5/2, tan 8 — V3/3* 
sec 8 — 2V3/3, coi 0 = V3 

49, sen 8 = 3V5/7,lan 0 = -3Vl/2,csc0 - 7V5/E5, 

see 8 = — cot 8 — -2 V5/ 15 

51* a) V‘3/2* Vl b) l Vi/4 cl i 0,88967 

53. 19,1 55. 66 P 57. (4w/3) - V3 =* 2,46 

61, b) 


0 

20? 

60* 

80° 

85* 

fa 

1922 

9145 

29944 

60351 


63. a) A(0) = 400 sen 8 cos 8 

fa) 30(J 



c) ancho = profund idad ** 14.14 pulg. 

65. a) 9vl/4 pics ** 3,897 pies* pies = 0.5625 pics 
b) 23 982 pies, 3 462 pics 


c 



13. LB = 85 5 , <j - 5, c - 9 



15, LA = 100°, a — 89, r ** 71 c 



17, LB * 30 3 . LC 40°, c ^ 19 19, No hay sotucirin 
21* LA, - 125°* LCj ** 3tf\ a , ** 49, 

4j 4 3 & 5'", 4.C 2 ™ 150". ^ ™ 5,6 
23. No hay solution 

25. LA^ 57.2*, , * 93.8*. 6, *= 30.9; 

4.4, ™ 122.8*. LBj ~ 28,2°, b 2 - 34,6 
27* a) 91.146* b} 14427* 

31, a) 1018 millas b) 1017 milks 33. 219 pies 

35. 55.9 m 37. 175 pies 

39, 192 m 41. 0.427 AU, 1.I19AU 


Section 6,5 u pa 9 in a 513 

I. 28.9 3. 47 5. 29.89* 

7* 15 9. LA ** 39.4°. LB “ 20.6 D , c « 24.6 

II. 4. A - 48", LB - 79 D , c - 3,2 

13, LA ** 50 3 , LB ** 73*. ** 57° 



Respuestas a la seccidn 7,2 A41 


4 9. PM 
SI, PM 


2(1 — sen 2 *) — 1=2 — 2 scn 2 x - I — SM 
I — cos cr 1 + con a 


sen a 1 4- cqs a 
1 - c o^a 


sen 2 « 


53. PM = 


sen a[ I 4-cosa) sen«(l + cos#) 
sen 2 # sen 1 # cos 2 # 
cos 2 # cos 2 # 
sen 2 fl(l - cos 2 #) sen 1 # sen 1 # 


= SM 


55, PM 
57. PM 


COS 2 # COS 2 # 

sen x — 1 sen x 4- ! scn 2 v — 1 


SM 


sen x + 1 sen * + 3 {sen x 4 1 ) 2 
ser 2 f + 2 sen t cos f + cos 2 i 


= SM 


sen r cos t 

sen 1 * + ccs 2 f + 2 sen / cos f 


I 


+ 2 


59. PM = 


sen i cos f 
SM 

CSWil 


sen I cox f sen f cos i 


1 + cos 2 jj cos 2 u 4 sen 2 u 


I - 5£x! cos 2 w cos 2 * - sen 2 w 


= SM 


til. PM = 


eat 1 * 

seejt 


sec x + tan x 


sec x — tan x sec i + Ean jf 
see jrlsec x + tan x) 

= SM 


sce : x - tan 2 x 


ti3. PM =■ (sec v — tan u) 


see v + tan v 
sec e? + tan if 


sec 2 u - t&fi 2 v 


= SM 


65. PM = 


sec if + tan u 

sen x +■ cos x sen x 4- cos x 


cat* 


«Fn i 


san i ± c<k i 
CCS I yili T 


, . cosxsenx . 

(sen -t + coax)- — = SM 

sen x + cos x 


67. PM = 


sb ~ SFl sen x cos x cos je( 1 - cos x ) 


b" i 


sen x cos x sen x(i - cos*) 


69. PM 
71. PM 

73. PM 


COS X 

sen x 
sen 2 u 

cos 3 * 


= SM 


sen u eos*a 


sen I u 

cos 2 u 


(1 - cosV) = SM 


COS“M 

(see 2 * — Un 3 js)(s*e 2 jf + ian 2 x) = SM 
sen 8 ~ ^5 5en jl J 1 


cos 9 - ^ 


ras if sen # hh & 
rat 


cos 1 # 


75, PM 


cos S(scn 6 — ! ) 

-sen 2 ? + tan 2 t 
sen 2 r 

= - 1 + see 2 ? = SM 


= SM 


“1 + 


sen 2 ? 


cos 2 f sen 2 f 


77. PM = 


sec jt — tan x 4- sccjr + tan x 
(see jf + tan x)(sec x - tan j) 

2sBCI =SM 


sec 1 ^ - tan 2 x 


79. PM = 


SI. PM 


83* PM 


QVV rT IrMlI 

- tan 2 x + 2 tan x cot jc 4- cot 2 ! = ian 2 x + 2 + cot 2 * 
(tan 2 jr 4- I } + (eot 2 x + 1) ■ SM 

“ _l “ S “ = SM 


i x + cos jc)(sen 2 jf - sen jt cos x + cos 2 *) 


95. PM = 


+ 1 cos it 

CDS U 

(sen 

sen jf + cos x 
sen 2 x — sen x cos x 4- cos 2 x = SM 
1 + sen j 3 4- sen x = (I + senx) 3 
1 — sen x 1 4- sen x 1 — serrx 
(3 + sen x) 2 


= SM 


87. PM = 


sn i)‘ / i + senxV _ 

?x V cos x / 

( senx cos xV _ ( scirx + cos 2 x V 
cosx senx/ \ sen x cos x / 


-( 


I 


= SM 


89. can 0 
93, 3 cos 

95. 


sen x cos x, 

91. tan# 


# 



Si 


(i.s 


- 1.5 



No 


i.- 


t.JH 


-I 


S^ccion 7,2 ■ pdgina 539 

V^+V2 

1. : 3. S. 2 


7. - 


4 

V'6 + V2 

4 


9. V3 - 2 II. 


- V3 
V5 + \/2 


13, V2/2 15. i 17, V3 


sen(? - h) sen ? cos u “ cos % sen u 

19. PM = — ^ = — 

con(f — u) cos f cos u 4- sen y sen u 


cos u 
sen u 


= SM 


Material protegido pot der echos do 


Rcspuestas a la seCd-un 7,5 


A43 



se« to 
sen x 


cos to 

COS X 


c) 3.j La grifiej dc y = /(x) 

queda entne las otnis 
dos graliais. 

9.43 


-15 

87- a) P(f) = 8f 4 - 8r 4- ) Ii) Q(t) = !fr s - 20/ 11 + Sr 
93v a) y t) 


2.5 




La grffica de / queda entre las grS fleas de y — 2 cos r y 
y = —2 cos /. Por 3o tanio, la intensidad del sonido v&rifl entre 
y = ±2 cos i. 


Section 7-4 ■ pagina 557 

t. a) ir/6 b) jt/3 c) No csia definlda 

3. a) jt/ 4 b) wf 4 c) — 77/4 

5* a) #/2 bl D c) it 

7, a) it / 6 b) — ir/6 c} No estd dctinida 

9. a) 0.13889 b) 2.75876 

11. a) 0.88998 b> No esti ddinida 

13. J 15. 5 17. ir/3 19. -tt/6 21. -ir/3 

23. V5/3 25, J 27, r/3 29, ) 3L g 

33. t 35. V5/5 37, | 39. I 41* Vl - x : 

I “ 

43, x/V 1 - x 2 45. — ^ 47. 0 

I + x" 


49. a> 3 


-l.U 


3.14 


-J 


Conjettira : y = #/2 para — I x £ l 


51. a) 0.28 b) (-3 + vTfJ/4 

53, a) ft = 2 lan 0 b) 9 = tan \h/l) 

55. a) 0 = soTWHO) b) B = 0.826 rad 

57, a) 54,1* b) 48. 3% 32.2°, 24.5*. La faficidn sen ' 1 no esiri 

dcfmida para valores fuera del Lntervalo f-1, l| 


Section 7,5 ■ pdgina 568 


1 , (2k + l)w 3* 7 + 2kir.^ + 2)ltt 

6 o 

if , „ 7T T 277 

5. ■ — + iir 7. — + A'tt, — + for 
6 3 3 

(2fc + l)# 7F 2 tt 

9. — — ■ 11, t- + far, — +■ kir 

4 3 3 

13* “ + ibr*^ + 2ftir, + 2kn 

2 6 o 

15, — — + if?r 17* + kir 19. y + 7*” + 

J <W J aJ 

3tt 

21.-4- 2Jt7r 23. No hay solution 
„ 7?r 2^17 1 1 7T 2A-JT 

M ' 7s + j 'IF + 3 

”• 4(3 + “")'7( - 3 + 2 * 7r ) 

29. i(f + tor 


31, 4tor 33. 4[ — + Aff 


(f + ht ) 


35. 37* + 2An\ ~ + 2 Aw, ^ + 2kw t “ + 2Att 

3 6 3 6 J 

7T Air 3nr Atr tt 5ir 7ir Hit 13rr I7ir 

”■ s + T - T * T 41 ’ 9’ 9 ’‘ 9 ' 9 ’ 9 * 9 

_ tr 3tr 5# 7 it it 2w 4it 5tt 2it 4tt 

41 4"*4 ’*6 ’*4 451 J’ 3'3’J 47 ‘°‘3'3 


49. a) 1.35928 + 2*sr, 5.12391 + 2kw 

b) LI 5928, 5.12391 

5L a) 1.36944 + 2fcir, 4.9 1 375 + 2*ir 

b) 1.36944,4,91375 

53, h) 0.46365 + Jbr, 2,67795 + h r 

b) 0.46365, 2,67795, 3.60524, 5,81954 

55. aj 033984 + 21-77, 2.80176 + 2kir 

b) 0-33984, 2.80176 

57. ((2k + 1 )it, -2) 



atari a I prolccjido por rfsr©c hos dc 



Raspucstas a la secern 8.3 


A47 




21 * 




IS. V2| cos — i- r sen 



lit 7-ir 

cos 4- i sen — 
4 4 


) 


6 6 / 
37, 20(cqs it + isen it) 39. 5[cos{ian 1 - I + isen(tan ’i)] 

41. 3 cos ^ + i sen ^ J 43. E^eos-^ +■ i sen J| 

45* V5[ co^ian 1 1) + / senttan " 1 3 


47. 2^ cos 


IT 

— + 1 sen — 
4. 

4 7 T 


4 77 


49, i|' 2 = cos— + 1 lien — ■ — 


=2 


2ir , 2 * t 

cos — — 1 - 1 sen — r 
3 3 


. 3tr , 3-ir \ 
51. Z| 2 i = 15^cos — + 1 sen — ■ - J 

?i 3f 7tt „ 7ir \ 

— - = — I cos j sen — 

12 5\ 6 6 / 

53. s t £ 2 = 8(cos I50 £ + / sen I5Q') 
zjzi — 2(cos 90° + / sen 90 3 ) 

55. i,*j = IGOfcos 350° + / sen 350°) 

zjz 2 - ^(cos 50° + i sen 50*) 

( 17 ir\ 

cos — + j sen — 

6 6 / 

( TT . fr\ 

: 2 = 2 cos — + r sen — I 

V 3 3 / 

V 7T , J ir\ 

- 41 cos — + i sen ” I 
1 2 \ 2 2 / 

*i it w 

— ~ cm — “ 1 sen — 

I; 6 6 

1 I / IT W \ 

— = - cos 1 sen — 

*, 2\ 6 6/ 


59, r, 


-< 


Hit . Un- 
cos + 1 sen 

6 6 

<-{ 3 it . 3 tt 

j 2 - V2! cos — + i sen — 


) 


1 tt\ 

+ (' sen — 

12 / 


*i*a = 4V2^cos^ 

ii * /={ 13?r . . I 3 tt \ 

— = 2 V2 cos + t sen ) 

z 2 \ 12 12 / 

I 1/ Uw r 1 1 -jt \ 

T] 4 \ 6 6 / 

61. £| — 5V2^cos^- +- 1 sen— Jj 

i 3 = 4(cos 0 + i se n 0) 

t\t 2 = 20 x/l( cos — + f sen — ^ 

z, 5v1j 


\ 4 4 


1 lir\ 


J 3tt 

3ir\ 

* z 

sen 1 

31. ! 

Jl co? — 

■V 1 sen — 1 

1 

6 / 


\ 2 

2 / 

i. 

rr \ 


/ LItt 

! \tt \ 

3 i 

i sen — 

35, 8 

1 COS 

+ t sen — — 1 

T ^ 


4 

Vlf 


( 


TT . , TJ 
cos — + 1 sen — 

4 4 j 


IT IT 

— - L cos c sen — 

to v 4 4 


) 


J w 

z, = 2 cos — 

V 6 

= 40^ 


+ t sen 


7T 


) 


7 tr Itt \ 

cos — + ( sen — 

6 6 / 


xn ( 5 tt ± , Sit 

= 10 cos — + t sen — 

V 6 6 


) 


- ^{cos it — f sen it) 


65. -1024 67. 512(-V3 + i) 6S>< -( 71. 4096 
73+ 8(- I + /) 75. i(-Vl“i) 

77. 2 eos — + i sen — Y 

V 12 12/ 

j-f ISw . I3 tt\ 

2 V 2 cos + f sen 

V 12 12 / 


lm. 


. — ■ 


JT 

/ 

; -i 

.1 . . 

s 

\ 

v* 

4— 1 Q* 

1 f R* 


* 

f 

/ 




/ 3ir 3ir\ 

'+ 3 COS — +1 sen — I, 

\ E S / 

J . 7tt\ 

31 cos ■ — + t sen — I, 

\ 8 8 / 

{ 1 1 77 , IlirN 

3{ cos 1 - 1 sen J, 

\ E 8 J 

( I5w . I5tt \ 

3 cos — 4 - 1 sen I 

V 8 8 / 



aterial protagidc 


I'TGChOi 


aut< 


A48 Respuastas a sfefcicios y evnluactones impares 


2 2 


In 

j 

/ 



1 

*7 

\ 

\ 

S 

\ 0 

jl Kc 

V 

t 

\ 

/ 


r 




„ V3 1 V5 I 

“■ T + i 1 ’ "T + ?• 



V5 

85. i— - ±— / 
2 2 


S7. t 

2 2 


(■ 


IT 


89. 2 cos — + f sen 

18 


f 25w 25 it 

2 cos h j sen 

18 13 


f.M 

) 



J3ir . 13w\ 

cos + I se n L 

18 13 / 


<■ 

91, cos — + i sen — — L 2 I,% (^ cos — — + i 

V 12 12 / V 12 

lfe / 21ir 21 ir\ 

2 ] * cos- + tsen — — } 

\ 12 12 / 


sen 


D?r\ 

i2 y 


Snoci6n 8.4 b pagina 615 



3. 


y 

1 

T- 

1 u + * 





' Q 

] 1 



7. (3,3) 9, (3,-1) 11. (5,7) 13, (-4,-3) 

15. {0, 2) 17. (4 h 14). (-9. -3), (5.8), (-6, 17) 

19. (0,-2), (6,0), (-2,-1). (3,-3) 

21, 41,-91 + 6j, 5i - 2J.-6L + 8] 

23. V5 + Vl3 t 2 V 5 , ]V13, V26, v!d, V5 - VlJ 

25, Vm. 2 V 2 , 2 VI 0 T, V% Vn. vT45, VToT - 2 V 2 

v'2 V'2 

27. 20 V3i + 20J 29. i - — j 

2 2 

31* 4 cos I0°l + 4 sen ItfJ - 3 941 4 069j 
33. 5,53-13° 35, 13, 157.33° 37, 2,60° 

39. 15 V5, —15 4I.21-3J 

43. a) 40j b) 4251 c) 4251 +■ 40j 

d) 427 nulhfi/h, N 84.6° E 45, 794 miUas/h, N 26,6^ 

47. a) lOi b) 101 + I7.32J c) 201 + 17.32J 

d) 26.5 millasAi, N 49 TE 

49. a) 22.81 + 7.4j b) 7,4 mil tufa. 22.3 millas/fo 

51, a) (5.-3) b| (-5,3) 53. a) -4j b) 4J 

55, a) (-7.57,10.61) b) (7.57,-10.61) 

57, T e « -56.51 4- 67.4J, T 3 =* 5651 + 32.6] 


Socci6n 8-5 ■ pagina 624 

1- a) 2 b ) 45° 3. a) 13 b) 56* 5. a) -1 b> 97° 
7. a) 5V5 b) 30° 9, Sf 11. No 13. SI 
15. 9 17. -5 19. 21, -24 

23. a) 0,1) b) a, = (l, 1) T n 2 = (—3.3) 

25. a)HJ> b) u t “(-iiUi = 8>!) 

Ft* a) {-y, j) 

29. -28 31. 25 39. I6pie$-lb 41. ®660pies4b 
43, 1 164 lb 45. 23.6° 


Capitul 0 3 Repaid m pigina 627 



b)(6VS.6) b)(-“,^) 



b) (2V3,6) 


nal 



ihc 


de aulor 


RespuestBs a I capftulo 8 Re pa so 


A49 


7. ft) 





13. a) r — 


4 

cos 9 +■ sea 0 


IS. a) r = 4{cos 9 + sen B) 






b) + >' 2 ■ x + y 

15. 0 £ s: far 27. 0^8 





b) iV2, “ c) f cos — + i sen — J 
4 V 4 


Material proleqido por der echos de ai 




A50- 


Respuestas a ejercicios y aval use i pries impares 


31, 8} ]oii 






5 -1- li 


-1- 4 ^ — --4 .,-,4 -ta 




b) V34.ian"'(|) c) V34{ca$(ian + i Sea6an" ] j)] 


33, a) 

Iff). 




■ 

-!*•)* i 

. 


-i fl 

1 

Hi 


b) V5* ™ c) V5( cos — + i sea — ) 

4 V 4 4 1 

35. 8(-l + iV5) 37. -^(I+iV3) 

39, ±2V2(1 * I) 41. + 1, ±j ± ~-i , 

43. V 13* (6. 4}* {- 10, 2), (-4, 6) f <-22, 7> 

45. 3i - 4J 47. (10,-2) 

49. a) (4,81 + 0 4|) X \(f b) 4.8 X IQ* lb. N 85.2" E 
51. 5,25.60 53. 2 Vi, 8, 0 55. Sf 57. No, 45° 

59. a) 17V37/37 h)#. -§) 

c ) tt 3 = (W- u i = (^+^) ***■ 

Capftufo B Evaliiacibn ■ pa gi n a 629 

1. ai (-4 Vi. -4V2) h) (4 V3. 5 ttM, (-4 V3, i Itt/G) 

3a >& o 5 


ft* 




■ l+JM 


j ‘i 



lJ d 

i 

fejfi 


b) 2^cos“ + i sen c) “512 
5. -3f.3^ 


V3 1 

+ _j 
2 2 


) 



7. a| (19, “3) b) 5V2 c) 0 d) Sf 

9. ai 141 + 6V^j b) 17.4 mallas/h. N 53.4° E 1U 90 


Enfoque en el mode la do m pagina 632 

h a) R = 18/it =* 5 73 b) 69 1, 2 miilas 

3* a) x ** - L2.23,y *= 6.27 b) x - 3.76, y ^ 8.43 

c) x ^ 15.12, y *= -3.35 d) x ** -4.3 L, y - - 2,42 
5. a) 1.14 b) 1.73 c) 36,81 

7* a) 1,48 b) 1.21 c) 1.007 


Capitulo 9 

Sec cion 9,1 ■ pagina 642 

1. (3.1) 3. (4, 16). (-3. 9) 3. (2. -2), (-2, 2) 

1. (-25, 5). (-25. -5 ) 9. (1.2) II. (-3.4). (3.4) 
13. (-I,-l),(-2,l), (2,-1), (2.1) 

is. (-i.v 5 ).(-i.- v 5 ),avD,(i.-V|) 

17, (“2,3) 19, (2,4), 

21. (0,0), (1* -I). (-2, -4) 23. .(4.0) 25. (-2,-2) 
27. (6, 2), (—2, —6) 29. No hay solucidn 
31. (V5, 2), (V5, -2), (- V5, 2). (“V5. -2} 

33. (3 t -J)l(«3 t -i) 35. (j,l) 37. (-0,33,5,33) 

39. (2,00, 20.00), (-8.00.0) 

41. (-4.5L 2.17), (4.91, -0.97) 

43. (1,23*3.87), (-0.35, -4.21) 

45. (-2.30, -0.70). (0.48,-1.19) 

47. 12 por 15 cm 49, 15,20 

51. (400.50. 200,25), 447,77 m S3, (12, 8) 


Section 9.2 ■ pagina 649 

1. (2, 2) 3. No hay soluciGn 



5* Una cantidad infinite 
de soJueiones, 



7* (2,2) 9. (3,-1) 11. (2,1) 13. (3,5) 15. (1,3) 
17, (10,-9) 19. No hay soluciGn 21* No hay solucUto 


Material protegido per derechos dr 


? autor 






Rsspuestas a la secci-on 9.5 


A51 


23. “ }) 25, (x , 3 - |x) 27. (-3, -7) 

29* (x, 5 - Jx) 31. (5,10) 33. Nohayso]ad6n 
35* (3.87,2.74 ) 37. (6 LOO, 20.00) 

4I . /_>_ 

/ \a + b' a + b, 


39. ^ 


43. 22. 12 


fj — ] a — I 
45. 5 de 1 0 centavos, 9 de 25 centavos 
47* La veloddad del avidn es de 1 20 millas/h, la veloddad del 
vicnto cs dc 30 millas/h 

49. Come a 5 millas/h, va en hlelcleta a 20 mlllas/h 
51* 200 g de A, 40 g de B S3. 25%, 10% 

55. $16000 al 1 0% . S32 000 *1 6% 57. 25 

Seccibn 9.3 ■ paginn 657 

1. Lineal 3, No lineal 5, (1,3,2) 

7. (4,0,3) 9, (5, 2 ,- 1 ) 


2x - y + 3r — 2 
x + 2 y — z = 4 
3v + Iz = 14 


x - 2 y - z - 4 
11* { -y-Az = 4 13. i 

2x + y + r = O 

15* (1,2,1) 17. (5,0, 1) 19. (0, 1*2) 

21. (1 - 3r, 2f, r) 23. No hay solucidn 
25* No hay solution 27, (3 - I, -3 + 2*, i) 

2». (2-2 ».-j + |r.<) 31. (1. -1,1, 2) 

33* 30000 dblares en bonos tie eorto plazo, 30 (XXI tJ6 1, ires en bo- 
nes dc plazo tnlermcdio, 40 OOO ddlarcs cn bonus dc largo plazo 
35* bnposibk 

37* 250 acres de mate., 500 acres con Erigo, 450 acres con soya 

Section 9.4 ■ pagina 673 

1. 3 X 2 3. 2 X 1 5. 1 X 3 

7. a) Si h) Sf c> 


fjr - -3 
U = 5 


ky = 

{ x + 2y + 8: = 0 
y + 3s - 2 

0=0 

fj =0 
11. a) No h) No eM 0 = 0 

Iv + 5 r = 1 

x + 3y — u? = 0 


13* a) Sf bl 51 c) i 


f + 2tt ^ 0 

0 = I 
0 = 0 


15. (1,1,2) 17. (1,0, E) 19. (-1,0,1) 21. (— 1,5,0) 

23* (10, 3, -2) 25. No hay wtocidn 27. (2 - 3*. 3 - 5t, t) 
29* No hay solucidn 31* (-2r + 5, t - 2, t) 

33* x = “ ji + t + 6,y = j, z — t 35. (-2. 1, 3) 

37* (-9,2,0) 39. (0,-3, 0,-3) 41. (- 1,0,0, I) 


43, (I - k~i + jrJ + lu) 

45. x 3 Jj - + \t, i — s, w = f 

47. 2 VUaMax, 1 Vitron, 2 VitaPlus 

49. Comer 5 mil las, nn Jar 2 mi! las. 30 millas en bicideta 

51. ImposibEe 


Seed on 9.5 


1. No 3. 


9. 


2 

10 


I 

1 

-7 


pagina 684 

3 
5. 


1L [ 


12 

L 3 

-I 

I 


13. No hay solucion 15. 


17. 


21. 


5 

! 

13 

3 


-2 

I 


5 

0 


19. 


6 
—3 
0. 

"I 
2 

0 

—25 
-JO 

- ! —3 

- ! 3 


7* Imposible 


-1 15 


t 3 
25. Imposible 27. 


23. 


-i 

31* 8 33. 

-I 

37. Imposible 


8 

0 


3 i 

1 -1 

“335 

343 


-14 

-6 

I 5 


-5 
-20 

10 

—5 
-6 

-8 -30 

10 -24 


29. [2R 21 28] 


35. btiposible 


41. x = l,y 


39. x= 2, y = — I 

-2 43, 


2 -5 

X 



.3 2 , 

,y. 


UJ 


45. 


3 

1 

0 


2 

0 

3 


-1 

-I 

1 


l 

0 

-i 



x l 




¥ 


‘0‘ 


*1 


5 


X 1 


,4, 


_*4_ 




47. S6lo4Cfl estd definido. ACB = 


-3 

-2 


-21 

-14 


27 

18 


- 6 1 

-4 


49, a) [4690 1690 13 230] b) La ganancta total en Santa 

Mdniea, Long Beach y Anaheim, rnpetfrvamflite, 

5L a> [105000 58000] b) El primer elcmenEo cs la cantidad 
total, cn cmzas, dc la salsa dc jetomaLc produeida. y cl segundo 
elemento e* la cantidad total . en ewas, de pasta de jiiomate 
producida. 


53* 


a) 


10 10 1 


0 3 0 1 
12 0 0 
13 2 3 


0 

l 


3 

2 


0 0 
0 1 


3 

2 

2 

3 


EHial pi 


3f oere 


\ r> h 


AS2 


Respuestas a ejercieios y evatuaciones imparts 


b> 


c) 


2 

1 

2 
2 

1 

2 

2 

3 


1 

3 

3 

3 

3 

3 

3 

0 


2 

1 


1 

2 


J i 
3 3 
I 1 

l 2 


2 

3 


3 

2 


2 

3 

3 

3 

3 

3 

2 

] 


2 

2 

1 

1 

2 

2 

2 

2 


dj 


3 

0 

0 


3 3 3 
3 3 0 
3 3 0 
0 0 0 0 
0 3 3 0 
0 


3 3 

e) L a lelra E 


0 



Section 9.6 ■ pigina 697 


5. 


1 1, No hay invera 13. 


' L 

-ft 

-2 

7 

2 —3 

Cl 

13 5 

l-l 

1 

jJ 

/■ 

-3 5 

7t 

.-3 ~2. 


I 2 


2 


IS, 


-4 -4 

I I 


19. 


L 5 
.3 

L l 


5 

— I 

4 -6J 


17. No hay invent 


-I 


1 -3 
l -3, 


21 . 


0 0-2 I 

-10 I I 

0 1-1 0 

10 0 -lj 


23. x - 8, > = - 12 25* x = 126. y = —50 

27* x = -38, y = % i = 47 29. x - -20. >■ = 10. z 

31. x - 3, y - 2, i = 1 33. x = 3. y = -2, : * 2 

35, x = 3. y = 1. z = 0, u? = 3 

7 2 3 


= 16 


37. 


41. 


10 3 5 


39. “ 

1 

r 

2a 

.-1 

1, 


1 — 

\ 
x 


1 

X 

2 


; no exists inversa parax = 0 


43. 1 


L 

e 

0 


—e 

0 


-lx 


0 

0 

I 


; ex isle la invert para lud a x 


45. 


47. a) 


COSX 

senx cosx 

0 l 

■2 ^ 0 

1 ~l l- 

c) 3 oz A. 0 oz B, 3 oz C d) No 
x + y + It = 675 
2x + y + 2 — 600 
x + 2y + z = 625 


; emte la inversa para toda x 

n 

b) i oz A. 1 oz B, 2 oz C 


49. a) 


2 

1 

3 

3 

0 

3 


‘ 1 

1 

2‘ 


X 


"675" 

2 

0 

1 

0 

1 

3 

b) 

2 

1 

[ 


y 


600 

3 

0 

3 

3 

1 

2 


J 

2 

L 


[l. 


.625. 

2 

1 

3 

2 

0 

2_ 




r_i 

4 


2 

4 

-41 

4 


e) A -1 = 


3 


-1 -1 
l _1 

4 4 4 J 


Gann 125 dtilaics in una mciclopediia eslindar, 150 ddlares en 
una dc lujo y 200 dftlares por ana encidopedia eon pasta do pLel, 

Ssecion 9.7 * pi gin a 713 

1, 6 3.-4 5. No existe 7. ] 9. 20, 20 11.-12,12 

13. 0,0 15. 4, tiene inversa 17. —6, liene inversa 
19. 5000, Liene inversa 21. —4. liene inversa 23. — 18 
25. 120 27. a) -2 b) -2 c> 51 29, (-2.5) 

3i. (0.6, -0,4 ) 33. (4.-1) 35. (4, 2,-1) 37. (1,3,2) 

39, (0,-1, 1) 41, 43. (M,it _ l) 

45, abede 47, 0, 1, 2 49. 1 T -1 51, 21 53, § 

( lOOn + IGb + e = 25 

57. a) l 225a + 1 Sb + c = 33j 
1 16 O 0 « + 4 Gb + c = 40 
b) y — -0.05x 3 + 3x 


Seccitin 9.8 ■ pi gin a 720 

A 


1. 

5, 


x — L x + 2 
A 


3. A 


B 


x - 2 (x - 2} 1 x + 4 


+ 


j - 3 


ffx 4- C Ax + B Of + D 

/ a 


[■ + 4 


x' + I x £ + 2 


B 


+ 


D 


' x 2x — 5 (2x - 5) a (2x - 5) 3 

Ex + F Cx + H 

+ — + 


x J + 2x+5 (x 2 + 2x + 5) 3 


11 , 

15, 

19. 


1 

1 

13, 

1 

1 

X “ 1 

x + 1 

x - 1 

x + 4 

2 

2 

17. 

1 

1 

x-3 

x + 3 

x - 2 

x + 2 

3 

2 

£). 

-1 

- + 1 


x “ 4 x + 2 


23. — — -r + 3 


2x- I 4x - 3 
1 „ 2 


27. 


x - 2 x + 2 2x — 1 
1 3 


JS Ttr-r + ? 


2 S 2_ 

2x 4- 3 (2x + 3) 2 * x ” x J “ x + 2 


I at c rial proccgido por 


:hos de autor 



AM 


Respuestas a ejerddos y evaluaciones impares 


39. 


41, 




acotada 

43. 



45, jf = libras de ficcidn 
y = libra?. de no ficcidn 
x + >■ £ 100 
20 ^ >■. x > y 
x ^ 0 , v > 0 



47. x — ndmcro dc paquetes 
est&ndar 

y - ndmero de paqoetes 
de hyo 
lx 4- j y s SO 
lx + \y £ 90 
O.y > 0 



Capitulo 3 Repose m pagina 729 

1. p.l) 3. (-{,!}, {Z, -2) 

5. (2, I ) 7, x = cualquicr numeral 

7 = t* " -* 




9. No hay soluciOn 



11. (-3. 3). (2.8) 15-{t--t) 

IS. (21 41. - 15,93) 17. (1 1,94. -1.39), (12.07, 1.44) 

c) No 


c) SI 


23. a) 3 X 4 h> No c) No 

f y - 3z = 4 
d> < jc ■+ y =7 
[jc + 2y 4- z — 2 

25. (1. 1.2) 27, Mo hay solucifo 29. (-8. -7, 10) 
31, No hay soluciun 33, (1,0, 1,-2) 

35. x — — 4f + l, y — — 1, z =» f 

37, X — 6 — 5l, y — ^(7 — 3l), z = l 

39. (-$f + JJl - },f) 41. {s + 1.2* - i 4- l.i.f) 

43. No hay solucido 


19. a) 2 X 3 h) Sf 
x + 2y = -5 

y- 3 
21. a) 3X4 b) SI 
x + 82 = 0 

y + 5; = - ( 
0 = 0 


d) 


d) 


45. (l,i+ l.r.O) 

47, 3000 ddlares al 6%. 6000 ddlares al 1% 

49, j 1 250 d61ares en et banco A, 22 500 ddlares en el banco B, 
26 250 ddlanes en el banco C 


51. 


53. 


55. 


Imposible 
'4 I®" 1 

4 0 

1.2 2 \ 

[10 0 “5] 57. 


-J 10 

I -lJ 


59. 


61 . 


65. 


69, 


[ 30 

22 

[-9 

1 

r-s 

SI 

ii 

A 

“I 

1 

l~2 

L 

if" 1 

-3 

H-5 

2 

f 2 

-2 

[ “4 

5 


67. 

6 
9 


7, 


7 

1 

0 


—2 

S 


73. 0, no hay inversa 


aterial prolegidp por dsrechos cfs autor 


Respuestas a Is seccidn 10.1 


ASS 


75* -l, 
77. 24, 


3 

2 

“3’ 

2 

1 

-2 

.-8 

-6 


1 0 

0 

—41 

4 

0 i 

0 

-1 

0 0 

1 

* 

0 0 

0 

1 

* J 


7». (65.154) 81. {-hbh) 
S3. (}.J) 85. (-§,&!) 


87. II 


89 . 


I 


jt — 5 x + 3 

4 “2 


Jt + Jt - l (js - 0 1 

JC x 1 + l 
95. i + y 1 s 4 

97, 


99. 


rrj 

t v.'BcS 


L 

~T~ 

i v 




105 . 


107 . 




acttfada 

109. X ” — T~. V 


d + c 


111. 2.5 


aeotada 

d 4-fi 
' 2 


CapituJo 9 Evaluation ■ pAgina 733 


1 . a) Lineal b) {- 2 , 5 ) 

3. {-0.55, -0.78), {0.43. -0.25}, (2.12,0.56) 

5, a I Fomia estcalonada b) Fonni escalonada reducida 
c) Ninguna dc las dos 
1. (- j + jl„j 4- Ju) 

9. a) Dimensioned incompatible? 

b| Dimcnsioncs incompalibles 


6 10 
c) 3 ~2 d) 
“3 9_ 

f| B no es euadrada 


\36 58' 

0 -3 
.18 28. 



gj H no es cuadrada h) —3 


11- \A \ =0, |S[ =2,B’ ] 


13. a) 



I 

(*~iy 



x + 2 



O' 

0 

1 



jt 


x + 2 
jt j + 3 



Enfoque en el modelado 1 

I. 198, 195 


pagina 739 

maxima 161 
minima 135 


5* 3 mesas, 34 sillas 7. 30 huacales de toronjas. 30 huacales 
de naranjas 9. 15 de Pasadena a Santa Monica, 3 dc Pasadena 
a El Tono. 0 Long Beach a Santa Mdnica. 16 dc Long Beach a El 
Toro 1 1. 90 etfindar, 40 de lujo 1J. 7500 ddlares en bon as 
munldpalcs, 2500 ddlarcs en certihcados bancarios, 2000 ddlaits 
en boaos de alto riesgo 15. 4 juegos, 32 educations, 0 dc 
servicio 


Capitulo 10 

Secci 6 n 30,1 n pagina 751 

1, 111 3. □ 5. VT 

Order) de (as respuestas; foco; directrix ditimern) focal 

T, 1(1.0);,* - -1:4 9. f(0,5);y = - 3 ; 9 




Material proteqido por Oorechos do at 



ftespirestas a 9a seccidn 10.3 


A57 


25. 


27, 




s 


-i 


x 2 y 1 
29 . — + r — 
25 0 

V 2 

33. — + 7- 

9 13 

x 2 y 1 

37* ^ + T 
25 5 

41. (0, ±2) 


I 31* i l + — = I 

4 

x 2 y 1 

1 *■ roo + fr 1 

64^ + 

' 225 SI 

43. (±1,0) 


9. V(±L0};f<±^,0): 
v = ±x 


11* K0, ±3); f(0, ± V34); 

y = ±i* 



13* V(±2 V2,0); F(+ VlO.O); 15* V[d. ± }); f(0, * V5/2): 
v = ±Jje 


y-±l» 





b) Eje mayor y 
vertices comuncs; la 
exccniricidad &e 
increments a mcdida 
quo k uimeeta. 


47. 

49. 


2.2500 X 10'* 


2.2491 X 10 
,.2 


it 


- I 


l ,455,642 1,451,610 


1 SI* 5V19/2 


1 5,6 pulg 



SecciOn 10.3 * paginal 768 

1. [II 3, II 

Order* de ias rtspuestas; vertices; facet; asintatm 
5, M(A2. 0); fl(±2 V5, 0); 7, KO t ±1); ± V^6); 

>’ = ±2x y = ± j x 


_2 V 2 V 2 

W ‘1T-Ti= [ 19 y 1 ~j = l 


33. 


V _ 5x 
64 


X 1 >'* x 2 V* 

„ = 1 35, 77 - 77 = 1 37. = I 

256 16 16 9 16 


39. b) * 2 - y 1 


c 2 n 




Cuando k aumenta* 
las asintotas se vueJ- 
ven mas inclinadas 


45. x 2 - y 1 = 2.3 X lfl J * 


v'l 3.10 tied I pi oieg id o pci doi echos do 3 li 


R&spuestas a ejercicios y evaluacion&s impares 


A58 


Secci6n 10,4 ■ pdgiria 781 

L Centro C( 2 , 1 ); 
foeoF(2 ± V5J); 

vertices V,( — l n 1 ), V 2 [5 r I 
eje mayor 6 t eje meiw 4 



5. Wrtice Vp. — l); 
foco fp. 1); 
dirtctriz, y = -3 


v 



— 2 j 


9, Centro 0(— I, 3); 
fo»F t (-6 a 3),F 1 (4.3); 
voices ^(-4,3^2, 3); 
asfntotas 

y= + 1) +3 



17. {y - 1 ) J - s? = 1 

19* Elipse; 02. 0); 

H X±V5); Vfr±3); 
eje mayor 6 h 
eje nnor 4 



3. Centro GfO, — S); 
foco f ,(0 t - ] ), Fj(0 + —9); 
ytiflfcn V,(0,0) T V z (0, -10); 
eje mayor 10, eje monor 6 



23, Elipse; Cp, -5); 
f(3 ± VH. -5); 
Vj(-2 t - 5), V,(8 f -5); 
eje mayor 1 0, 



25. Hip^ibola; 0(3,0); 
f{3, ±5};V(3, ±4); 
aifntotas v = ± j(x — 3) 



7, Venice V(“j,0)t 

**»/(- J. -i); 

directrix v = i*, 



11. Centro Cp l„0); 
foco F(-l r ± v5); 
v&tices V(— l, ±1); 
asmlolai 

Y=±fa+ I) 



27. Cdnica degenerada 
(par dc recLas), 

Y~~ K* ~ 4) 



31, 



29, Pumo (1J) 


> 


* 

0,3 I 


H * 4 *- 


33. 



-32 


35. a) F< 17 h> F = ]7 e> F> 17 
37. a) i 



21, Hip£rbola; 

C(l,2);F|(-|.2),^G.2); 

H i ± V5, 2); asfntolas 

> = ±&x - 1) + 2 



c) Las patiboks se eieitan 


39. 


b± + r = t 

I8O62 50Q 18 040000 


Seccion 10.5 ■ pagina 790 

1, (Vl0) 3* (0, -2 V5) 5. {1*6343,1.1472) 

7. X 2 + Vi XY +2=0 

9, 1Y 1 - 48X1’ - 7X ! - 4 OX - 301 = 0 





Respuestas a la seccibn 10-6 A59 


-u 

-4 


19. a) Hip£rbo!a 

X z 

b) ^ - y- - 1 

4 

c) 4 =* 53° 


27. a) Par&bula 
b) « 


it. x J - y 2 = 2 
13, a} Hip^rhola. h) X J 
c) 4 = 45° 


IS. a) Parabola 

b) Y= V2X 1 
t) £ = 45" 
r* 


23. a) Eliperbnla 
b) (X- l) 2 “3 r 3 = ! 
e) = 60" 


- F 2 = 16 


17. a) Hipdrbola 
b> Y 1 - X 2 = 1 
c) & - 30° 


21. a) Hip^rtmla 

b) 3X ! “ r 2 = 2V5 

c) * = 3tr 


25* a) El ipse 

, (F+l) : 

bl X 1 + - ■ ' 


c) d> ^ 53 c 


31. a) (X ~ 5) 2 - V z = I 
h) Coordcnadas XV; 

£1(5.0); V,(6,0), ^(4. 0); f(5 ± V5*9)i 
coordenadas jey: 

CX4.3); V,(f.V), Vj(f,f); f,( 4 + jV2.3 + JV5), 
F,(4 - jV2, 3 - |V5) 

c) K= ±(X - 5);7i-j-2S = 0.i + 7y- 25 = 0 

33* X = jr cos $ + r v sen F - — x sen 4> + y cos $ 


Seecion 10.6 ■ paging 799 

1. r = 6/{3 + 2 cos 6) 3. r = 2/(1 + senfl) 

5, r = 20/(1 + 4 cos &) 7. r = IO/(L + sen 9) 

9. 11 11. VI 13, IV 

IS. a) 3, hip£rbo!a 17. a) Lparibola 


19. a) clipse 


* * 

23. a| e - * 


21* a) J.hiperbola 


i, directriz x = - J 

I 


4-3 cos 


■(•-I) 


—0.5 


25. La clips? cs casi una circunfercncia 
cuando e se acerca A 0 y sc vuelve m£s 
alargada cuand.0 e — * 1". En e = 1, la 
curve se transform en una parabola. 


27. b) r = (1.49 X I0 B )/(1 - 0.017 cos 0) 29* 0.25 


i o 




e - CK H- 


Material protegido por dor cohos 


29. a} Hipirbola 
b) 


A«4 


Reepues-tas a ejerckios y evaluacionas im pares 


37, 1 - V2, 1 - V3 t — 1, 1 - V5; = i - Vim 

3#, 10 41. if 43, 8 45, 31 47, 385 49, 46438 
51. 22 53. vT + V2 + V3 + V4 + Vs 
55. V4 + V$ + V6 + V7 + Vfl + V9 + VIo 

100 JO 

57. j 3 + ■ + je 1 ® 59. «L 2 k 2 

t->\ *«( 

«9 y l DO 

«■ 2*77) «■ ,?/ "■ ^ 

6% a) 2004.00, 2008.01,2012.02, 2016.05,2020.08,2024.12 
b) $2149,16 

71. a) 35 700,36 414, 37 142, 37 885, 38643 b> 42 665 
73. hj 6898 75. a) S* = + 2000 b) 538000 

Section 11,2 ■ p£gfn#S37 

1. a) 5, 7, 9 + I L, 13 b) 2 


Section 11,3 ■ pagina 844 

1, a) 5, 50, 20, 40, 80 b) 2 
0 


BO- 

ft 



1 B v 3 3 I _i_ _1 b> 

*■/ 2i- 2 1- 2+ 2n 2 u " 


-I 


3, 81 4i 16' 32 131 

c> i 


i ■ ■ 


-i 


5- ^ = 3 


tfl-j 




, a 4 = 375 7, {j, 

9. Geo m^tricd, 2 11. Geometrica, \ 13. No es geometries 

15. Geomfrrica, I.J 17, 6, 18,54, 162,486; geomftrka, 
razdrn eomiki 3; a n = 6 ■ 3 fl-] 

19- i h sk dk geom^triea, mz6n comdn J; d„ = ift)* -1 
21, 0, In 5, 2 La 5, 3 In 5, 4 In 5; no es geometries 


t) d .j 



23. 

3, Os — 162, ti n — 

2 * 3™ -1 



* 


25. 

^0.3, a 5 = 0 00243. = (0.3)(— 



* 


27. 

” 1 2 ' d S = TW’ Q* 



1 

* 


29. 

3«, fls * 3"'’. a 



0 

i 

. 

31. 

S 3 ^, a t = s B|r? , a„ 





* 

33. 

f 35. f 37. 1 

Lo, 39, 315 41. 441 

43, 3280 




45. 

!S! «. 1 «• 

| fi J- si 

4 311 ]]? 

55. | 

5. a m = 

= 3 -H 5(n - 

l)i a m ~ 48 

57. 

h s»-i «• 

10, 20, 40 



7. «« - j - j(n - l)*«ie — ~2 
9. Aritrn£iica,3 11. No es anirrigliea 
13. Aritm&ica, — | 15, Aritn^Lica, 1,7 
17, 1 1, 18, 25, 32, 39; 7; a H - 11 + 7(n - 1) 

i HU*: no es aricinflica 

21. -4, 2, 8 + 14, 20;6;<j„ - -4 + 6(n - 1) 

23. 3, a 5 = 14, a n = 2 + 3(fl - I}, a ]m = 299 

25. 5, = 24, a„ =• 4 + 5{rt - 1 }, « JM> - 499 

27. 4 ,d 5 = 4,H re = -12 + Mn ~ l).a m * 384 
29. L.S.fij = 3l,fl fl = 25 + 1 ,5(n - 1 )> a m “ 173.5 
31. s, aj — 2 + 4s, a„ = 2 + (n — L)a,d l00 = 2 + 99s 

33. | 35. -LOO. ^98, ^96 37. 30o. 39. 100 41. 460 

43, 1090 45, 20 301 47, 832.3 49. 46.75 53. Si 

55. 50 57. $1250 59. $403500 61. 20 63, 78 


63, r) V n = 1 60000(0,80 )* _] b> Cuano afio 
65, 19 pies, 80(§)T 67. g. ® , Sg)" 

69, a) l?| pies b) 18 - g)" 3 71. 2801 73. 3 m 

75. r) 2 b) 8 + 4vI 77. I 

Section 11.4 ■ pagina 853 

1. $13 180,79 3. $360 262,21 5. $5591,79 7. $245.66 
9.52601.59 11. $307.24 13. $733.76, $264 153 60 
15. a) $859.15 b) 5309294.00 c) $1841519.29 
17. $341 24 19, 18.16% 2U 11 68% 

Section 11.5 ■ pagina 859 

1. Sea fl(n) la proposition 2 + 4 + - ■ ■ + 2n = n(n + I ), 
Paso l f(l)c!i vendadcra ya -que 2 = 1(1 + 1). 


Serial protegido p 


Respuostas a la seccion 1 1.5 


AEG 


Paso 2 Suponga que Ffltjcs verdadera, Entonces 

2 + 4 + - ■ + Ik + 2{k + I ) 

= Jt(A + I) + 2{k + 1) H|pite9i3 d.s 

introdu-GCiin 

= (t + l)(* H- 2 ) 

Far to que P{k + I) se infiere de /*(*), For lo tanto, segdn el 
Principio de la induction matematica, P(n) se cu triple para 
toda a. 


3. Sea A(n) la proposicidn 

n(3n + 7) 

5 + 8 + ■ - ■ + (3jt + 7) — — ■ 


1(3-1 + 7) 

Paso l Afl) ti verdadera ya que 5 = — — - 

Paso 2 Suponga que P(k) cs verdadera. Entonces 


5 + 6 + ■ ■ + (3Jt 4* 2) + [3(Jt + 1) + 

*(3* 4- 7) HipAasI* 

= - — j + 5) induced 

3* 2 + I3fc + 10 
2 

(Jt + + I) + 7] 

”2” 


dr 


For lo que P(k + 1) se infiere de Por lo tanto, segiin el 
Principio de 9a indueddn mateiMtica, P(n) se dimple para 
toda n. 


5, Sea P[ft\ la proptwicidn 

1*2 + 20 + ■ ■■ + u(ft -I- 1 ) 


n(rc + ] )(n + 2 ) 

3 


Paso 1 P(J) es verdadera ya que I *2 


1 -Cl + IHI +2) 


Paso 2 Suponga que FfJt) cs verdadcra. Entonces 


1 *2 + 2-3 + ■«* + Jt(Jt + !) + (* + l)(Jt + 2) 

Jtffc + 1)(* + 2} Hlpfoeslsde 

■ i -+(* + !)(* + 2 } induced 


(t 4- \)(k + 2){k + 3) 


Por lo que P(k +• I) se infiere dc P(fc). Por lo tanto, segun el 
Principio de la induction maternAka, F(n) se cumplc para 
toda /t. 


7. Sea P(n) la proposition 


l 3 + 2 3 + ■ ■ ■ +■ n 3 = 


n 2 (n + 1)' 


Paso 1 F(l) es verdadera ya que 


1 " 4 


Paso 2 Suponga que /*(£) es verdadera. Entonoes 

l 3 + 2 J + ■*■ + ft 3 4- {k + l) 3 

* 2 (fc + I ) 2 HJpdtesls de 

— _ h (ft + l ) 3 SnducdOn 

(k 4- l) 2 [Jt 2 + + J)] 

4 

{k + 1 )^ + if 

4 


Por lo que F(fc + 1 ) se infiere de P(J:Jl Por lo tanto, segtin el 
Principio de la induccidn matematica, Ffn) se cumple para 
toda >'3. 


9. Sea P{n ) la propusicibn 

2 3 + 4 3 4- * - ’ + (2n) J - 2n 2 {n + l) 2 . 

Paso i F(I) es verdadera ya que 2 j = 2 ■ 1 2 ( 1 4- I )\ 

At jo 2 Suponga que F(jfc)es verdadera. Entonees 

2 J + 4 3 + ■ ■■ 4- (2Jt) 3 + [2 (i + l)f 
= 2k\k + l} 2 + [2(Jt + l)] 3 Hip^teslfl de indueddn 

= (k + i) 2 (2Jt 2 + at + s) 

= 2{k + 1 )V + 2) 2 

For lo que P(k + 1) se infiere dc P(k). For lo tanto, segun el 
Principio de la induccida nuuematica, F(/i) sc cumplc para 
(oda n. 


11. Sea A(n) la proposicidn 
1 ■ 2 4- 2 *2 2 + - ■ * + n ■ 2" ** 2[1 + (n - 1)2*1 


Paso I P{ l)es verdadera ya que 1*2= 2[ I + 0]. 
Ant? 2 Suponga que P(k) es verdadera. Entonces 


1*24- 2 ■ 2 2 4- ■ ■ ■ + i ► 2* 4 (i 4- l ) * 2 
= 2[I + (* - 1)2*] + (k 4- 1) ■ 2 i+J 
= 2 + (k - l)2 i4t + (Jt + 1) ■ 2* fl 


_*+* 

Hipdtesia de 
Iflduccldn 


- 2 + 2 fc 2 i,Lj = 2(1 + ^ +1 ) 


Por lo que F(k + I ) se infiere de F|fc). Por lo tanto, segiin el 
Principio de la induce idn matemiitsea, A(fl) se cumple para 
toda n. 


13, Sea P(n) la proposicidn n 2 4- h es divisible entre 2. 

Paso I F(I) es verdadera yaque l 2 + I es divisible entre 2, 
Paso 2 Suponga que P{k) es verdadera, Entonces 

(it + l) 2 + (jt + 1) = k l + 2^ + 1 + k 4- 1 

= (it I + k) + 2(Jt+ 1) 

Pero 1 V + k es divisible, segdn La tiipdtesls de mduccidn, y 
2 (t + l)es evtdentememe divisible entre 2 , de modo que 
(t + l) 2 + (jfc 4- 3) es divisible entre 2. Entonces P{k 4 3 ) se 
infiere dc P(ItJl Por lo tanto, segun el Principio de la tnduccidn 
malemitica, P(n) SC cumplc para toda n. 


rial protegido por der 




Respuestas al capitulo 11 Repa&o 


AS? 


+ F* Fi 




A + ^*-i 


*-i 


t j 


^2 


A + i 
F k j 


Deftnld£n de- la hugg- 
i5lfln de Fibonacci 


Enlo-nccs P(k + I } sc irtficrc dc P{k). Pur lo Lanlcu scgiin el 
Prirrcrpiu de la induction inLiIemfttica, P{n)sc turn pic para lodu 
rt > 2, 

31. Sea ,P(fl) la pmposicion F n £ rt. 

Paso i F(5}cs vcrdadcra ya quc F s ^ 5 (porque =5). 

Paso 2 Suponga que P(k) cs vcrdadcra. Entonces. 


Definicion dc !a sucesior. de Fibonacci 
Hfepdttfsis M InduGd^n 
Fbnc^ue Fj-i s 1 

Entonces P{k + 1) se inhere de P(fc). Por In tamo. segtin el Prin- 
cipfco tie la induction matemitka, / J (n) se eumple para toda n £ 5. 


A+i — Ft ■+■ F t ^ 

* + fU i 

+ 1 


Section 11.6 U pagina 868 

1. t b + fx<S + ISjtV + 20* V + 15* V + fuV + y* 

4 1 

3. x* + Ax* + 6 + -r + —2 

x x 

5. jc j - 5x 4 + lOr 3 “ lO^T 2 + 5x - 1 

7. jr'V “ SkV + lOst 4 / - lOutV + Sjt^ - 1 

9. &t 3 - 36*^ + 54 xy l - 27/ 


„ 1 5 10 10 c 

1,1 -* x ->fi + * ji h $x 


.ifi 


x x ,tM x 

13, 15 15, 4950 17, 18 19, 32 

21. J -1 + 8/y + 24 jtV + 32*/ + 16/ 

„ ( 6 15 20 35 6 l 

23. 1 + — + — ™ 4* —T + — + —I + —7 

X X X X* X* Jf” 

25. i® + 4Q.r”y + 760x ] y 27. 25 a 20 + a 1 ** 
29. 48,620* 18 31. 300b 2 6“ 33, I00y w 
35. 13 440// 37. 49 5a*b* 39, (*+>/ 

41. (2a + bf 43. 3.r 2 + Ixh + ft 2 


Capitulo 11 Repaso a paging 870 

i i * ? a m i (i l o L* 

1 * i t j.j, 5 , | ; J- U, j+’J, J2 , 

5, 1 T 3, 15, 105: 654729075 7. 1, 4, % 16, 25, 36, 49 
9. 1,3.5, 11,21.43,85 
11. a) 7,9, 11. 13, 15 


b) 


is 

in- 

j- 


c) Aritiruftiea, diferencitL 
comdn 2 


ii A x i ? u ii 
lA • :, - r 4" J' 16' 52' M 

b) 


4" 

31 

I 

1 


cl GeomStrica, razdn 
conabn \ 


-t — *. 


15. AriPndtica, 7 17* Ariim£tica5V2 19* Aritm^tica, r + I 
21* Oeomdrica, 23, 2i 25* 5 27. 

29* a) ^^aaooott.osr 1 

b) 532 000, $33 600. 535 280, $37 044. 538 896,20, 

$40841.01, $42 883.06, $45027.21 

31. 12 288 35. a) 9 b> ±6V2 

37. 126 39. 384 

41. O 2 +■ J 1 + 2 1 + ’ + 9 i 


M 3 3 3 3 J 

43 -2 i + 2 I + r 


+ 


3 ^ 

>ii 


53 


LCD 


45. 2 3i 47 ' S^ 2 ** 2 

k — l * — ] 

49. Geomlbica; 4.68559 

51* Ariun6tica. 5050 V5 

53. Geomeirica. 9831 

55. 13 57* 65534 59. $2390.27 

61. | 


63. i(3 + VI) 

65, Sea P(n) el enunciado 

1 + 4 + 7 + + (3n “2) = 


n(3n - I) 


Paso 1 P( \ ) cs verdaderu porque I = 


1(3* I - 1) 


Paso 2 Suponga quc P(k) ca vcrdadcra. Entonees, 

1 + 4 + 7 + ■ ■ ■ + (3* - 2) + [3(fc + I ) - 2] 
k{M - 1) r 

= h [3t + l] hip&xxsle dc ln4uccE6n 

Ik 2 - k + 6k + 2 


2 

(it + 1X3* + 2) 

2 " 

<* + 1)[3(* +1)^1] 

2 

Entonees jP(i + ]) se inficre dc P(i ) l Por lo tanto, segun et 
Ptineipio de la induction m ate m idea, P(n) se tumplc para toda n, 

67. Sea P(fl) el enunciado 

(i +IX' + D*-(i +!) = » + 1. 


Material prolegido por derechos d 


Respuestas a la seccidn 12,5 


AGS 


Secdon 12,2 m pagfna 897 

1. a) 5 b ) 9 cl 2 d) e| — | Of) 
g) Nuexistc h) -£ 3. 75 5. £ 7,-3 
9, 5 II* 2 13* £ 15. 12 17. ^ 19. 

21. 4 23. H 




25. a) 0.667 



-l i 




b) 0.667 


X 

fix) 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 

0.7 3339 
0.67163 
0.66717 
0.66672 


X 

fix) 

-0*1 
-0.0 1 
-0 001 
-0.0001 

061222 

0.66163 

0.66617 

0.66662 


C> l 

27. 0 29. Noexiste 31* Noexiiite 
33. a) 1, 2 h) No exi&ie 



Secdon 12.3 ■ pagina 906 

I. 3 3.-11 5. 24 

7. y — -j — ! 




13. f(2) = -12 15. 9 '( 1) = 4 17. F'(4) = -jfe 

1 *. f C») = 2a + 2 21 . /'(o) = 7 ---—; 

\P + 1) 

23* a) f(a) * 3a 2 - 2 

b) v = -2x + 4,} 1 — x +■ 2 t y = ICm — 32 

C) 30 



25. —24 pies/s 27. 12 a 2 + 6 m/s* IS m/s, 54 m/&, 1 14 m/s 
29* 0.757min 31. a) -3S.3 gaJotics/iriin, 

— 27.8 galunes/min b| — 33.3 galunes/min 


Secdon 12.4 i pagina 915 

I, a) -1,2 b) y=-l,y = 2 3. 0 5. f 7* j 9. 2 

II, Nr> exists 13. 7 
IS. -J 17. 0 19. 0 

21. Divergenle 23. 0 25. Divergentc 
27. | 29. 8 

31, b) 30 g/L 


Secdon 12.5 ■ paging 924 

1. a) 40, 52 



bj 43.2, 49,2 
3* 5.25 5. § 

7. a) £j, sjbcstimacidn b) j^, sobrecstimacidn 



nal prolegioq por 


3chos de a,ul 



E* p p p p 


A70 


Bespuestas a ejercicios y evaluaclones impares 



il m n. it 15. 1 66.23 iz im 


Capitol o 12 Reps so ■ pagins 925 

L I i. 0.69 L No cxislc 

L a) No cxisic h) 2 A c) 14 d) 14 e) £L5 t) 1 
g) 2 It) 0 S± -3 LL 1 13, 2 15,-1 H 2 
No enisle 2L f (4) - 1 f {16) = J 

a }f(a) = -2 h) -2, -2 
A) f (a) ^ 1/(2 Va + 6) b) 1/(4 V5)» 1/4 
y = lx + 1 iL y = It H y = — ] jf +■ 1 
a) -64 pics/s b) — 52tr pies^s c) V40 ** 6.32 s 
d) -202,4 pies/s 22* } 3S± j 4 L Divergent 

42.112 4i ID flT. | 


Capiiulo 12 Evaluacion ■ pa gin a 928 

L a) £ b) i 



2. a) 6 b) -2 c) Noexiste d) Noexiste *) J f) 2 
S* y = j* + j 2* a) K b) ^ 

Enfoque an el mcKtoladQ ■ paging 921 

L 51253xpics-lb i b) Area bajo la grifica de^(je) = 375-t 

cnirc x = 0 y j = 4 c) 3000 lb d) 1500 lb 

5, a) ] 625 ,.2S grades dc caJcntaimcnto hora fa) 70'"’' F 

c) 1438 grades dc ealenlamicnlo boras d) 75 a F 

e) El dia c n cl incise a) 


Material protegido portierechos tie autor 
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polinomios dc, 320-323 
Mcnorquc {<J, 6 
Mdodo 

dc elimination, 638-640 
de susiitucidn 

para resolver sistemas Sineafes, 
637-638 

use de la sustitucifin directa para 
holla r If mites, 897-894 
dd valor eficaz de la tension. 448 
numdrico 

determi nation dc valorcs dc funcio* 
lies con, 417. 

para encontrar rc lac tones trig.onom.c- 
tricas, 4£il 

para hall&f CCKK, 283-284 
Mill. John Stuart, LL2 
Mi I la niiutica, 416 

Mini mo com un denomirtador (MCD) 
sunia de fracciones, Izfi 
uso con expresiones rationales, 37-38 
Mmimo local, 199, 260 
Modclado. Vfase lambien Modclox 
maternAiicos 
tgruDcnsura, 573-575 
con irca, 929-931 
con ecuaciones, 5 8-75 
con Funcioncs de potent i a, 388-39^ 
con Func tones logfsticas, 392-393 
con Funcioncs polinom talcs, 320-323 
con sislcmas linralcs. 646-648. 656-657, 
672-673 

con suoeriorws retursivas, 874-876 
cnecimiento poblacional. 327, 369-373. 

386-387, 392-393 
definition, 203 

exponential, 369-376. 386-387. 

390-397 

fuerza y vclocidad, 612-615 
logarilmicD, 376-379 
mapeo del muntfo, 630-633 
modelos presa/predador. 432-433. 464. 
696-697 

movimiento armdmco, 442-454 
ondas 

estacinnari as, 576-577 
progrtsivas. 575-576 


por medio de ecuaciones matridales, 

696-697 

por medio de la prngraniacidn lineal, 
735-741 
proyeectdn 

cilindrica, 63063 1 . 632 
estercograli ca, 63 1 , 632. 633 
Iraycctoria dc uin proycctih 816-818 
Mod, clot s) 

dc docaimiento ladiactivu, 374-375 
kigtuilmico. 397 
maiemfirieos, 58-75 
comt ruction, 59-67 
definieion. 212 

dete mu nation de la recta det mejor 
ajusle, 240-242 
funcioncs como, 203-213 
funcioncs lineales como, 239-242 
medic ton del ajusEc, 743-743 
model o logarEmico, 397 
normas para modclar funcioncs, 2815 
nomias para, 58-59 
por medio de tksigutddades. 87-34 
variackk), 123-1 29 
predadoT/presa, 432-433, 464, 
696-697 

Modo Seq, calculadoras. 823-824 
Modulo dc niimeros com plcros, 

597-598 

Monomios, 24. 750-253 
Movimiento 
amndnico, 41Z 442-454 
amort iguadn, 449-45 L 569 
moddado del comportaniienlo 
period ico, 44.3-448, 459-462 
simple, 443, 575 
circular, 473-474 
Multiplication 
de desigualdades, Z6 
de expresiorws algehrakaa, 26 
de expresinties rationales, 36 
dc funcioncs, 2 1 4 
de matrices. 678-683, 3110 
dc ndmeros cnmplejos. 286, 599-600 
dc poltnomios, 25-26 
dc vectorcs por esealares, 608, 61 i 
Mu hip] icidadcs, ccros y, 259, 793-79S 

piI { n Factorial), S63 
Napier. John, Mh. 

Nash, John, 8511 
Navegacidn 
LOR AN. 768 
nimbus, 511 


tadiw 
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Negative tk tma imwgen, 687 
Newton, Sir Isaac, 758. 766, 816, 

894-895, *m 

hfiveks de jntensidad de sonido,, 347, 
378-379 

Nados* onda estac ionari a. 576*577 
Noether, Emmy, 210 
Notacidn 
ckntffica, 16-17 
de conjuntos, 1 
de sumatoria, 828 
exponential, LX 16-17 
sigma, 828-830 

usoen la resolution de problems, 

m 

Nowak, Martin, 824 
Numeradorev, 5 

rational [zaeidn, 40, 895 
NumtrtH's) 
complejos, 185-290 
deiinition, 285 

opoKtoftefi arilirkticas en, Z86-787 
rakes complejas de ecuaciones 
cuadrftica,s, 288-289. 2QQ 
conversion del sonido, foiograffcs y 
texto en r 30 
cuadrados, 847 
dc Avogadro, 23 

de Fibonacci, 678, 825^826, 829, 832 
de Merscnne, 824 
de referenda, 4(14-406 

determination del valor de la function 
trigonometric;! con. il I -411 
digitnks, 311 
imaginario. 285-? 86 
inverses. 5 
irracionales, 2 
naturales, 2 
negatives, 4 

rakes euadradas de H 281=288 
admens poligonales, 847-848 
par ondenado de, 81 
peruagonaks, 841 
poligonales, 847-848 
primes, 824. 825 
rationale 5. 2=3 
reaks, 1,2-12 
conjuntos e intervales, 6=3 
ley de los exponentes y. 32E 
niimertM naturajes como, 2 
□rden de (mcnor quc. mayor que), 6 
proptcdadcs dc, V6 
rectus reales y. 6 

valor es absolutely distaacia, 844 


representation de funcioncs eon. 154 
triangulares, 841 
uso de formas geonktrkas paru 
representor, M2 

Objetos que cacn, velocidad tn.stanliinea 

de, 9(35 

Olvido, Icy del (curva del olvido), 355. 
357. 395 

OndM 

estacionarias, 576-577 
progresivas, 575-576 

Operations* tkmtntaks en los rengltmes, 
663-664 

Orbitas pLuietarias 
description de Kepler de. 13, 

129,5813 

excenlriddades de, 25£ 
modclo de potent ta para period os 
ptaneEarios, 388-389 
perihclio y afdio. 760, Sill 


Pagos de una hipoteca. 852 
amortization de una hipoteca. 854 
PaUbras, representation de f undone* con. 
153-154 

Palanca. ley de la, 69. 748 
Papino Rhind, 75, 716 
Par orden ado, de minions,, 83 
hlpcrbdu con ccnlro cn, 763-764 
Oiigcn (O). ^ SL. 582 
relation como ooteccidn de. LZ1 
sLmetrfa con respeeto a. S3 
PanStbolas. 640. 12_L 743. 744-751 
hosquejo, 748-749 
como luncmncuadradca. Jiy 
eon eje horizontal, 747-748 
eon eje vertical, 745-746 
confocaJ, 782 
construction de, 772-774 
ddiniciGn geometric a dc, 744 
did metro focal de, 748, 249 
fmnilia de, 749 
gniftca de. 9J 

grafie a ile parabolas desplazadas, 
777.778 

lido retro de. 748 
punto focal de. 250 
Parataje, 4K2 

Parametros, 52. 656, 8f)l, 8(J3 
Pareto, Vdfredo, 351 
Parte imagtmiria. de numeros complejos 
235 

Parte real dc numeros cumpkjOth. 285 


Pascal, Blaise, 805, 858 
Puulus, John Allen, 242 
Pendiente 
de rectas, n i - 1 13 

que indica tosa dc cambio, 1 18-1 20, 175 
Pendiente de una recta taugenle a una 
curva, 899-Ofm 
Pendulo, lev del. 1 21 
Pcrihelio, 760, S0i 
Pcriluna. 761 
Periodu 

amplitud y, 423425 
movimitnlo anndnko y. 443 
Pi (it), valor dc, 414 
PitAguras, 54 
Plano! $} 

cartes iano, 87-88. LL2 
como grafica de ecuaefort lineal en ires 
variables, 654 
ceunplejo, 596 
coordcnado, 187- 188 
regiemes acOtada y no aeolada, 725 
Polinomiofs), 24 
ceros de, 254-260. 26a 
cfflH teaks de, 25X 271-284 
comportamiento extreme de, 251-254. 
255 

euadralico, 660-66 1 

euadralico del mejor a juste contra ajuste 
exaclo, 660-661 
de Tchebydicff, 549 
definicidn, 250 
del mejor ajuste, 320=323 
divisi6n de, 265-272 
extremes locales de. 260-26 1 
familia de, 261 
forma anidada, 212 
grades de, 24-76 
griifica.s de, 251-26(3 
norrnas para graficacidn , 225 
pnxluclo die, 25-26 
suma y rcsta, 25 
Polya, George. L3S 

posicidn estjindar, de Angulos. 471V47I 
Potencias 

detcrminacidn, por medio del teonema 
tk DcMoivre. 601 
formulas para reduccido, 544 
Predkcfon del dima, 562 
Primer foco, 752 

Principal, inleres compueslo y, 334 
Princtpio 

dc induce ion maternal, ica. 856-858 
(k ParclO, 351 
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de sustiiuciOn, 26 

fundamental de la geometria analitica, 
90,23 

Problems del £nea, cAlculo, 916-925 
apro&imaci 6n del tlrca con una 
eaJculadora, 925 
bap una curva, 922-924 
debajo de gritficas, 929-93 1 
definiridn, 920-922 
estimacifri por medio de rectangulos, 
91 7-9 1 K 

Unite de sumas de aproximacidn, 

93 9-920 
Producto(s) 

escalar de matrices, 676-678 
de funciones, 214 
de polinombs, 25-26 
e scalar, 676-678 
interior, de matrices, 678-679 
posiievo^negarivo, 22 
punto, 617-625 
cillenlo del trabap, 623-624 
cotnponenie de u a lo largo de v, 
620-622 

de vettores, 6 1 7-620 
defink iftn. 6] 8 
prapiedades de, 618 
proyeccion de u sobre y, 

622-623 
signo de, 28 

Viine tambiin Multiplication 
Pragnunacidn lineal, 7 3 5 -741 
nomias para, 737 
uknica de Karmakar, 737 
Propiedad 
asociutiva. 1 
cnnmuiativa. 3 
de reflex itin 
de elites, 159 
de hlperbolas, 767 
de parabolas, 750 
del products nulo, 47, 563 
disiribuEiva 

combination de expresiones 
algebraicas, 25 
factorizacidn con, 27-28 
mimeros reales y, L 3-4 
pares- impaies, 41 34 14 
pcriddicas, 474 
Proportional idad. 123-129 

conjuim 126 l 
con stank de, J 21 
directa, 123-125 
uiuersa* 125-126 


Proyeccidn 

cilmdrica, 630-631 , 632 
de vectores. 622-623 
estereogrlfica, 63 1 -633 
Ptoycctil 

alc&riCe de, 569 

moddado de la traycctoria del, 5 1 -52, 
816-818 

Prucha de la Ifnea 
horizontal, 225, 226 
vertical, 163-164 
Pdntos 

cotineates* Hi 215 

de praeba, graficacidn, 255-257. 122 

terminates 

de vectores, 607 

numcros de referenda y, 404-406 
subre un ciicula, 40 1 -404 

R[-tcionalizaci6n del denominador o 
tiumeradur, 20-21, 40. 895 
Radicales, 17-19 
combinaddn, 19 
ecuaeiones para. 53 
rafzfl-£$ima y, ift-19 
usode, con exponents racionales, 

2D 

Radio 

dc amplitud moduiada (AM), 428 
de frccucncia moduiada (FM), 428 
Rai'cts 

CtJTnplejJtJi, 288-290 
cuadradas. >7-19 

de numenas negatives, 287-288 
raiz n-6sima y, 18-19 
dc ccuacioncs polinomiales, 254 
dc ccuacioncs, 44 
de la unidad, 299 
de norneros complejos. 601-603 
Rafc 

euadrada principal, 11 
de numeros complejos, 2M 
w-isima, 18-19 
n-i&irna principal, 13 

de mutnero complejo. 6014)02 
Ramanujan, Srinivasa, 840- 
Range 

de funeiones, 150 
de un prayecril, 56D 
dc una funcidn inversi, 227 
dc una re lac ion,. Ill 
dcCcrrni nacion a parti r de grlficas, 161 
Rceiprueos dc dcsigualdades, direccidn de 
h desigualdad y, 16 


Reconodmienio de patrdn, 1 38.847- 848 
Rec tangulo de vision, de cakuladora para 
gritfitas, 102 

Rectangulos, uso para estimar tl irca, 917- 
918 

Rectal s), m -123 

de mfnimos cnadrados, 240-242. 650-6.5 1 
de numcrus reales, 6, 9-10 
de regrcsidn, 140-242. 650-651 
del mejor ajuste, 240-242 
ecuacidn general de, 1 15 
farm ilia de, gralicacidn. LIE 
forma pendi ente-ordenada at origen de, 
LM 

forma punto-pendienie de la ecuaciftn 
de, LLidii 
paraleias, nfi-i n 

pendiente coroo laa de cambio, 1 18-120 
pendientc de, 111-113 
perpendicu lares, 1 17-118 
sec ante, taH de cambio prom ed io como 
pendiente de, 115 
langente, 898-902 
a una hip£rbola. determinacidn de la, 

an 

vertical y horizontal, 1 15 
Rcflexidn 

de gfificas, 185-186, 343, 345 
interna total , 570 
Refraccibn 
anguto de, 570 
mdice de* 570 
Regimes 

acoradas dc pianos, 725 
no acotadas de pianos, 125 
Regla{s) 

de Cramer, 708-7 1 ! 
de los signos {Descartes), 275. 297 
para desigualdades, 16 
Etatacftnfes). 171-172 
iunea, S29 
de engranaje, 511 
de especies-irea, 357-358 
necfproca, 48D 

trigonom6tricas, 4 61 473-479. 48048 1 . 
488 

Relalividad, teoria de. 157.710. 816 
ftc ndmiiento porcentnal anual, 366. 361 
a perpetuidad, 853-854 
Anualidades 

cikulo de la cantidad de, 848-850 
valor presence de, 850-85 1 
Renta periddica, S49t 
Rcsiduos. 266 

Resistencia, eldctrica, 43^ 312 


se necesrta saber antes de estudrar calculo? ^Con que herramientas deben contar los 
maestros para ayudar a sus alumnos a prepararse para el cSltulo? Estas dos preguntas 
motivaron a James Stewart, Lothar Redfin y Safeem Watson a escribireste libro. Adern^s de 
la habflidad t^cnita -opinan-, tambien bay que entender con tFaridad I os conceptos. Un 
estudiante tamblen necesita poder apredar la fuerza y la utilidad de la matemdtica para 
modelar ef mundo real; portanto, aquf encontraran un gran acervo de a plica clones del mundo 
real y ejempfos de ingemena.fisica, quimica, negodos, brologia, estudios ambientafes y de 
otros campos, 

Caracterfsticas 

* Mas de 20% de bs ejercicios es nuevo en esta edkion r asi como los ejercicios de 
aplicacion. 

■ El tapftub 1 term ina con la section Enfoqueen la res ofuci&n de problemas, la cual 
esboza los pasos generales del proceso para soludonarlos.Dichos pasosy principles son 
adaptaciones de HowTo Solve It de George Polya. 

* En esta edition, cada conjunto de ejercicios incluye un grupo de ejerdcios de aplicacion, 

■ Edicbn a color. 
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